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PARTE GERAL

Pressupostos tedrico-metodoldgicos

Esta obra foi elaborada com base em reflexdes sobre as orientagdes para o Ensino Médio, tendo em vista as mudangas preconizadas pelas
Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio e pela Base Nacional Comum Curricular, com o objetivo de atender as necessidades e
aos interesses do jovem estudante que ingressa nessa etapa da Educacédo Basica.

= A Base Nacional Comum Curricular

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento-referéncia obrigatério para o desenvolvimento dos curriculos da Educacao
Basica em todo o pais. E importante destacar, porém, que os curriculos propostos na BNCC constituem o contetido minimo que deve ser
desenvolvido durante o periodo escolar, podendo ser complementado. Com isso, preservam-se a autonomia das escolas e dos professores e
as particularidades regionais.

A BNCC define um conjunto de aprendizagens essenciais que todos os estudantes devem desenvolver ao longo dos anos de escolaridade.
Essas aprendizagens estdo orientadas para o desenvolvimento de competéncias. Segundo a BNCC (2018, p. 7):

[...] competéncia é definida como a mobilizacao de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais),

atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.

Dessa forma, visando a uma formagdo humana integral que contribua para a construcao de uma sociedade justa, democratica e inclusiva,
a BNCC estabelece dez competéncias gerais para a Educacédo Basica (Educagéo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio).

Essas competéncias gerais devem ser desenvolvidas nas quatro dreas de conhecimento consideradas no Ensino Médio pela BNCC: Lin-
guagens e suas Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

Competéncias gerais da Educacdo Basica

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo fisico, social, cultural e digital para entender e expli-
car a realidade, continuar aprendendo e colaborar para a construcdo de uma sociedade justa, democrética e inclusiva.

2, Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexdo, a analise critica, a
imaginacdo e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive
tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestacoes artisticas e culturais, das locais as mundiais, e também participar de praticas diversificadas
da producao artistico-cultural.

4, Utilizar diferentes linguagens - verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital -, bem como
conhecimentos das linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacdes, experiéncias, ideias e senti-
mentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e comunicacéo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas
diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de conhecimentos e experiéncias que Ihe possibilitem entender
as relagcoes préprias do mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade,
autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informacdes confiaveis, para formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes
comuns que respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo responsavel em ambito local, re-
gional e global, com posicionamento ético em relagao ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua satde fisica e emocional, compreendendo-se na diversidade humana e reconhecendo suas
emocdes e as dos outros, com autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a cooperacdo, fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos
direitos humanos, com acolhimento e valorizacdo da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas e
potencialidades, sem preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, resiliéncia e determinacdo, tomando decisdes com
base em principios éticos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

(BNCC, 2018, p. 9-10.)



Competéncias especificas e habilidades

Além de competéncias gerais, a BNCC estabelece competéncias especificas que particularizam as competéncias gerais para cada area
de conhecimento. As competéncias especificas para o Ensino Médio estao articuladas as competéncias especificas de area para o Ensino
Fundamental, com as adequagdes necessarias ao atendimento das especificidades de formacdo dos estudantes nessa etapa.

Para assegurar o desenvolvimento das competéncias especificas, cada uma delas esta relacionada a um conjunto de habilidades, que
representa as aprendizagens essenciais a ser garantidas a todos os estudantes do Ensino Médio.

Cada habilidade é identificada por um codigo alfanumérico cuja composicdo € a seguinte:

EM 13 MAT

booodboocodboooooo Iboocooo

Esse codigo refere-se a habilidade 3 relacionada a competéncia especifica 1
1 03 » da area de Matematica e suas Tecnologias, que pode ser desenvolvida em
. qualquer série do Ensino Médio, conforme defini¢des curriculares.

EM: Ensino Médioj 1: competéncia especifica a qual se relaciona a habilidade

03: numeracgéo no conjunto de habilidades relativas a cada competéncia

13: a habilidade pode ser
desenvolvida em qualquer
série do Ensino Médio,
conforme definicdo do
curriculo

MAT: Matematica e suas Tecnologias

E importante ressaltar que a numeracio para identificar as habilidades relacionadas a uma competéncia nio representa uma sequéncia
esperada das aprendizagens. A adequacdo dessa progressao deve ser realizada pelos sistemas e pelas escolas, levando em consideracéo os
contextos locais.

A seguir, transcrevemos o texto oficial referente as cinco competéncias especificas estipuladas pela BNCC para a area de Matematica e
suas Tecnologias, além das habilidades associadas a elas. Vale destacar que, embora uma habilidade possa estar associada a mais de uma
competéncia, optou-se por classifica-la naquela com a qual tem maior afinidade.

Matematica e suas Tecnologias no Ensino Médio:
competéncias especificas e habilidades

COMPETENCIA ESPECIFICA 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagdes em diversos
contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioeconémicas ou tecno-
légicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

O desenvolvimento dessa competéncia especifica, que é bastante ampla, pressupoe habilidades que podem favorecer a interpretagao e
a compreensao da realidade pelos estudantes, utilizando conceitos de diferentes campos da Matematica para que facam julgamentos bem
fundamentados.

Essa competéncia especifica contribui nao apenas para a formagao de cidadaos criticos e reflexivos, mas também para a formacao cien-
tifica geral dos estudantes, uma vez que prevé a interpretacdo de situagdes das Ciéncias da Natureza ou Humanas. Os estudantes deverao,
por exemplo, ser capazes de analisar criticamente o que é produzido e divulgado nos meios de comunicacao (livros, jornais, revistas, internet,
televisao, radio etc.), muitas vezes, de forma imprépria, o que acaba induzindo a erros: generalizacdes equivocadas de resultados de pesquisa,
uso inadequado da amostragem, forma de representagao dos dados — escalas inapropriadas, legendas ndo explicitadas corretamente, omissao
e manipulacao de informacdes importantes (fontes e datas), entre outros.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econémicas, sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela analise
dos gréficos das funcoes representadas e das taxas de variagao, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apresentadas em relatdrios divulgados por diferentes meios de comunicacéo,
identificando, quando for o caso, inadequagbes que possam induzir a erros de interpretagdo, como escalas e amostras nao apropriadas.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as
conversoes possiveis entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema Internacional (SI), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos
avancos tecnoldgicos.

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica (indice de desenvolvimento humano, taxas de inflagao, entre outros), investigando os
processos de célculo desses numeros, para analisar criticamente a realidade e produzir argumentos.

(EM13MAT105) Utilizar as nocoes de transformagoes isométricas (translacao, reflexdo, rotacao e composicodes destas) e transformacdes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgées humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT106) Identificar situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).




COMPETENCIA ESPECIFICA 2: Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisées
éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas sociais, como os voltados a situacoes de satde, sustentabi-
lidade, das implicagoes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e
linguagens proprios da Matematica.

Essa competéncia especifica amplia a anterior por colocar os estudantes em situagdes nas quais precisam investigar questoes de impacto
social que os mobilizem a propor ou participar de agdes individuais ou coletivas que visem solucionar problemas.

O desenvolvimento dessa competéncia especifica prevé ainda que os estudantes possam identificar aspectos consensuais ou ndo na
discussao tanto dos problemas investigados como das intervencdes propostas, com base em principios solidarios, éticos e sustentaveis,
valorizando a diversidade de opinides de grupos sociais e de individuos e sem quaisquer preconceitos. Nesse sentido, favorece a interacao
entre os estudantes, de forma cooperativa, para aprender e ensinar Matematica de forma significativa.

Para o desenvolvimento dessa competéncia, deve-se também considerar a reflexdo sobre os distintos papéis que a educacao matematica
pode desempenhar em diferentes contextos sociopoliticos e culturais, como em relagao aos povos e as comunidades tradicionais do Brasil,
articulando esses saberes construidos nas praticas sociais e educativas.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 2

(EM13MAT201) Propor ou participar de agbes adequadas as demandas da regiao, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigoes e calculos de
perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

(EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevantes, usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar os
resultados por meio de relatério contendo gréficos e interpretagao das medidas de tendéncia central e das medidas de dispersao (amplitude e desvio padrao),
utilizando ou ndo recursos tecnoldgicos.

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucao e na analise de acdes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacdo de planilhas
(para o controle de orcamento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compostos, entre outros), para tomar decisoes.

COMPETENCIA ESPECIFICA 3: Utilizar estratégias, conceitos, definicoes e procedimentos matematicos para interpretar, construir
modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solugoes pro-
postas, de modo a construir argumentacao consistente.

As habilidades indicadas para o desenvolvimento dessa competéncia especifica estdo relacionadas a interpretagao, construgao de modelos,
resolucao e formulacdo de problemas matematicos envolvendo nog¢des, conceitos e procedimentos quantitativos, geométricos, estatisticos,
probabilisticos, entre outros.

No caso da resolucao e da formulacdo de problemas, é importante contemplar contextos diversos (relativos tanto a propria Matematica,
incluindo os oriundos do desenvolvimento tecnoldgico, como as outras areas do conhecimento). Nao é demais destacar que, também no
Ensino Médio, os estudantes devem desenvolver e mobilizar habilidades que servirdo para resolver problemas ao longo de sua vida - por
isso, as situacdes propostas devem ter significado real para eles. Nesse sentido, 0s problemas cotidianos tém papel fundamental na escola
para o aprendizado e a aplicacdo de conceitos matematicos, considerando que o cotidiano nédo se refere apenas as atividades do dia a dia
dos estudantes, mas também as questdes da comunidade e do mundo do trabalho.

Deve-se ainda ressaltar que os estudantes também precisam construir significados para os problemas proprios da Matematica.

Para resolver problemas, os estudantes podem, no inicio, identificar os conceitos e procedimentos matematicos necessarios ou os que
possam ser utilizados na chamada formulagdo matematica do problema. Depois disso, eles precisam aplicar esses conceitos, executar proce-
dimentos e, ao final, compatibilizar os resultados com o problema original, comunicando a solugao aos colegas por meio de argumentacao
consistente e linguagem adequada.

No entanto, a resolucao de problemas pode exigir processos cognitivos diferentes. Ha problemas nos quais os estudantes deverao aplicar
de imediato um conceito ou um procedimento, tendo em vista que a tarefa solicitada esta explicita. Ha outras situa¢des nas quais, embora
essa tarefa esteja contida no enunciado, os estudantes deverdo fazer algumas adaptacdes antes de aplicar o conceito que foi explicitado,
exigindo, portanto, maior grau de interpretacao.

Ha, ainda, problemas cujas tarefas ndo estdo explicitas e para as quais os estudantes deverao mobilizar seus conhecimentos e habilida-
des a fim de identificar conceitos e conceber um processo de resolucao. Em alguns desses problemas, os estudantes precisam identificar
ou construir um modelo para que possam gerar respostas adequadas. Esse processo envolve analisar os fundamentos e propriedades de
modelos existentes, avaliando seu alcance e validade para o problema em foco. Essa competéncia especifica considera esses diferentes tipos
de problema, incluindo a construcao e o reconhecimento de modelos que podem ser aplicados.

Convém reiterar a justificativa do uso na BNCC de “resolver e elaborar problemas” em lugar de “resolver problemas”. Essa op¢ao amplia
e aprofunda o significado dado a resolucdo de problemas: a elaboragao pressupde que os estudantes investiguem outros problemas que
envolvem os conceitos tratados; sua finalidade é também promover a reflexao e o questionamento sobre o que ocorreria se algum dado fosse
alterado ou se alguma condicao fosse acrescentada ou retirada.

Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudantes alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de apren-
dizagens que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir
argumentacgoes.



HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 3

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras dreas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e gréficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 12 ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situacées que envolvam juros simples com as que envolvem juros compostos, por meio de representagdes graficas ou analise
de planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos quais seja necessario compreender e interpretar a variagao das grandezas envolvidas,
em contextos como o da Matemdtica Financeira, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com func¢des logaritmicas nos quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas,
em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matemética Financeira, entre outros.

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros)
e comparar suas representagcdes com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da drea de uma superficie (reconfiguracoes, aproximagao por cortes etc.) e deduzir expressoes de calculo
para aplica-las em situagdes reais (como o remanejamento e a distribuicdo de plantagdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nogdes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas
que envolvem triangulos, em variados contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagoes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composicoes dos sélidos estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordendveis ou ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo e
aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatérios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo da probabilidade.

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabilidade de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.

(EM13MAT313) Utilizar, quando necessério, a notagdo cientifica para expressar uma medida, compreendendo as nogoes de algarismos significativos e algarismos
duvidosos, e reconhecendo que toda medida é inevitavelmente acompanhada de erro.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas determinadas pela razao ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demogréfica,
energia elétrica etc.).

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que envolvem célculo e interpretagdo das medidas de tendéncia central (média, moda,
mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padréo).

COMPETENCIA ESPECIFICA 4: Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de representaciao mate-
maticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solucao e comunicacdo de resultados de problemas.

As habilidades vinculadas a essa competéncia especifica tratam da utilizagao das diferentes representagées de um mesmo objeto mate-
matico na resolucdo de problemas em varios contextos, como os socioambientais e da vida cotidiana, tendo em vista que elas tém um papel
decisivo na aprendizagem dos estudantes. Ao conseguirem utilizar as representacées matematicas, compreender as ideias que elas expressam
e, quando possivel, fazer a conversao entre elas, os estudantes passam a dominar um conjunto de ferramentas que potencializa de forma
significativa sua capacidade de resolver problemas, comunicar e argumentar; enfim, ampliam sua capacidade de pensar matematicamente.
Além disso, a andlise das representagdes utilizadas pelos estudantes para resolver um problema permite compreender os modos como o
interpretaram e como raciocinaram para resolvé-lo.

Portanto, para as aprendizagens dos conceitos e procedimentos matematicos, é fundamental que os estudantes sejam estimulados a
explorar mais de um registro de representagao sempre que possivel. Eles precisam escolher as representagées mais convenientes a cada
situacdo, convertendo-as sempre que necessario. A conversao de um registro para outro nem sempre é simples, apesar de, muitas vezes, ser
necessaria para uma adequada compreensao do objeto matematico em questao, pois uma representacdo pode facilitar a compreensao de
um aspecto que outra ndo favorece.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 4

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 12 grau em representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos gquais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau em representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou néo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre
outros materiais.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagbes, com ou sem apoio de tecnologias digitais, entre as representagdes de funcdes exponencial e logaritmica expressas
em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada funcao.

(EM13MAT404) Analisar funcdes definidas por uma ou mais sentencas (tabela do Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas representacdes algébrica
e gréfica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento e decrescimento, e convertendo essas representacées de uma para outra, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou ndo o uso
de softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.

(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot), de ramos e

folhas, entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua analise.




COMPETENCIA ESPECIFICA 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matemati-
cas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na valida¢ao das referidas conjecturas.

O desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupde um conjunto de habilidades voltadas as capacidades de investigacdo e de
formulacao de explicagdes e argumentos, que podem emergir de experiéncias empiricas — indugdes decorrentes de investigagdes e experi-
mentagdes com materiais concretos, apoios visuais e a utilizacdo de tecnologias digitais, por exemplo. Ao formular conjecturas com base em
suas investigagoes, os estudantes devem buscar contraexemplos para refuta-las e, quando necessario, procurar argumentos para valida-las.
Essa validacdo ndo pode ser feita apenas com argumentos empiricos, mas deve trazer também argumentos mais “formais’, incluindo a de-
monstracao de algumas proposicoes.

Tais habilidades tém importante papel na formagao matematica dos estudantes, para que construam uma compreensao viva do que é
a Matematica, inclusive quanto a sua relevancia. Isso significa percebé-la como um conjunto de conhecimentos inter-relacionados, coletiva-
mente construido, com seus objetos de estudo e métodos préprios para investigar e comunicar resultados tedricos ou aplicados. Igualmente
significa caracterizar a atividade matematica como atividade humana, sujeita a acertos e erros, como um processo de buscas, questionamentos,
conjecturas, contraexemplos, refutacdes, aplicagdes e comunicacdo.

Para tanto, é indispensével que os estudantes experimentem e interiorizem o carater distintivo da Matematica como ciéncia, ou
seja, a natureza do raciocinio hipotético-dedutivo, em contraposi¢do ao raciocinio hipotético-indutivo, caracteristica preponderante
de outras ciéncias.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 5

(EM13MAT501) Investigar relagoes entre niumeros expressos em tabelas para representé-los no plano cartesiano, identificando padrées e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizagéo, reconhecendo quando essa representagao é de funcgao polinomial de 12 grau.

(EM13MAT502) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representé-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo quando essa representacao é de fungdo polinomial de 22 grau do tipo y = ax>

(EM13MAT503) Investigar pontos de méaximo ou de minimo de fun¢ées quadraticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinematica,
entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencéo da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a obten¢ao
das formulas de calculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de aplicativos de geometria dinamica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composicdo de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padrées observados.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variacao da area e do perimetro de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e
classificando as fungées envolvidas.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungdes afins de dominios discretos, para andlise de propriedades, dedugdo de algumas férmulas
e resolucdo de problemas.

(EM13MAT508) Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a fungdes exponenciais de dominios discretos, para anélise de propriedades, deducdo de algumas
férmulas e resolugao de problemas.

(EM13MAT5009) Investigar a deformagao de angulos e dreas provocada pelas diferentes projecdes usadas em cartografia (como a cilindrica e a cénica), com ou sem
suporte de tecnologia digital.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando
apropriado, levar em conta a variacdo e utilizar uma reta para descrever a relagdo observada.

(EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos ou ndo, e de eventos, equiprovéveis ou nao, e investigar implicagées no
célculo de probabilidades.

= As mudancas no Ensino Médio

Muitas sao as demandas do século XXI que refletem diretamente no cenario educacional, mais especificamente no que se refere aos
jovens. A dinamica social contemporanea caracteriza-se pelas rapidas transformagoes resultantes do desenvolvimento tecnolégico, o que,
por sua vez, requer que a formagdo do jovem atenda a esse viés.

Nesse contexto, o Ensino Médio passou por um amplo processo de reformulagao na tentativa de garantir a permanéncia do jovem na
escola, além de uma aprendizagem real e significativa que atenda as atuais necessidades desse segmento. Propde-se, entdo, a substituicao
do modelo Unico de curriculo por um modelo composto pela Formacdo Geral Basica, que abrange as competéncias e habilidades das areas
de conhecimento previstas na BNCC, e por Itinerarios Formativos, organizados por meio de diferentes arranjos curriculares, conforme a re-
levancia para o contexto local e a possibilidade dos sistemas de ensino. Esse modelo adota a flexibilidade como principio de organizagao e
busca atender a multiplicidade de interesses dos estudantes.

Pode-se dizer que as novas diretrizes para o Ensino Médio propéem uma ruptura da solidez representada pelo conteudismo, do papel
passivo do estudante e do docente que transmite informagdes. Dessa maneira, sugere organizar uma nova escola que acolha as diferencas e
assegure aos estudantes uma formacao que dialogue com a histéria de cada um, possibilitando definir projetos de vida tanto no ambito dos
estudos como no do trabalho.

No entanto, esse processo requer uma mudanca nao s6 nos espagos escolares, mas também na forma de enxergar as diferentes juventudes
e na pratica pedagdgica dos professores.

A transmissdo de informagoes e o professor como figura central ja ndo cabem mais na perspectiva da educacao do século XXI. O cenério
que se desenha é outro. Nele, o protagonismo dos estudantes e a constru¢ao do conhecimento de forma colaborativa ganham destaque.



0 jovem e as juventudes

Dadas essas mudancas no Ensino Médio, compreender os jovens
inclui enxerga-los a partir de suas identidades culturais, seus gostos,
estilos e valores, considerando sua vivéncia no dinamismo e na fluidez
da sociedade tecnoldgica atual, que sdo muito diferentes daqueles
das geragoes anteriores.

Assim, inserir-se no universo deles e aprender a ouvi-los é um
primeiro passo para estabelecer relacionamentos expressivos que
possibilitem ressignificar o processo de ensino-aprendizagem. Se-
gundo Moran (2007, p. 80):

[..] Um dos caminhos de aproximacédo ao aluno é pela comunicacao

pessoal de vivéncias, histdrias, situacdes que ele ainda ndo conhece em

profundidade. Outro é o da comunicacdo afetiva, da aproximacao pelo
gostar, pela aceitagdo do outro como ele é e encontrar o que une, o que
nos identifica, o que temos em comum.

Nesse trabalho de aproximacao também é preciso considerar que
os jovens sdo diferentes em diversos aspectos, como origem social,
género, territorio, modos de ser, sentir, agir, entre outros. As Diretrizes
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (2013, p. 155), definem

[...] a juventude como condi¢ao sécio-histérico-cultural de uma catego-
ria de sujeitos que necessita ser considerada em suas multiplas dimen-
soes, com especificidades proprias que nao estao restritas as dimensoes
bioldgica e etdria, mas que se encontram articuladas com uma multi-
plicidade de atravessamentos sociais e culturais, produzindo multiplas
culturas juvenis ou muitas juventudes.

O ambiente escolar deve, entédo, ser um local em que as diversas
culturas juvenis se relacionem e se expressem. Conforme orienta a
BNCC (2018, p. 463):

Considerar que ha muitas juventudes implica organizar uma esco-
la que acolha as diversidades, promovendo, de modo intencional
e permanente, o respeito a pessoa humana e aos seus direitos. E
mais, que garanta aos estudantes ser protagonistas de seu préprio
processo de escolarizagdo, reconhecendo-os como interlocutores
legitimos sobre curriculo, ensino e aprendizagem. Significa, nesse
sentido, assegurar-lhes uma formacdo que, em sintonia com seus
percursos e histdrias, permita-lhes definir seu projeto de vida [...].

Desse modo, além de compreender a pluralidade das juventudes,
deve-se pensar no jovem em sua singularidade, e possibilitar a ele
condi¢des para desenvolver-se como sujeito ativo, protagonista do
seu processo de aprendizagem, e como sujeito critico, agente de
transformacdo da sociedade.

Outro aspecto das juventudes que precisa ser destacado € a so-
ciabilidade. Nas interagdes com os colegas, 0s jovens compartilham
ideias, experiéncias e saberes e expressam aspectos das culturas
juvenis. Estar atento para os grupos com os quais eles se identificam
ou dos quais fazem parte pode colaborar para o entendimento dos
seus modos de agir e também em seu processo de formagdo, como
salienta Dayrell (2016, p. 276):

Promover espacos de sociabilidade que primam por garantir um

direito basico de todo ser humano, que é se conhecer, enriquece

o processo de construcao de identidade que, por sua vez, tende a

ampliar a relacao com o diferente. Além disso, o processo de reco-

nhecimento de sino mundo e na relacao com o outro contribui para
dar sentido ao processo formativo.

Um espaco de sociabilidade que se tornou muito comum para a
juventude contemporanea sdo as redes sociais digitais. Fichtner (2015,
p. 44) aponta que, ao participar ativamente dessa “sociedade de
midia’, os jovens“aprendem uma técnica de cultura que é necesséria
para lidar com muitas situagdes na vida cotidiana e na profissdo hoje"

No entanto, é importante estar atento, nesses espacos fisicos
ou virtuais (ciberespagos), a casos de violéncias: agressoes verbais,
fisicas e psicoldgicas, bullying e cyberbullying. Segundo o relatério

Violéncia escolar e bullying (Unesco, 2019), o bullying é considerado
um comportamento intencional e agressivo; as formas mais comuns
sdo insultos, xingamentos e apelidos, ameacas, difamagao, exclusédo
social e isolamento; e o cyberbullying é definido como ameacas
realizadas por meio de postagens em redes sociais na internet, que
podem incluir difamacdo, mensagens ofensivas, comentarios, fotos
e videos constrangedores. As vitimas dessas ameacas sentem-se
constrangidas e humilhadas e podem desenvolver depressao, an-
siedade, baixa autoestima e até mesmo pensamentos suicidas, visto
que o grupo exerce forte influéncia no processo de identificacéo e
de autoafirmacdo dos jovens.

Diante dessa realidade, e dadas as diferengas entre as juventudes
e entre elas e os professores, é preciso educar para a convivéncia e o
didlogo. Em um ambiente escolar inclusivo, em que os estudantes se
sintam acolhidos e protegidos, é possivel construir redes de coope-
ragado em que as interagdes sociais sejam construidas com respeito,
companheirismo, solidariedade e compartilhamento de experiéncias
e saberes. O professor desempenha um papel muito importante na
organizacao dessa rede, como mediador desse processo de constru-
¢ao de conhecimento, de identidade, autonomia e projetos de vida.

= As metodologias ativas

Um modo de engajar os alunos e favorecer seu protagonismo no
processo de ensino-aprendizagem séo as metodologias ativas. Segun-
do José Moran (2019, p. 7), as metodologias ativas séo:

[...] alternativas pedagdgicas que colocam o foco do processo de ensino

e aprendizagem nos aprendizes, envolvendo-os na aquisi¢cao do conhe-

cimento por descoberta, por investigacdo ou resolucao de problemas

numa visdo de escola como comunidade de aprendizagem (onde ha
participacdo de todos os agentes educativos, professores, gestores, fa-
miliares e comunidade de entorno e digital).

Desse modo, elas representam mudancgas de paradigmas, con-
tribuindo para redesenhar as formas de ensinar e aprender, avaliar,
pensar o curriculo e mesmo organizar os espagos escolares.

Nesse novo cendrio, o estudante ndo se limita a ser um espectador
passivo. Ele deve ser incentivado a aprender de forma autonoma e
participativa, a partir de problemas e situacdes reais, e a ser o pro-
tagonista do seu processo de aprendizagem, corresponsavel pela
construcdo de conhecimento.

O professor, por sua vez, é o mediador, que provoca, desafia e
orienta cada estudante na intencao de que ele avance mais em sua
aprendizagem. Segundo Moran (2019, p. 17), os professores:

[...] conseguem ajudar os aprendizes a ampliarem a viséo de mundo que
conseguiram nos percursos individuais e grupais, levando-os a novos
questionamentos, investigagoes, praticas e sinteses. [...] . Ajudam a dese-
nhar roteiros interessantes, problematizam, orientam, ampliam os cena-
rios, as questdes e os caminhos a serem percorridos.

E por meio da relacdo professor-aluno-grupo, em um processo
colaborativo, que o conhecimento é construido. Esse processo &, ao
mesmo tempo, ativo e reflexivo, pois, através das atividades propostas
pelo professor, os estudantes podem pensar sobre os contetdos de-
senvolvidos, sobre o que fazem (pratica) e desenvolver a capacidade
critica (reflexao).

O professor, com seu conhecimento, sua experiéncia e a obser-
vacao atenta, planeja e faz ajustes e intervencdes para impulsionar
os estudantes no desenvolvimento de competéncias e habilidades.
Desse modo, ele assume também uma postura investigativa de sua
propria pratica, refletindo sobre ela e buscando solucdes para os
problemas que encontra.

Com as metodologias ativas se delineiam novos contextos de
aprendizagem. Diversas estratégias podem ser utilizadas, como
projetos, desafios, debates, aprendizagem por pares, por times,



pela resolucdo de problemas, sala de aula invertida, entre outras.
Usa-las é uma oportunidade de redesenhar as relacdes, o espaco e
o tempo na escola.

Embora seja um grande desafio para o professor, para os proprios
estudantes e para a gestdo escolar, as metodologias ativas podem
ser a principal ferramenta para acompanhar a fluidez e as mudancas
constantes da atualidade.

Como utilizar as metodologias ativas com o
livro didatico

O modo como o professor usa o livro didatico depende daquilo
que ele acredita enquanto teoria que embasa a sua pratica. Quando
se percebe a necessidade de uma escola que desenvolva o prota-
gonismo do estudante e que se adapte a ideia de juventude plural,
percebendo que nela se inserem sujeitos com valores, comportamen-
tos, interesses e necessidades singulares, o livro didatico se tornaum
instrumento a mais para enriquecer a pratica docente, mesmo diante
das muitas dificuldades que se apresentam no dia a dia.

Nesse sentido, esta obra didatica apresenta variadas situacoes
em que é possivel engajar os estudantes em metodologias ativas. O
trabalho com projetos, por exemplo, mobiliza o interesse dos jovens,
pois eles se envolvem na resolucdo de um problema ou desafio (que
pode ser proposto por eles mesmo ou pelo professor) que geralmente
se relaciona com a realidade deles fora da sala de aula.

Na aprendizagem com projetos, os estudantes realizam um
trabalho em equipe, tomam decisdes em coletivo, refletem, anali-
sam, e chegam juntos a um resultado, por meio da cooperagao e de
principios éticos e democraticos. O professor atua como mediador,
intervindo quando necessario, principalmente em relagdo a possiveis
desentendimentos, promovendo a cultura da paz, em um ambiente
adequado as trocas e ao didlogo, de modo a estimular o respeito as
ideias do outro, o acolhimento e a valorizagao da diversidade.

Para o professor, trabalhar com projetos implica um planejamento
prévio meticuloso. E necessério pensar o que sera proposto, a orga-
nizacao do tempo, a quantidade de aulas necessdria, as estratégias,
o encadeamento das atividades. Quando se trata de um projeto
interdisciplinar, é necessario planejar em conjunto com os outros
profissionais envolvidos para estabelecer conexdes entre os temas e
elaborar questionamentos que direcionem a pesquisa a ser realizada
pelos estudantes. E importante também apresentar o que se espera
deles a cada aula, para que possam participar ativamente da gestao
da aula: o que vao aprender, quais atividades vao realizar; e, ao final,
avaliar se atingiram os objetivos propostos, o que aprenderam, o que
é necessario melhorar.

Nesta obra, pode-se colocar em pratica essa estratégia com as
atividades da secdo Pesquisa e agéo.

Qutra metodologia ativa que pode ser colocada em pratica é a
aulainvertida. Nela, como o nome diz, inverte-se o processo, ou seja,
asinformacdes necessarias para resolver um problema ou aprofundar
um tema sao antecipadas aos estudantes.

Nessa estratégia, para orientar o estudo, o professor pode utilizar
recursos tecnoldgicos digitais (os estudantes procuram informagoes
na internet em fontes confidveis e diversificadas, assistem a videos
e animacoes, utilizam aplicativos) ou, por exemplo, pedir aos estu-
dantes que leiam textos impressos de revistas, jornais ou do préprio
livro didatico, individualmente ou em grupos.

Depois, orientados pelo professor, eles discutem o que pesquisa-
ram e expdem as duvidas suscitadas pelo estudo. O professor pode
propor algumas questdes para diagnosticar o que foi aprendido e o
que ainda é necessario ser revisitado. Desse modo, poderd orientar
aqueles que precisam de ajuda e, a0 mesmo tempo, propor desafios
maiores para os que ja dominam o que foi pedido.

Moran (2019, p. 29) explica que, na aula invertida:

[...] Os estudantes acessam materiais, fazem pesquisas no seu proprio
ritmo e como prepara¢do para a realizacdo de atividades de aprofun-
damento, debate e aplicacao [..]. A combinacdo de aprendizagem por
desafios, problemas reais e jogos com a aprendizagem invertida é muito
importante para que os alunos aprendam fazendo, aprendam juntos e
aprendam, também, no seu préprio ritmo.

Nesta obra, o professor podera propor aos estudantes que
analisem previamente, por exemplo, as aberturas, os infogréficos e
as secoes Compreensdo de texto e Educacdo financeira, trazendo as
duvidas e comentando sobre o que entenderam. E possivel pedir,
ainda, que resolvam previamente os exercicios propostos, levantando
os principais problemas encontrados. Hd também outras possibilida-
des que podem ser elaboradas com base nas sugestdes dos boxes ou
nos textos ao longo do livro, conforme o contetido a ser trabalhado.

Outro exemplo de metodologia ativa é a aprendizagem baseada
em times, na qual o professor propde aos estudantes uma prepara-
¢ao prévia de um conteudo especifico. Hd uma avaliagao individual
e, em seguida, eles se reinem em equipes para discutir as mesmas
questdes e cada um explica como as resolveu, argumentando e
defendendo as razbes de sua escolha até chegarem a um consenso.
O professor percorre os grupos fazendo intervencoes e, ao final,
complementa algum ponto que merega mais atencgao. Esse tipo de
trabalho desenvolve habilidades de comunicacao e argumentacao,
aspectos importantes para enfrentar demandas da sociedade atual.
Nesta obra, essa metodologia pode ser aplicada nas atividades da
secao Pesquisa e acdo.

Existem, de acordo com Moran (2019), outras formas de trabalho
em grupo que podem e devem ser utilizadas: debates sobre temas da
atualidade, geragdo de ideias (brainstorming) para buscar a solucédo
de um problema, rotinas simples para exercitar o pensamento (tornar
o pensamento visivel a partir de perguntas problematizadoras), pro-
ducdo de mapas conceituais para esclarecer e aprofundar conceitos e
ideias; criacao de portfdlios digitais para registro e acompanhamento
da aprendizagem pessoal e grupal; avaliagao entre grupos.

Vale ressaltar que o trabalho em grupo requer atengao especial
do professor. Embora seja uma proposta que vem sendo (ou deveria
ser) trabalhada ao longo do percurso escolar, é possivel encontrar
estudantes que ainda nao sabem fazé-lo. Seja para reforcar, seja para
ensinar esta pratica, é preciso retomar algumas orientagoes.

O professor precisa estar atento a formacdo dos grupos: podera
deixar que os estudantes o fagam livremente para observar como
trabalham e, assim, reagrupa-los conforme as afinidades (ou ndo).
E importante também organiza-los de modo que as trocas de co-
nhecimento ocorram; por exemplo, testando grupos que reinam
estudantes em diferentes estagios de aprendizagem, ou seja, grupos
heterogéneos, e propor mudancgas de acordo com o andamento dos
trabalhos. Ensina-los a dividir as tarefas, a ouvir o outro, levando em
consideragao as ideias e as diferencas, sdo aspectos a serem sempre
aprimorados. Uma dica é construir com os estudantes as regras para o
convivio e melhor aproveitamento durante a realizagdo dos trabalhos
em grupo dentro ou fora da sala de aula, como um contrato para que
todos conhecam as regras. Afixa-las em um local visivel e retoma-las
sempre que necessario deve fazer parte da rotina.

E importante percorrer a sala observando os grupos, como
estdo realizando as tarefas e como as discussdes estdo sendo enca-
minhadas. Durante a atividade em grupo, o papel do professor é o
de mediador, fazendo questionamentos conforme as discusses vao
acontecendo. Nesse momento, pode-se registrar as observacoes da
turma e fazer intervencgdes. Ao perceber que nao ocorre a participacao
de todos, é fundamental questionar os integrantes do grupo, reto-
mando como deve ser esse trabalho e revisando as regras. Se o fato
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persistir, uma dica é a realizagao de assembleias de classe, nas quais
o assunto pode ser levado a discussao, possibilitando aos estudantes
aprenderem a encontrar a melhor solucao para o problema com base
em principios éticos e democraticos.

O texto a seguir apresenta uma reflexdao que pode ser util ao
professor para preparar os estudantes para o trabalho coletivo.

Preparando os alunos para a cooperacao

A primeira etapa ao introduzir o trabalho em grupo na sala de aula é
a de preparar os alunos para situacoes de trabalho cooperativo. [...]
Existe uma grande chance de que eles ndo tenham vivenciado um
numero suficiente de experiéncias prévias bem-sucedidas em tare-
fas cooperativas, trabalhando com pessoas que nédo eram amigos
pessoais ou membros da familia. [...]

Alunos que estdo preparados para a cooperacdo saberdo compor-
tar-se em situagoes de trabalho em grupo sem supervisdo direta do
professor. E necessario introduzir novos comportamentos coopera-
tivos em um programa de preparacao intencional. O objetivo de tal
programa de preparacao é a construcdo de novas regras, concepcoes
coletivas sobre como deve ser a atuacdo produtiva em situacoes de
grupo. As vezes, as regras sao explicitas e escritas, as vezes, elas sao
expectativas ou obrigacdes de comportamento nao verbalizadas.

Quando um individuo comeca a sentir que deve se comportar de acor-
do com essa nova maneira, a regra se tornou internalizada. Regras in-
ternalizadas produzem nao apenas o comportamento desejado, mas
um desejo de reforcar as expectativas sobre o comportamento dos
outros no interior do grupo. Em situacées de aprendizagem coopera-
tiva, mesmo estudantes muito jovens podem ser vistos aconselhando
outros membros do grupo sobre como devem se comportar. Em fun-
¢ao do seu papel na sala de aula, os professores tém um extenso poder
para estabelecer regras conhecidas e para introduzir outras.

[.]

O trabalho em grupo envolve uma mudanca importante nas regras
das salas de aula tradicionais. Quando recebem uma tarefa para o
grupo, solicita-se aos alunos que dependam uns dos outros. Eles
agora sdo responsaveis ndo apenas pelo seu préprio comporta-
mento, mas pelo comportamento do grupo e pelo resultado dos
esforcos de todos. Em vez de escutar apenas o professor, devem
escutar os outros estudantes. Para que o grupo trabalhe sem pro-
blemas, eles devem aprender a solicitar a opinido dos outros, dar
as outras pessoas a chance de falar e fazer contribuicoes breves e
sensiveis ao esforco coletivo. Esses sdo exemplos de novas regras
Uteis para serem introduzidas antes de comegar o trabalho em gru-
po. Como esses novos comportamentos envolvem interagoes entre
os alunos, as normas que os governam precisam ser compartilhadas
e internalizadas por todos.

COHEN, Elizabeth G.; LOTAN, Rachel A. Planejando o trabalho
em grupo: estratégias para salas de aula heterogéneas. 3. ed.
Porto Alegre: Penso, 2017.

~ A importancia da Matematica

A BNCC propde que a area da Matematica e suas Tecnologias, no
Ensino Médio, amplie e aprofunde as aprendizagens desenvolvidas no
Ensino Fundamental, aplicando-a a realidade em diferentes contextos
e as vivéncias cotidianas dos estudantes.

A dimensao social que explicita os multiplos usos que a sociedade
faz das explicacdes matematicas e os principais valores de controle
e progresso que se desenvolvem com sua aplicagao séo claramente
identificados nos exemplos que sobressaem, de imediato, nos campos
da Estatistica, da Matematica Financeira, das medidas ou da mode-
lagem de fendmenos naturais e sociais.

Reconhecidamente, a Matematica assume papel formativo no
desenvolvimento geral do individuo. Ao assentar-se na clareza e
norigor de definicdes, demonstragdes e encadeamentos conceituais
e légicos que validam intuicdes e dao sentido as técnicas aplica-
das, a Matematica, sem duvida, ajuda a estruturar o pensamento
e o raciocinio dedutivo. Essa dimensao simbélica ou conceitual
da disciplina abarca os fundamentos que garantem cobertura
ampla - e, a0 mesmo tempo, elementar — dos fatos matematicos
mais importantes.

Espera-se também que o estudante compreenda a Matematica
como uma ciéncia com métodos préprios de construcao de conheci-
mento. Essa dimensao cultural do curriculo cientifico é contemplada
na solucdo de problemas e nas tarefas de investigacdo, que tém
como objetivo reproduzir algumas atividades dos matematicos,
com destaque a formulacdo de hipoteses e conjecturas e a reflexao
sobre elas, assim como a comunicacdo escrita de experimentagées
e de possiveis conclusoes.

Como resultado dessas reflexdes e orientada pela BNCC em suas
competéncias gerais e nas competéncias especificas da area de Mate-
madtica e suas Tecnologias, esta obra tracou como objetivo colaborar
também para o desenvolvimento das capacidades de:

e usar o conhecimento matematico como uma das ferramen-

tas de leitura, interpretacao e andlise da realidade;

« estabelecer relagoes entre diferentes temas matematicos e entre
esses temas e outras areas do conhecimento e da vida cotidiana;

« efetuar calculos numéricos — escritos ou com uso da tecnolo-
gia, exatos ou aproximados — com ampliacdo da diversidade
das operacdes e dos conjuntos numéricos;

* resolver problemas e, com isso, desenvolver a compreensao
dos conceitos matematicos;

¢ colocar em prética atitudes de autonomia e de cooperagao;

e desenvolver uma formacdo geral que permita o prossegui-
mento dos estudos;

* identificar e utilizar representacdes equivalentes de um mes-
mo conceito matematico, bem como diferentes registros des-
se conceito (grafico, numérico, algébrico);

e expressar matematicamente - de forma verbal, escrita e gra-
fica - situagOes tedricas e concretas, além de trabalhar a pre-
cisao da linguagem e das demonstracdes, desenvolvendo,
assim, a construcdo da argumentacgao.

A Etnomatematica

Ao longo do tempo, muitas maneiras de trabalhar a Matematica
foram criadas em virtude das diferentes necessidades socioculturais
de épocas distintas. Atualmente, conforme a BNCC propée, o foco
é uma Matemadtica integrada e aplicada a realidade em diferentes
contextos, levando em consideragao as variadas vivéncias apresen-
tadas pelos estudantes.

E nesse contexto que se enquadra a Etnomatematica — aborda-
gem histérico-cultural iniciada na década de 1970, quando se passou
afalar de uma Matemadtica presente em diferentes contextos culturais:
das costureiras, do pedreiro, do marceneiro e muitas outras.

O professor brasileiro Ubiratan D’Ambrosio (2005, p. 99), um dos
pioneiros no tema, explica que a Etnomatematica:

tem o seu comportamento alimentado pela aquisicao de conheci-
mento, de fazer(es) e de saber(es) que lhes permitam sobreviver e
transcender, através de maneiras, de modos, de técnicas, de artes
(techné ou “ticas”) de explicar, de conhecer, de entender, de lidar
com, de conviver com (mdtema) a realidade natural e sociocultural
(etno) na qual esta inserido.



Esses saberes e fazeres matematicos estdo relacionados com o
contexto sociocultural do estudante e devem ser abordados em sala
de aula, estabelecendo uma ligagao entre esses conhecimentos e o
saber matematico da academia e da escola. E importante compreen-
dé-los e compara-los com o que se aprende na escola, demonstrando,
por exemplo, que ha diferentes maneiras de resolver uma situacao. A
sala de aula, portanto, deve ser um espaco de encontros, conexdes e
exploracoes de diferentes saberes.

Jonei Barbosa (2019), professor da Faculdade de Educacédo da
Universidade Federal da Bahia, onde desenvolve projetos de pesquisa
na area de Educacdo Matematica, em artigo sobre o tema, traz um
uso da Etnomatemédtica, quando cita uma pesquisa realizada com
estudantes do 22 ano do Ensino Médio em que eles tiveram de pes-
quisar, em grupos, a matematica na construcao civil:

[...] Eles tiveram que visitar canteiros de obras e entrevistar os pro-

fissionais [engenheiro, mestre de obra, pedreiro]. Depois disso,

0s grupos apresentaram os saberes e fazeres, como a técnica de
construcao das “tesouras” na sustentacao do telhado, a determina-
¢ao do desnivel entre dois pontos de um terreno e o esquadro do

chao com uma parede de um comodo. Na apresentacao, teve-se a

oportunidade de discutir as diferencas entre as formas de abordar

os problemas no mundo da construcdo civil e na escola (por ex.,
usando trigonometria).

Utilizar a perspectiva da Ethomatematica na sala de aula é,
portanto, uma forma de promover mudangas no ensino, permitin-
do aos estudantes descobrir a Matematica de seu dia a dia. E uma
oportunidade de despertar o interesse e a significacdo, oferecendo
a eles novos olhares para a Matemética.

= A lingua materna e a Matematica

Um dos papéis da escola é promover a participa¢do social, as
trocas e o exercicio da cidadania. Uma das maneiras de alcancar isso
é suprir os estudantes com ferramentas que lhes permitam uma
comunicagao efetiva.

Em nosso campo de estudo, a eficiéncia na comunicacdo se da
quando, pelo uso da lingua materna (ou linguagem corrente), a Ma-
temadtica é interpretada e ganha sentido. Estudos teéricos mostram
que é importante estabelecer uma relacao entre a lingua materna e
o ensino da Matematica, o qual tem ora uma linguagem formal ora
um sistema de representacao. Nas palavras de Nilson José Machado
(1989), a Matematica, “impregnando-se da lingua materna, [...] passa
a transcender uma dimensdo apenas técnica adquirindo assim o
sentido de uma atividade caracteristicamente humana”.

Tanto a lingua materna quanto a linguagem matematica possuem
um sistema de representacao simbdlico, letras e numeros, utilizado
para interpretar a realidade, e ambas necessitam de um grau de abs-
tracdo para que sejam compreendidos os seus cddigos. No entanto,
para entender a lingua materna, o grau de abstracdo é menor quando
comparado com a linguagem matematica, ja que as palavras fazem
parte do cotidiano e se referem a objetos e situagdes mais proximas
de todos. A abstracao para compreender a linguagem matematica
requer mais esforco, pois muitos dos cédigos sdo especificos da
Matematica e estao distantes da realidade dos estudantes. E nesse
sentido que aparecem os entraves logo no inicio do percurso escolar
e se estendem ao longo da jornada estudantil.

Para Luvison (2013, p. 60):

a Matematica néo se restringe a linguagem de cédigos e simbolos;

estd representada em torno de um conjunto de significacoes que lhe

sdo proprias, mas também faz uso do movimento de outras lingua-
gens. Além da relacdo de técnicas para operar, quando pensamos

no conhecimento matematico e de construcao e representacao da
realidade por meio da lingua materna, é preciso refletir sobre a com-
plementaridade das duas linguagens (lingua materna e Matemati-
ca), pois ambas possuem seus estilos particulares, porém, sdo com-
plementares; ou seja, existe entre elas uma relagao de significados
que independe do seu estilo.

E fundamental, portanto, que a lingua materna e a Matemética
sejam tratadas de modo conjunto, a fim de que o estudante seja
estimulado a adquirir habilidades de leitura e consiga resolver as
situacdes de modo mais eficaz.

Capacidade leitora e de expressao

Nas aulas de Matematica, muitas vezes, o uso da lingua se restrin-
ge a leitura de enunciados, mas deveria existir um trabalho pontual
com a linguagem matemadtica e suas especificidades, estabelecendo
um didlogo entre a lingua materna e a linguagem matematica. Um
modo de fazer isso é pedir aos estudantes, que, além de explicarem
oralmente uma resolucéo, escrevam como pensaram. Depois, pode-se
pedir que, em duplas, um leia o texto do outro e ambos contribuam
para a melhoria dos textos.
Para compreender uma situacao-problema, por exemplo, hd um
caminho a ser percorrido: leitura do enunciado, levantamento de
hipoteses, identificacdo dos dados que aparecem no texto e solugao
para o que foi proposto. Para esse trabalho caminhar, muitas vezes, é
necessdrio retomar as estratégias de leitura' e verbalizar com a turma
todo esse percurso.
A fim de favorecer as habilidades de andlise e interpretacao, po-
de-se recorrer as linguagens visuais e digitais: graficos de diferentes
tipos, tabelas, infogréficos, planilhas eletronicas, bem como ao uso
de softwares.
E preciso que os educadores incluam em sua rotina, perma-
nentemente, meios de explorar a competéncia leitora nas aulas de
Matemadtica. Algumas sugestdes nesse sentido sdo:
¢ Propor atividades em que os estudantes explicitem racioci-
nio, escrevendo o passo a passo da resolucao. Por exemplo:
solicitar que escrevam como se ganha determinado jogo,
registrar as regras de um jogo etc. Esse exercicio encoraja
a reflexéo;

¢ Apresentar diferentes géneros textuais nas aulas: texto escri-
to, texto imagético, jogo, interpretacdo de problemas mate-
maticos, entre outros;

¢ Falar e ouvir: é importante que o professor abra espacos para

que os estudantes possam expor suas ideias, de modo que
todos participem. Esse é um excelente meio de o professor
descobrir como os estudantes pensam;

¢ Solicitar diferentes registros: orais, pictoricos e corporais para

algumas situagoes.

Ao investir nas diferentes linguagens e nas praticas de leitura e
escrita, o professor promove maior conexao entre o estudante e a
linguagem matemética, reforcando o desenvolvimento da compe-
téncia geral 4 da BNCC.

E necessario também que haja interacdo dos estudantes na
busca de um entendimento mutuo. O professor pode promover
momentos de debate e troca de informagdes nos quais eles se sintam
a vontade para expor suas opinioes, ideias e experiéncias, livres de
interferéncias.

1 Estratégias de leitura, de acordo com Isabel Solé (1998), séo

as ferramentas necessarias para o desenvolvimento da leitura
proficiente. Sua utilizacdo permite compreender e interpretar de
forma auténoma os textos lidos.



O uso da escuta ativa? é fundamental para que haja esse clima
de compreensao, criando um ambiente cooperativo na sala de aula.

Nesta obra, hd um repertdrio de sugestdes, atividades e se¢des que
possibilitam o trabalho com a competéncia leitora, por exemplo, a se-
¢do Compreensdo de texto, além de diferentes tipos de texto (imagéticos
e escritos) com temas da atualidade na abertura de todos os capitulos.

Outros exemplos sao os boxes Reflita e Pensamento computa-
cional, que ajudardo os estudantes nas questdes argumentativas e
na comunicacgao oral ao socializarem as conclusdes de cada aspecto
solicitado. Vale ressaltar que o trabalho com o pensamento compu-
tacional é um grande aliado no desenvolvimento da aproximacao
entre lingua materna e Matematica.

= As tecnologias digitais, a computacdo
e a Matematica

Atualmente, tanto a computacdo como as tecnologias digitais de
informagdo e comunicagao (TDIC) estdo praticamente em todos os
lugares, moldando a comunicacéo, o transporte, as relagdes interpes-
soais e influenciando a nossa vida. A ciéncia e a tecnologia evoluem
rapidamente e essa constante transformacéo reflete diretamente no
funcionamento da sociedade e, consequentemente, no mundo do
trabalho e na educacéo.

A preocupacgao com essas transformagdes e como elas reper-
cutem na formacdo das novas geracdes estdo descritas na Base
Nacional Comum Curricular (2018, p. 473):

[..] A dinamicidade e a fluidez das relagdes sociais — seja em nivel
interpessoal, seja em nivel planetario - tém impactos na forma-
cdo das novas geracoes. E preciso garantir aos jovens aprendi-
zagens para atuar em uma sociedade em constante mudanca,
prepara-los para profissdes que ainda ndo existem, para usar
tecnologias que ainda nao foram inventadas e para resolver pro-
blemas que ainda ndo conhecemos. Certamente, grande parte
das futuras profissdes envolvera, direta ou indiretamente, com-
putacéo e tecnologias digitais.

Nesse contexto, a BNCC incluiu na Educacdo Basica conheci-
mentos, habilidades, atitudes e valores referentes ao pensamento
computacional, ao mundo digital e a cultura digital. E define (2018,
p. 474) que:

- pensamento computacional: envolve as capacidades de com-
preender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automa-
tizar problemas e suas solugoes, de forma metddica e sistematica,
por meio do desenvolvimento de algoritmos;

- mundo digital: envolve as aprendizagens relativas as formas de
processar, transmitir e distribuir a informacdo de maneira segura e
confiavel em diferentes artefatos digitais — tanto fisicos (computa-
dores, celulares, tablets etc.) como virtuais (internet, redes sociais e
nuvens de dados, entre outros) -, compreendendo a importancia
contemporanea de codificar, armazenar e proteger a informacao;

- cultura digital: envolve aprendizagens voltadas a uma participagao
mais consciente e democrética por meio das tecnologias digitais,
0 que supde a compreensao dos impactos da revolucédo digital e
dos avancos do mundo digital na sociedade contemporanea, a

2 Escuta ativa é uma ferramenta de comunicacdo que pressupde
que, a partir do momento em que uma pessoa se coloca para
conversar com outra e presta atencdo a sua fala, esta
demonstrando interesse verdadeiro pelo assunto e, acima de
tudo, pela mensagem que esta sendo dita. A escuta ativa implica
um interesse genuino para entender a realidade do outro,
investigando com curiosidade o que o outro esta tentando
expressar, por meio de perguntas e checagem da compreensdo
das mensagens.

construcao de uma atitude critica, ética e responsavel em relacao a
multiplicidade de ofertas midiaticas e digitais, aos usos possiveis das
diferentes tecnologias e aos contetidos por elas veiculados, e, tam-
bém, a fluéncia no uso da tecnologia digital para expressao de so-
lucdes e manifestacdes culturais de forma contextualizada e critica.

Especificamente para o Ensino Médio, a BNCC (2018, p. 474)
orienta:

[..Jdadaaintrinseca relagdo entre as culturas juvenis e a cultura digi-

tal, torna-se imprescindivel ampliar e aprofundar as aprendizagens

construidas nas etapas anteriores. Afinal, os jovens estdo dinamica-
mente inseridos na cultura digital, ndo somente como consumido-
res, mas se engajando cada vez mais como protagonistas. Portanto,
na BNCC dessa etapa, o foco passa a estar no reconhecimento das
potencialidades das tecnologias digitais para a realizacdo de uma
série de atividades relacionadas a todas as areas do conhecimento,

a diversas praticas sociais e ao mundo do trabalho.[...]

Portanto, o uso do computador na escola ndo deve se limitar
apenas a funcdo dos editores de texto ou de slides; os estudantes
devem aprender a utilizd-lo como uma extensdo das faculdades
cognitivas e capacidades humanas. A sociedade contemporanea
demanda um grande conhecimento tecnoldgico, ndo apenas em
relacdo ao uso das tecnologias de maneira eficaz, mas a elaboragao
de solugdes, seja para problemas cotidianos, seja para problemas
complexos de qualquer natureza.

Desse modo, destaca-se a importancia de um ensino da Mate-
madtica aplicado a realidade e vinculado a utilizacdo de tecnologias
digitais. Seu uso pode facilitar e ampliar o processo de resolucao de
problemas, reforgando o raciocinio l6gico, aformulacéo de hipoteses
e a argumentagao, além de inspirar os estudantes a aprender cada
vez mais e de maneira significativa os contetidos desta disciplina.

Nesta obra, em diferentes momentos, os estudantes e o professor
tém a oportunidade de trabalhar com planilhas eletronicas, softwares
de construgao de grafico e de geometria dinamica.

0 pensamento computacional

|

A expressao “pensamento computacional” surgiu em 2006, no
artigo Computational Thinking, da pesquisadora Jeannette Wing.
Nele, Wing relaciona o termo a resolucéo de problemas de maneira
sistematica, decompondo um problema complexo em subproblemas
e automatizando a solugao, de forma que possa ser executada por
uma maquina.

O pensamento computacional se apoia em quatro pilares. Sao eles:

e Decomposi¢do: consiste em quebrar um problema em partes
menores (subproblemas) ou etapas, de maneira que a resolu-
¢ao de cada uma das partes ou etapas resulta na resolucédo do
problema inicial. Dessa maneira, um problema ou situacdo
complexa podem ser resolvidos aos poucos, com estratégias
e abordagens diversas.

e Reconhecimento de padrdes: ocorre ao se perceber similaridade
da situacao enfrentada com outra previamente resolvida, o que
permite o reaproveitamento de uma estratégia conhecida. Esse
reconhecimento de padrdes pode se dar entre instancias distin-
tas de um problema ou dentro dele mesmo, quando ha repeti-
¢oes de etapas ou padrdes em sua resolucao.

e Abstracdo: no contexto do pensamento computacional, sig-
nifica filtrar as informagées e dados relevantes a resolucdo,
eliminando dados desnecessarios, permitindo uma modela-
gem do problema mais limpa e eficaz.



¢ Algoritmo: a aplicagao dos pilares anteriores pode facilitar o
surgimento de um algoritmo, que é uma generalizacdo da
resolucdo e permite resolver toda uma familia de proble-
mas similares. Um algoritmo pode ser definido como uma
sequéncia finita de passos cuja finalidade é resolver um pro-
blema ou executar uma tarefa.

E importante salientar que, dependendo do problema, nem
todos os pilares serdo necessarios e estarao presentes. Além disso,
para ensinar o pensamento computacional e trabalhar com ele
em sala de aula, apesar de a inten¢ao ser a implementa¢do com-
putacional de uma solugédo, ndo é necessario um computador. No
trabalho de Brackmann (2017), “Desenvolvimento do pensamento
computacional através de atividades desplugadas na Educacéo
Basica’, encontram-se atividades que podem ser realizadas em sala
de aula sem o uso do computador.

Como trabalhar o pensamento computacional
na escola

Uma das maneiras de trabalhar o pensamento computacional
proposta pela BNCC é por meio da Algebra. Ao interpretar e elabo-
rar algoritmos incluindo aqueles que podem ser representados por
fluxogramas, os estudantes tém a chance de desenvolvé-lo, sendo
“capazes de traduzir uma situagao dada em outras linguagens, como
transformar situagdes apresentadas em lingua materna, em formulas,
tabelas e gréficos” (BNCC, p. 271).

Nesta obra, ha diversas atividades que permitem explorar esse
conteudo, e também boxes intitulados Pensamento computacional,
em que ha sugestbes de trabalho de estimulo ao pensamento
computacional. Por meio das atividades propostas, os estudantes
exercitam seus conhecimentos, construindo outros para resolver
situacdes-problema.

Cada volume contempla os pilares de abstracao, decomposicao,
reconhecimento de padrdes e algoritmo, de maneira que, ao final
dele, o estudante se deparou com um algoritmo completo de algu-
ma complexidade. Ademais, ha o capitulo Algoritmos e Introdu¢ao
a programacgédo, em que se aprofundara a construcdo de um algo-
ritmo e como implementa-lo usando a linguagem de programagao
Python. Essa linguagem foi escolhida por ser de grande utilizagao
em empresas e ter diversos recursos. A abordagem é tedrica com
indicacoes de utilizagdes praticas em laboratérios de informatica, se
possivel e oportuno.

No sentido de trabalhar o pensamento computacional em sala
de aula, a professora Débora Garofalo (2018), assessora especial de
tecnologias da Secretaria de Educacédo de Sao Paulo, entende que as
“atividades desplugadas’, feitas sem o uso do computador, séo impor-
tantes para estimular a convivéncia e a criatividade e para antecipar
fatos que auxiliardo o trabalho posterior com softwares especificos.
Ela entende também que a programacao é “uma grande aliada para
o processo de aprendizagem”. E sugere, por exemplo:

¢ Code.org: apresenta uma série de atividades baseadas nos
curriculos mais utilizados no mundo para o ensino de cién-
cia da computagao na Educacdo Bésica. Ha orientacdes para
professores e atividades para os alunos, com possibilidade de
extensdo das atividades da escola para casa.

e Scratch: ferramenta destinada ao ensino de programagao
para iniciantes. Ao aprender a pensar computacionalmen-
te, o estudante estd aprendendo uma maneira de organizar
um problema e de expressar sua solucdo. Softwares como
o Scratch trazem blocos de comandos que se encaixam,
com termos proximos da linguagem corrente que facilitam
a compreensao do encadeamento dos passos e comandos

para a resolucdo. Além disso, permite a criacdo de anima-
¢oes e jogos de maneira ludica.

Assim, quando os estudantes sdo estimulados a praticar o pen-
samento computacional, seja por meio de ferramentas tecnoldgicas,
seja por meio de atividades “desplugadas’, eles sdo munidos de
ferramentas que os tornam aptos a enfrentar problemas do mundo
real em variadas areas do conhecimento.

~ 0s temas contemporaneos
transversais e a interdisciplinaridade

O curriculo do Ensino Médio deve ser elaborado por area de
conhecimento e planejado de forma interdisciplinar e transdisciplinar.
Conforme as Diretrizes Curriculares Nacionais (2013, p. 184):

A interdisciplinaridade é uma abordagem que facilita o exercicio da

transversalidade, constituindo-se em caminhos facilitadores da in-

tegragao do processo formativo dos estudantes, pois ainda permite

a sua participacdo na escolha dos temas prioritarios. A interdiscipli-

naridade e a transversalidade complementam-se [...].

Desse modo, compreende-se que 0s temas contemporaneos
transversais devem ser trabalhados pormeio da interdisciplinaridade.

Os temas contemporaneos transversais (TCT) sao temas que nao
pertencem a apenas um componente curricular; eles perpassam
todos eles. Dessa forma, sdo importantes para integrar todos os
componentes curriculares em um processo pedagégico que vise a
construcdo da cidadania e a formagao de atitudes e valores éticos.

ABNCC (2018, p. 19) salienta aimportancia dos TCT quando afir-
ma que “cabe aos sistemas e redes de ensino, assim como as escolas,
em suas respectivas esferas de autonomia e competéncia, incorporar
aos curriculos e as propostas pedagégicas a abordagem de temas
contemporaneos que afetam a vida humana em escala local, regional
e global, preferencialmente de forma transversal e integradora” e
destaca quinze temas.

O documento Temas contempordneos transversais na BNCC:
contexto histdrico e pressupostos pedagdgicos, do Ministério da Edu-
cacdo, editado em 2019, distribuiu esses temas em seis macrodreas,
conforme o quadro a seguir.

Temas contemporaneos transversais

Ciéncia e tecnologia Meio ambiente

- Ciéncia e tecnologia - Educacdo ambiental

- Educacéo para o consumo

Multiculturalismo Cidadania e civismo

- Vida familiar e social

- Educacéo para o transito

- Educacéo em direitos humanos

- Direitos da crianca e do adolescente
- Processo de envelhecimento, respeito
e valorizacdo do idoso

Satde

- Diversidade cultural

- Educacgdo para valorizacéo do
multiculturalismo nas matrizes
histdricas e culturais brasileiras

Economia

—Trabalho
- Educacéo financeira
- Educacao fiscal

- Saude
- Educacéo alimentar e nutricional

Assim, espera-se que a abordagem dos TCT permita ao estudante
compreender questdes diversas da contemporaneidade, contribua
para dar significado e relevancia aos contetidos escolares e para a sua
formacgao integral como ser humano auténomo comprometido com
a construcao de uma sociedade mais justa e igualitaria.

Ao longo desta obra, sdo apresentados comentarios especificos
sobre os temas contemporaneos transversais e como se pode tra-
balhar com eles de forma integrada com as outras areas do conhe-
cimento do Ensino Médio.


http://Code.org

~ A gestao da sala de aula

Uma boa gestdo da sala de aula estimula a responsabilidade
pessoal e a autodisciplina, tornando o processo de ensino e apren-
dizagem mais atraente e significativo tanto para o professor como
para os estudantes, principalmente se a op¢éo for o trabalho com as
metodologias ativas. E requer planejamento e discussao envolvendo
todos os professores e os estudantes. Esse planejamento comeca
com o layout da sala de aula. Os estudantes podem ajudar nessa
organizacao, levantando o que é mais necessario e cuidando da
sua conservagao. Envolvé-los ajuda a criar arranjos mais sensiveis
e contribui para promover o papel de cidadaos ativos e envolvidos
com as questdes de funcionalidade ambiental.

Se for possivel organizar salas ambientes, ficara mais facil para
os professores de cada area do conhecimento personalizar a sala de
aula com os materiais e outros suportes especificos. No entanto, o
que importa é criar um ambiente esteticamente agradavel e pratico
que atenda a todos os estudantes, inclusive aqueles com necessi-
dades especiais.

Outro ponto a ser pensado € a organizacao do espaco, visando
ao que se quer alcangar com a proposta da aula, ou seja, a disponibi-
lizacdo do espaco deverd ocorrer de acordo com o grau de interagao
e participacao que se espera. Carol Weinstein e Ingrid Novodvorsky,
(2015, p. 27) esclarecem que:

[...] arranjos diferentes facilitam intensidades diferentes de conta-
to. Grupos de carteiras promovem contato social uma vez que os
individuos estdo préximos e podem ter contato visual direto com
aqueles a sua frente. Em grupos, os alunos podem trabalhar juntos
em atividades, compartilhar materiais, promover discussées em pe-
guenos grupos e ajudar uns aos outros nas tarefas. Essa disposicao é
mais apreciada se [...] se planeja enfatizar a colaboracao e atividades
de aprendizado cooperativo.

Em contrapartida, as fileiras, embora facilitem a concentracao
quando se quer uma atividade individual, reduzem drasticamente
as interacdes entre os estudantes.

Ao planejar sua aula, o professor também precisa pensar a respei-
to dos vérios papéis que o ambiente desempenha e sobre a melhor
forma de atingir seus objetivos nesse local, que deve favorecer a
realizacdo de uma aula inclusiva e participativa.

= Um olhar inclusivo

Cada turma é Unica, caracterizada por diferencas de classe, etnia,
género, origem cultural e linguistica, religido, orientacdo sexual,
deficiéncias (visual, auditiva, fisica, de fala, intelectual, entre outras).
E necessario um olhar inclusivo de toda a comunidade escolar em
respeito a essas diferencas. Para isso, é preciso aprender sobre as
diversidades e instruir sobre a diversidade cultural a partir do exame
de crencas e valores de cada um, atentando para a visao de mundo
que nao é igual para todos.

Aimplementacdo dos temas contemporaneos transversais, mais
especificamente o multiculturalismo, é uma boa estratégia para abor-
dar essa questao e refletir sobre as implicacdes da diversidade cultural
e seus desdobramentos. A partir do momento em que o professor
compreende tais diferencas e apura o seu olhar para as necessidades
de cada um, desprovido de prejulgamentos, abre-se espaco para a
discussao com a equipe escolar como um todo.

Dessa forma, sera possivel enxergar possibilidades de aprendi-
zagem para todos, criando, assim, uma cultura de aprendizagem; ou
seja, conhecendo as necessidades, podem-se planejar boas situagoes
para que todos, conforme sua capacidade, possam se desenvol-
ver. Atualmente, é possivel encontrar em uma turma um ou mais
tipos de transtorno: de aprendizagem, de comportamento ou de
conduta, de déficit de atencdo/hiperatividade, autismo, entre outros,
além de deficiéncias.

E preciso acolher os estudantes que os apresentam. O movimento
de acolhida comeca com o entendimento do tipo de necessidade, o
“aprender sobre’, citado anteriormente. O passo seguinte é criar um
ambiente de aceitacdo na classe ou, melhor dizendo, um ambiente
positivo, em que haja aceitacdo e valorizagao de todos. Isso se faz
por meio de acdes, e ndo somente por palavras. O respeito mutuo,
a adequacao das propostas e a implementacao de atividades em
grupos que incentivem a interacdo entre todos sao alternativas para
esse acolhimento.

Para a adequacdo das propostas, a consulta a uma equipe mul-
tidisciplinar e a pesquisa pontual de acordo com a necessidade sdo
bons caminhos. No inicio, pode parecer dificil, e realmente &; porém,
a persisténcia e a insisténcia fardo com que se tornem uma pratica
cotidiana.

A presenca de um tutor ou monitor que acompanhe o estudante
com deficiéncia, amparado pela lei, é também uma alternativa para
possibilitar a real inclusao. O professor podera dar uma atencao
especial para esse estudante enquanto o monitor ou tutor oferece
assisténcia aos demais.

Algo similar é citado por Carol Weinstein e Ingrid Novodvorsky
(2015, p. 116):

O coensino é definido como duas ou mais pessoas comparti-
Ihando a responsabilidade de planejar, ensinar e avaliar alguns
ou todos os alunos de uma turma [...]. O coensino, também co-
nhecido como docéncia compartilhada ou ensino cooperativo,
pode assumir varias formas [...], “lideranca e apoio’, um profes-
sor assume a responsabilidade pelo ensino enquanto o outro
oferece assisténcia e apoio aos individuos ou grupos pequenos
[...], “ensino em paralelo’, os professores planejam conjunta-
mente o ensino, mas cada um o ministra para metade da turma
[...], “ensino em equipe’, ambos os professores compartilham o
planejamento e o ensino dos alunos.

Essas propostas certamente necessitam de unido e disponibilidade
do grupo para buscar novas alternativas, fugindo da“solidez” do tradicio-
nal, a fim de obter bons resultados para todos os envolvidos.

~ Avaliacao

Em meio a tantas transformacdes propostas a partir desse novo
olhar para o Ensino Médio, a avaliacdo é outro ponto de reflexao.

Nesse contexto de aprendizagem ativa, s6 responder a questdes
ou resolver problemas néo é suficiente, é necessario pensar também
em avaliagdo ativa, que é um processo continuo e flexivel. Assim,
devem estar presentes a avaliacdo formativa, cujo objetivo é avaliar
o processo de aprendizagem sem a atribuicdo de nota ou conceito,
a fim de fazer ajustes no plano pedagdgico; a avaliagdo mediadora,
cujo objetivo é avaliar conhecimentos por meio do didlogo ou da
conversaindividual ou em grupo; a avaliacdo de percurso, que avalia
vdrias etapas de um conteudo; a avaliagao em grupo, a autoavaliacdo,
entre outras; ou seja, a avaliagdo se torna mais um meio de contribuir
para a aprendizagem de cada estudante, subsidiando o professor a
avaliar seu trabalho e a redirecionar suas acoes.



Avaliar é uma tarefa muito dificil. Portanto, refletir sobre o papel
que desempenha na pratica do professor é fundamental. Quando en-
tendida como engrenagem natural do contrato didético, a avaliagao
ultrapassa o trabalho de simples acompanhamento do progresso dos
estudantes ou meio informativo de sua situacao aos pais e a adminis-
tragao escolar, para justificar a consecucdo e a revisao dos objetivos
de trabalho propostos e do préprio processo didatico-pedagdgico.
Assim, avaliar diz respeito aos atores da acdo educativa (estudantes
e pais, professores e orientadores) quanto a estrutura de ensino, o
que inclui a apreciagao, entre outros aspectos, dos métodos e ma-
teriais didaticos adotados, dos projetos e programas propostos, do
desenvolvimento de competéncias e habilidades. Nessa concepcao,
a avaliagdo integra e reorienta o processo de tomada de decisdes,
no sentido de adotar uma abordagem metodoldgica e avaliativa
gue proporcione aos estudantes o aprimoramento de sua formacdo
humana, incluindo a formagao ética, a autonomia intelectual e o
pensamento critico.

No primeiro ano do Ensino Médio, é importante elaborar uma
avaliacao diagndstica tendo por base as habilidades que deveriam ter
sido trabalhadas nos Anos Finais do Ensino Fundamental. O professor
pode elaborar cerca de dez questdes envolvendo algumas habilida-
des importantes. Podem ser testes fechados de multipla escolha ou
questionarios, abertos ou fechados, com questdes especificas de
Matemética.

Os testes fechados de multipla escolha apresentam a resposta corre-
ta e os distratores, os quais refletem as respostas incorretas, porém plau-
siveis, isto é, os erros previsiveis e justificaveis. O contetido dos distratores
define, em grande parte, o grau de dificuldade da questdo. Quando se
usam os erros mais frequentes como distratores, é possivel identificar
o que de fato os estudantes dominam, a natureza das dificuldades
do grupo ou dos erros que costumam cometer. A escolha de uma
entre muitas alternativas geralmente favorece a discussao de ideias e
problemas de formas variadas, enriquecendo a troca de informagbes
e, por conseguinte, o processo de aprendizagem.

Em Matematica, os questionarios totalmente abertos, embora
apresentem maior dificuldade para a categorizagdo das respostas
obtidas, promovem uma exposicdo mais rica das informacoes. Eles
incentivam os estudantes a enfrentar um problema e buscar a so-
lucdo utilizando as capacidades de levantar hipoteses, desenvolver
estratégias, analisar, argumentar, justificar escolhas, validar respostas
etc. Para o professor, esse tipo de prova oferece um conjunto de
informacdes que permite detectar concepgdes errbneas e propor
caminhos para sua correcao. No ambito especifico da disciplina,
permite analisar aspectos como a relacao e a interpretagédo légica das
informagdes dadas, o reconhecimento e a aplicacdo dos conceitos
matematicos, a organiza¢ao e a comunicacdo das ideias em lingua-
gem matematica. No plano mais geral, possibilita observar aspectos
como a compreensao dos enunciados, a capacidade de raciocinio,
a criatividade na busca de solucoes, a habilidade na expressao das
ideias e o modo de enfrentamento de situagdes variadas.

A avaliagao diagnostica fornece ao professor parametros reais,
e ndo idealizados, do dominio de conhecimentos e habilidades dos
estudantes, o que possibilita a construcdo de um projeto pedagdégico
consistente e significativo para eles.

Fundamentando-se na ideia de que os processos avaliativos
representam importante referéncia aos avaliados, os professores
devem sempre buscar explicitar e compartilhar os critérios de ava-
liagdo com os estudantes. Assim, os “erros” - tanto no desempenho
especifico da disciplina quanto na postura geral de aprendizado
- devem ser amplamente discutidos na sala de aula. Esse espaco
de discussao, além de dar oportunidade a autoavaliacao, permite
aidentificagao de aspectos relevantes da formacao e o exercicio da
autonomia em relagdo ao processo educacional.

Apresentamos no quadro a seguir uma sugestdo de descritores
de uma possivel ficha de avaliacao e de autoavaliagdo dos estudantes.

Avaliacao pelo
estudante

Avaliacao pelo

Descritores
professor

1. Cumpre os objetivos.

2. Apresenta com correcao e
clareza as tarefas escritas.

3. Inclui pesquisas relativas
aos assuntos tratados.

4. Adota uma organizagdo
que facilita a compreensao.

5. Faz a andlise de seus erros.

6. Elabora propostas para
enfrentar dificuldades
relacionadas ao
desenvolvimento das
atividades.

Uma forma produtiva de acompanhamento é a organizacao
de portfélios que retinam atividades feitas em periodos maiores,
atestando as competéncias e habilidades por meio da construcéo
de um produto. Além dos portfélios, pode-se fazer uso de relatérios,
dossiés e memoriais, meios que, mobilizando as diversas aquisicoes
da formacdo geral, permitem ao professor uma ideia sintetizada
das competéncias construidas pelos estudantes. Na resolugao de
um problema, por exemplo, é importante analisar se o estudante
se limita a utilizar mecanicamente os procedimentos aprendidos
ou se compreende a situacdo com maior profundidade e manifesta
capacidade de comunicacdo e de argumentacdo. Se o trabalho é de
natureza investigativa, convém avaliar a capacidade do estudante
em formular hipéteses, testar, analisar criticamente e fazer genera-
lizagbes. E importante ainda verificar a coeréncia da resposta em re-
lacao a situacdo apresentada, a utilizagdo da simbologia matematica
apropriada, a clareza, a organizac¢do das ideias e a originalidade na
solucao do problema. Se a intencdo é avaliar o desempenho oral,
uma sugestdo é fazer grupos de discussdo sobre questdes mate-
maticas diversificadas. Assim, podem ser observados e avaliados a
compreenséo das ideias matemdticas envolvidas, a argumentacao,
e o modo como raciocina e se expressa em situagoes nas quais essas
ideias estejam presentes.

E por meio de observacdes continuas da participacdo dos
estudantes nas aulas e do envolvimento nas atividades propostas
que o professor avalia a evolucdo deles em relacdo aos objetivos
propostos no curso. Mantendo um registro de suas observagdes,
pode incorporé-las aos dados obtidos por outros instrumentos de
avaliacdo, garantindo maior consisténcia a apreciacao periédica
de cada estudante.

Por fim, é importante ressaltar que ndo existe instrumento Unico
para o sistema de avaliacdo, o qual deve sempre contemplar a partici-
pacao dos estudantes nas atividades regulares, seu desempenho em
atividades especificas e os diferentes tipos de produgao, incluindo
os instrumentos de autoavaliacdo.

Ao final de cada capitulo desta obra ha uma proposta de autoa-
valiacdo para ser realizada pelos estudantes. Além disso, na parte
especifica deste manual, encontram-se sugestoes de avaliacdo para
cada capitulo, que podem ser aplicadas aos estudantes.



Organizacao e estrutura da obra

Diante da grande diversidade de conteudos cabiveis nessa fase
da aprendizagem, uma selecao criteriosa é de vital importancia para
a consisténcia do corpo de conhecimentos, pois oferece condicoes
propicias ao estabelecimento produtivo das multiplas e possiveis
relagdes no interior desse conjunto. A selecdo dos conteudos, nesta
obra, com base nas orientacoes da Base Nacional Comum Curricular,
apoiam a aprendizagem da qual faz parte a percepcao de um sentido
cultural integrado entre as diferentes partes do saber, diferentemente
da justaposicdo dos saberes.O encaminhamento dos contetidos
procura possibilitar ao estudante tanto a aplicagao pratica dos
conhecimentos matematicos quanto a apropriacao das formas de
raciocinio presentes na construcdo dessa ciéncia.

Assim, no decorrer da obra, sdo apresentadas situagdes contex-
tualizadas e de carater interdisciplinar que permitem conexdes entre
conceitos matematicos e destes com dados do cotidiano e de outras
areas do conhecimento. Em paralelo, esta presente a abordagem que
revela o carater formativo, instrumental e cientifico do conhecimento
matematico, por exemplo, por meio de situagdes interpretativas de
diferentes campos da ciéncia ou da atividade tecnoldgica.

Em termos de estrutura, a obra divide-se em seis volumes, cada
qual composto de capitulos. Apds a introdugao do assunto a ser
tratado, cada capitulo é entremeado por séries de: exercicios resol-
vidos, para professor e estudantes explorarem os topicos principais
em sala de aula; exercicios propostos, para os estudantes resolverem;
propostas que permitem o uso de calculadora, planilhas eletrénicas
e softwares de construcdo de grafico e de geometria dindmica; exer-
cicios complementares; questdes para autoavaliacdo.

A concretizacdo do assunto explorado é complementada por
boxes e atividades que desenvolvem o pensamento computacional
e secoes que apresentam textos que exploram varios niveis de inter-
pretacdo e compreensao para incentivar o estudante a desenvolver a
competéncia leitora.

No final de cada volume, sédo apresentadas: atividades que tra-
balham a educacéo financeira; atividades em grupo que incentivam
o estudante a pesquisar e explorar situagdes que promovem organi-
zacao, interpretacao de dados e informagdes, buscando desenvolver
a construcdo de argumentacdo e aprofundar os conhecimentos
adquiridos; sugestdes de livros, videos, podcasts, softwares, visitas a
museus, entre outros, para a ampliacdo do conhecimento dos estu-
dantes a respeito dos conteudos trabalhados no livro.

~ Organizacao dos volumes

Esta obra é dividida em seis volumes.

As paginas iniciais de cada volume apresentam as competéncias
e as habilidades da BNCC trabalhadas no volume, além de um texto
introdutdrio sobre pensamento computacional.

A abertura de cada capitulo é ilustrada por uma imagem que
tem por intuito incentivar a discussao preparatéria a exploracdo do
tema a ser estudado.

Os objetivos do capitulo sdo apresentados logo no inicio, para au-
xiliar o estudante a formar um panorama dos contetidos ali tratados.

Como, nessa faixa etéria, o estudante ja tem condi¢oes de
reconhecer e interpretar objetivos, ele conta com um elemento
adicional para a organizacédo de seus estudos e o desenvolvimento
de sua autonomia.

Cuidou-se para que os contetidos do capitulo fossem distri-
buidos de forma equilibrada e organizada. A apresentagdo de
topicos de relevancia é complementada por exemplos e exercicios
resolvidos, que sugerem uma aplicacdo especifica de um conceito
ou procedimento.

Na secdo Exercicios propostos, o estudante encontrard uma série
de atividades apresentadas em ordem crescente de dificuldade.

Em vdrias péginas, séo encontrados boxes que dialogam com o
estudante, oferecendo-lhe explicacoes e dados adicionais para o desen-
volvimento do estudo, além de questdes que expandem e aprofundam
o tema tratado e conexdes com situacoes cotidianas ou abordadas em
outras disciplinas.

Em todos os capitulos, ha Exercicios complementares que per-
mitem o aprofundamento dos contetddos e a percepgao de sua
aplicacao a diferentes situacoes, até mesmo as mais complexas, com
os Aprofundamentos e/ou Desafios.

Ao término do capitulo, a secao Autoavaliagdo apresenta ques-
toées que abrangem os contetidos fundamentais trabalhados. No
quadro Retomada de conceitos, as questoes sdo relacionadas com
os objetivos indicados no inicio e com as paginas que tratam espe-
cificamente do assunto, caso o estudante precise retoma-lo. Essa
secdo permite trabalhar a competéncia geral 10, pois, ao analisar
quais objetivos precisam ainda ser alcancados e revistos, os es-
tudantes agem com autonomia, responsabilidade e flexibilidade.

A secao Compreensdo de texto traz textos diversificados que
exploram varios niveis de interpretacao e compreensao, muitas
vezes com questoes que articulam diferentes disciplinas e exploram
situacdes do cotidiano do estudante.

Com o objetivo de desenvolver o senso critico e promover
atitudes responsaveis e conscientes no planejamento e no uso
de recursos financeiros, a secao Educacdo financeira favorece o
desenvolvimento da competéncia geral 6, pois o estudante é
estimulado a fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania
e ao seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia
critica e responsabilidade; da competéncia geral 9, pois nela os
estudantes trabalhardo em grupo, exercitando a empatia, o dia-
logo, a resolucdo de conflitos e a cooperagao; e da competéncia
especifica 1 de Matematica, pois o estudante é convidado a inter-
pretar situacdes em diversos contextos cotidianos relacionados a
questdes socioecondmicas.

Apresentando atividades que desenvolvem a experimentacao, as
propostas da secdo Pesquisa e agdo devem ser realizadas em grupo.
As atividades, geralmente, envolvem pesquisa, elaboracdo e apresen-
tacdo de um produto final, em diferentes meios e usando diferentes
linguagens, como relatérios, videos, jornais e outros recursos, o que
favorece o desenvolvimento da competéncia geral 4. Ela também
permite colocar em agao as metodologias ativas, mais especifica-
mente a aprendizagem por projetos, pois os estudantes realizam
um trabalho em grupo onde exercitardo a curiosidade intelectual, a
analise critica, a interpretacao de dados, aimaginacao e a criatividade,
desenvolvendo a competéncia geral 2. Essa secao favorece também
a competéncia geral 7, ja que em algumas atividades os estudantes
discutirdo temas como meio ambiente, educacéo para o transito,
saude do adolescente, acessibilidade etc., e defenderao seus pontos
de vista pela argumentacao até chegarem a um consenso. Dessa
maneira, é possivel reforcar também a competéncia geral 9, pois
terdo de exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a
cooperacgao, respeitando-se mutuamente na diversidade de ideias
e de culturas.

Na secdo Ampliando os conhecimentos indicam-se livros, videos,
sites, podcasts, softwares, visitas a museus, entre outros recursos.
As sugestdes propiciam o enriquecimento e a ampliacdo do co-
nhecimento, além do incentivo a leitura e consulta a outras fontes
de informagao.



As secoes e atividades de cada volume procuram desenvolver a representacdo e a comunicagao, a investigacdo e a compreensao, e
apoiam-se, sempre que possivel, na contextualizagdo sociocultural.

Quanto a representacao e a comunicacao, ha atividades que possibilitam aos estudantes desenvolver as capacidades de: ler e interpretar
textos matematicos; ler, interpretar, construir e aplicar representacées matematicas (tabelas, graficos, expressoes etc.); transcrever mensagens
matematicas da linguagem corrente para a linguagem simbdlica (equagoes, gréficos, diagramas, férmulas, tabelas) e vice-versa; exprimir-se
com correcao e clareza na terminologia propria da Matematica; usar corretamente os instrumentos de medicao e de calculo.

Quanto a investigacao e a compreensao, ha atividades que incentivam os estudantes a desenvolver as capacidades de: identificar dados
significativos de um problema; procurar, selecionar e interpretar informagdes relativas ao problema; formular hipéteses e prever resultados;
selecionar estratégias de resolucdo de problemas; interpretar e criticar resultados em uma situacdo concreta; discutir ideias e produzir argu-
mentos convincentes.

Quanto a contextualizagdo sociocultural, hd atividades que estimulam os estudantes a desenvolver as capacidades de: usar o conhe-
cimento matematico na interpretacdo do real e em possiveis intervengdes no cotidiano; aplicar conhecimentos e métodos matematicos em
situacoes reais, em especial em outras areas do conhecimento.

Conectam-se, assim, a Matematica e suas Tecnologias com as outras areas do conhecimento, de maneira interdisciplinar, valorizando e utili-
zando os conhecimentos historicamente construidos pelo homem e colaborando na constru¢do de uma sociedade justa, democratica e inclusiva.

~ Sugestdo de cronograma

As diferengas de rendimento de uma turma para outra podem levar o professor a dedicar um nimero maior de aulas sobre determinado
assunto a uma turma e um nimero menor a outra. Transitar por essas particularidades é parte da rotina de cada professor. O tempo dedicado a
cada um dos contetidos a serem ensinados é uma varidvel a ser continuamente administrada pelo professor. Tudo depende das circunstancias
dos estudantes, da escola e do professor. E sempre possivel ensinar com seriedade e de modo significativo determinado assunto. As razdes
para ensinar um assunto vém, antes, associadas ao projeto educacional a que servem. Se existe uma boa razao para se fazer algo, sempre é
possivel pensar em uma maneira de fazé-lo.

Pensando em auxiliar o professor em sala de aula, apresentamos a seguir uma sugestdo de cronograma para o trabalho com esta obra
composta de seis volumes. Enfatizamos que ha outras possibilidades e que o professor devera fazer a adequacéo necessaria para atender a
realidade de sua turma e a do sistema de ensino do qual fazem parte.

ANOS BIMESTRES CAPITULOS

Grandezas e medidas

Conjuntos

Funcoes

Algoritmos e introdugao a programacao

Funcdo afim

3 Funcéo quadrética

Funcdo exponencial

Funcéo logaritmica

4o Sequéncias

Matematica financeira

A semelhanca e os triangulos

Trigonometria no tridangulo retangulo

Ciclo trigonométrico e Trigonometria em um triangulo qualquer

Fungdes trigonométricas

Superficies poligonais, circulo e areas

Introducdo a Geometria Espacial

Poliedros

Corpos redondos

Organizacéo e apresentacdo de dados

1° Anadlise de dados

Medidas estatisticas

Analise combinatdria

30 Probabilidade

Matrizes e determinantes

Sistemas lineares

Geometria Analitica

Transformagdes geométricas




Sugestoes de consulta para o professor

= Livros e artigos

Ensino de Matematica

e BICUDO, M. A. V. Educacdo matematica: um ensaio sobre con-
cepcdes a sustentarem sua pratica pedagogica e producdo de
conhecimento. In: FLORES, C. R.; CASSIANI, S. (org.). Tendéncias
contempordneas nas pesquisas em educa¢do matemdtica e cien-
tifica: sobre linguagens e préticas culturais. Campinas, SP: Mer-
cado de Letras, 2013. p. 17-40.

Artigo que apresenta modos de ver a Matematica, a Educagao
e a Educagao matematica.

BICUDO, M. A. V. (org.). Educag¢édo matemadtica. 2. ed. Sao Paulo:
Centauro, 2005.

Traz artigos relacionados a pesquisas realizadas em Educacao
matematica, enfocando metodologia e ensino.

BONGIOVANNI, V. Utilizando resultados de pesquisa sobre o ensi-
no e aprendizagem em Geometria. Sao Paulo: Proem, 2006.
Trata de algumas teorias da didatica francesa como ferramen-
tas para o ensino de Geometria, de forma que estas possam ser
trabalhadas inclusive por meio do software Cabri-Géometre.

D’AMBROSIO, U. Educag¢do matemadtica: da teoria a pratica.
23. ed. Campinas, SP: Papirus, 2019. (Colecdo Perspectivas em
Educacdo matematica).

O autor aborda aspectos da cognicdo e temas ligados a sala
de aula e a prética docente, propondo reflexdes sobre a Ma-
tematica.

DUVAL, R. Registros de representacbes semidticas e fun-
cionamento cognitivo da compreensao em Matemadtica.
In: MACHADQ, S. D. A. (org.). Aprendizagem em Matemaitica: regis-
tros de representacdo semioética. 8. ed. Campinas: Papirus, 2011.
O autor apresenta o conceito dos diferentes registros de re-
presentacdo semidtica para um mesmo objeto matematico,
ressaltando a importancia dessa diversidade, e indica diver-
géncias entre o grau de dificuldade de cada um segundo a
leitura dos proprios estudantes.

HUFF, D. Como mentir com Estatistica. Rio de Janeiro: Intrinseca,
2016.

Livro que usa linguagem simples e ilustragoes para explicar de
que maneira 0 mau uso da Estatistica pode maquiar dados e
formar opinides.

LIMA, E. L. et al. A Matemdtica do Ensino Médio. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 2016. v. 1, 2 e 3. (Colegao
do Professor de Matematica).

Essa obra apresenta uma diversidade de exercicios comenta-
dos pelo autor e serve de apoio ao professor em seus conheci-
mentos sobre os contetidos matematicos.

LINS, R. C; GIMENEZ, J. Perspectivas em Aritmética e Algebra
para o século XXI. 7. ed. Campinas, SP: Papirus, 2006.

Esse livro busca introduzir uma concepcao de Aritmética e Al-
gebra diferente daquela em que a primeira se exprime como
algo concreto e a segunda, por ser generalizacdo da Aritméti-
ca, como abstrata. Os autores mostram a inadequacdo dessa
visdo, pois Aritmética e Algebra complementam-se em uma
mesma atividade, que é o estudo numérico.

MONTEIRO, A,; POMPEU JUNIOR, G. A Matemdtica e os temas trans-
versais. Sao Paulo: Moderna, 2001. (Colecdo Educacdo em pauta).

A obra traz reflexdes sobre a transversalidade, o ensino de Mate-
matica, a ciéncia e a cultura, examinando questées como: o que
significa relacionar a Matematica ao cotidiano? Qual é a relagdo
entre a etnomatematica e a proposta de transversalidade?

PERELMANN, . Aprenda Algebra brincando. So Paulo: Hemus,
2014.

Essa obra auxilia o professor a ilustrar sua aula usando atividades
praticas, apresentadas por meio de uma abordagem didatica
interessante, que apresenta um grande numero de problemas
funcionais ou curiosos, resolvidos, discutidos e ilustrados, como o
idioma da Algebra, as equacdes de Diofanto, equacdes do segun-
do grau, progressoes e muitos outros.

e PONTE, J. P. et al. Investigacbes matemdticas na sala de aula.
4. ed. Belo Horizonte: Auténtica, 2019. (Colecdo Tendéncias em
Educacdo matematica).

O livro mostra como préticas de investigacao desenvolvidas
por matematicos podem ser usadas na sala de aula e as vanta-
gens e dificuldades de se trabalhar nessa perspectiva.

Tecnologias da Informacao e Comunicacdo

e ALMEIDA, F. J. Computador, escola e vida: aprendizagem e tecno-
logias dirigidas ao conhecimento. 2. ed. Sao Paulo: Cubzac, 2007.
Trata da possibilidade de que as ciéncias e as tecnologias mo-
tivem a melhoria do cendrio atual.

e BORBA, M. C.; PENTEADO, M. G. Informdtica e Educagdo Mate-

madtica. 4. ed. Belo Horizonte: Auténtica, 2010. (Cole¢do Ten-
déncias em Educacao matemética).
Aborda a utilizacao da informatica na Educacdo matematica,
levando em consideracao as dificuldades encontradas por
professores para a utilizacdo desse recurso em suas aulas
como instrumento de ensino.

e MORAN, J. M. A educagdo que desejamos: novos desafios e
como chegar la. 5. ed. Campinas, SP: Papirus, 2009.
O autor apresenta um paralelo entre a educacdo que temos
e a que desejamos, mostrando as tendéncias para um novo
modelo de ensino. A obra analisa principalmente as mudancgas
que as tecnologias trazem para a educacéo.

Historia da Matematica

e BOYER, C. B. Histéria da Matemadtica. Traducdo Helena Castro.
3. ed. Séo Paulo: Blucher, 2012.
A obra mostra como a Matematica se desenvolveu desde suas
origens e a histéria da relagao da humanidade com nimeros,
formas e padrdes. Apresenta ainda o uUltimo teorema de Fer-
mat e a conjectura de Poincaré, além de avangos recentes em
areas como teoria dos grupos finitos e demonstragcdes com o
auxilio do computador.

e EVES, H. Introdugao a histéria da Matemdtica. Tradugao Hygino H.
Domingues. 4 ed. Campinas, SP: Unicamp, 2004.
Essa obra aborda a histéria de contetidos matematicos, indi-
cando como se deu o surgimento de determinados contetdos
e sua significancia cultural.

e ROONEY, A. A histéria da Matemdtica: desde a criacdo das pi-
ramides até a exploracao do infinito. Sdo Paulo: M. Books do

Brasil, 2012.



Apresenta a histéria da Matematica fartamente ilustrada. Ela
esta dividida em nove capitulos e traz personalidades como
Euclides, Napier, Leibniz, Riemann e outros.

e ROQUE, T. Histéria da Matemadtica: uma visao critica, desfazen-
do mitos e lendas. Rio de Janeiro: Zahar, 2012.
A obra apresenta um olhar critico sobre o modo como a his-
téria da Matematica tem sido contada ao longo dos tempos,
abordando os sistemas matematicos desenvolvidos desde a
Mesopotamia até o século XIX.

Curriculo

¢ COLL, C. Psicologia e curriculo. Sdo Paulo: Atica, 1999.
Essa obra apresenta um modelo de projeto curricular concebi-
do com base em uma visdo construtivista e psicopedagdgica
para concretizagdo, no cotidiano escolar, dos contetidos pro-
postos. Trata de questoes educacionais e esta inserida em um
processo de transformacdo na educacéo.

Didatica

¢ DANTE, L. R. Diddtica da resolugéo de problemas de Matemaditica.
12. ed. Sao Paulo: Atica, 2007.
Enfoca a didatica da resolucdo de problemas como uma meto-
dologia de ensino.

¢ PARRA, C,; SAIZ, |. (org.). Diddtica da Matemdtica: reflexdes psi-
copedagdgicas. Porto Alegre: Artmed, 1996.
Traz artigos de autores que desenvolvem pesquisas no cam-
po da didética, analisando situagdes relacionadas a conteu-
dos matematicos e suas possiveis metodologias de ensino.

Formacao de professores

¢ FIORENTINI, D. Formacgdo de profissionais de Matemdtica. Cam-
pinas, SP: Mercado de Letras, 2009.
O leitor vera, nessa obra, que a tentativa de utilizar as Tecnolo-
gias de Informacdo e Comunicacdo na formacéo de professo-
res e no ensino da Matematica, em um ambiente de trabalho
reflexivo e investigativo, pode trazer mudancas profundas a
formacao e a cultura docente.

Sites e artigos para download

Sites acessados em: 30 jun. 2020.

¢ <http://www.periodicos.capes.gov.br/>

Site da Capes (Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior), disponibiliza consulta a periédicos de di-
Vversos assuntos.

¢ <https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat>

Site da Revista Eletrénica de Educagdo Matemdtica, traz artigos
de todas as edi¢bes publicadas.

<http://www.edumatec.mat.ufrgs.br>

Oferece softwares, atividades, artigos e links de interesse para
o professor de Matematica.

.

<https://www.ime.usp.br/lem/>

Site do Laboratério de Ensino de Matematica, objetiva difundir
o ensino de Matematica por meio do computador, trazendo
softwares educacionais, apostilas e informacdes nessa area.

<http://www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/>

Site da Sociedade Brasileira de Educacao Matematica, disponi-
biliza informagdes sobre eventos regionais, nacionais e inter-
nacionais na area de Educacdo matematica.

Revistas e periddicos

¢ Boletim GEPEM. Rio de Janeiro: Grupo de Estudos e Pesquisas
em Educacdo Matemadtica.

Publicacdo do Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacao Ma-
tematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, divulga
trabalhos de pesquisa em Educagdo matematica.

Educagao Matemdtica em revista.

Publicacdo da Sociedade Brasileira de Educacao Matematica
(SBEM), traz artigos que abordam pesquisas na area de Educa-
¢ao matematica.

Revista do Professor de Matemadtica.

Publicagao da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM),
é destinada aqueles que ensinam Matematica, sobretudo
nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio.
Publica artigos de nivel elementar ou avancado acessi-
veis a professores e a estudantes de cursos de Licenciatura
em Matematica.

o Zetetiké. Campinas: Centro de Estudos Memoria e Pesquisa em
Educagao Matematica.

Publicacdo que divulga a producao académica em Educacao
matemadtica dos docentes, graduandos e pés-graduandos da
Faculdade de Educagdo da Unicamp. Promove a interacdo
cientifico-pedagodgica entre pesquisadores e educadores ma-
tematicos de todos os graus de ensino.


http://www.periodicos.capes.gov.br/
https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat
http://www.edumatec.mat.ufrgs.br
https://www.ime.usp.br/lem/
http://www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/

Referéncias bibliograficas

BACICH, L.; MORAN, J. (org.). Metodologias ativas para uma
educagao inovadora: uma abordagem tedrico-prética. Porto
Alegre: Penso, 2018.

O livro apresenta praticas pedagdgicas que valorizam o pro-
tagonismo dos estudantes e traz textos de varios autores
brasileiros que analisam por que e para que usar metodolo-
gias ativas na educacao.

BACICH, L; TANZI NETO, A.; TREVISAN, F. M. Ensino hibrido: per-
sonalizacdo e tecnologia na educacdo. Porto Alegre: Penso,
2015.

Esse livro apresenta aos educadores possibilidades de integra-
¢ao das tecnologias digitais ao curriculo escolar, de forma a
alcancar uma série de beneficios no dia a dia da sala de aula,
como maior engajamento dos estudantes no aprendizado e
melhor aproveitamento do tempo do professor para momentos
de personalizacdo do ensino por meio de intervengdes efetivas.

BARBOSA, J. C. “Existem outras matematicas?”. Nova Esco-
la, 3 maio 2019. Disponivel em: <https://novaescola.org.
br/conteudo/17149/etnomatematica-existem-outras-
matematicas>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Partindo da ideia de que a Matematica esta presente em diver-
sos contextos culturais, esse artigo se propoe a explicar a Etno-
matematica, cujo objeto de estudo é compreender saberes e
fazeres reconhecidos como matematicos.

BAUMAN, Z. Modernidade liquida. Rio de Janeiro: Zahar, 2001.
Em suas obras, o sociélogo polonés Zygmunt Bauman utili-
za o termo “modernidade liquida” para tratar da fluidez das
relacdes em nosso mundo contemporaneo. O conceito de
modernidade liquida refere-se ao conjunto de relagoes e
dindmicas que se apresentam em nosso meio e que se dife-
renciam das que se estabeleceram no que Bauman chama
de "modernidade sélida” pela sua fluidez e volatilidade. A
obra é referéncia sobre a contemporaneidade.

BENDER, W. N. Aprendizagem baseada em projetos: educagao di-
ferenciada para o século XXI. Porto Alegre: Penso, 2014.

A aprendizagem baseada em projetos (ABP) é considerada
uma das praticas de ensino mais eficazes do século XXI. Nela,
os estudantes trabalham com questoes e problemas reais,
colaboram na criacdo de solucbes e apresentam os resul-
tados. Assim, tornam-se mais interessados no contetdo de
cada disciplina, melhorando seu desempenho. O livro explo-
ra a ABP como abordagem de ensino diferenciado, com base
em aplicacbes atuais na sala de aula.

BLIKSTEIN, P. O pensamento computacional e a reinvengdo
do computador na educagdo. Disponivel em: <http://www.
blikstein.com/paulo/documents/online/ol_pensamento_
computacional.html>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Néo da para redesenhar uma linha de producdo ou decodi-
ficar o DNA copiando e colando textos da internet. Partindo
desse pensamento, Paulo Blikstein aborda a importancia do
pensamento computacional como estratégia na resolucdo
de problemas. A primeira etapa do “pensar computacionalmen-
te” é identificar as tarefas cognitivas que podem ser feitas de
forma mais rapida e eficiente por um computador. A segunda

etapa é saber programar um computador para realizar essas ta-
refas cognitivas — em outras palavras, transferir aquilo que nao é
essencialmente humano para um computador.

BRACKMANN, C. P. Desenvolvimento do pensamento com-
putacional através de atividades desplugadas na educacdo
bésica. Tese de Doutorado. Programa de Pés-Graduacdo em
Informatica na Educacdo do Centro Interdisciplinar de No-
vas Tecnologias na Educacgao da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul. Porto Alegre, UFRGS, 2017. Disponivel em:
<https://www.lume.ufrgs.br/handle/10183/172208>. Acesso
em: 29 jun. 2020.

Essa pesquisa teve como objetivo verificar a possibilidade de
desenvolver o pensamento computacional na Educacgao Basi-
ca utilizando exclusivamente atividades desplugadas (sem o
uso de computadores).

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: MEC, 2018.

Documento oficial do MEC que apresenta as novas diretrizes
curriculares para os ensinos Fundamental e Médio.

BRASIL. Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais da Educagéo Bd-
sica. Brasilia: MEC, SEB, DICEI, 2013.

Documento do Ministério da Educacdo que define as diretrizes
curriculares da Educacdo Basica no pais.

BRASIL. Secretaria de Educacdo Basica. Formagdo de professo-
res do ensino médio, etapa | - caderno II: o jovem como sujeito
do ensino médio/Ministério da Educagao (org. Paulo Carrano,
Juarez Dayrell). Curitiba: UFPR/Setor de Educagao, 2013.

Esta obra tem como objetivo fornecer algumas chaves analiti-
cas que possam facilitar para o professor o processo de aproxi-
macao e conhecimento dos estudantes que chegam a escola
como jovens sujeitos de experiéncias, saberes e desejos.

BRASIL. Temas contempordneos transversais na BNCC: con-
texto histérico e pressupostos pedagogicos, 2019. Dispo-
nivel em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/
implementacao/guia_pratico_temas_contemporaneos.pdf>.
Acesso em: 29 jun. 2020.

Guia pratico, elaborado pelo MEC, com explicagdes e orienta-
¢oes a respeito dos temas contemporaneos transversais.

BUCK Institute for Education. Aprendizagem baseada em pro-
Jjetos: guia para professores de ensino Fundamental e Médio.
Porto Alegre: Artmed, 2008.

Esse livro descreve um conjunto de principios que ajudam os
professores a planejar projetos efetivos, apresenta exemplos
de projetos e contém ferramentas e recursos de auxilio a sua
implementacao.

CANDIDO JUNIOR, E. Gestdo de EAD no ensino hibrido: uma pes-
quisa sobre a organizacdo e utilizacdo da sala de aula inverti-
da. Disponivel em: <http://www.abed.org.br/congresso2017/
trabalhos/pdf/221.pdf>. Acesso em: 29 jun. 2020.

O artigo aborda o ensino hibrido e analisa suas diversas moda-
lidades, incluindo a sala de aula invertida.
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CASSOLA, N. O pensamento computacional no ensino funda-
mental. UFRGS Ciéncia, 6 abr. 2018. Disponivel em: <https://
www.ufrgs.br/ciencia/o-pensamento-computacional-no-
ensino-fundamental/>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Esse artigo apresenta alguns pontos abordados por Christian
Brackmann em sua tese de doutorado a respeito do pensa-
mento computacional. Brackmann é professor de aulas de
algoritmos do Instituto Federal de Farroupilha e desenvolveu
um projeto cujo intuito foi trazer conceitos da computacao a
estudantes do Ensino Fundamental.

COHEN, E. G; LOTAN, R. A. Planejando o trabalho em grupo: es-
tratégias para salas de aula heterogéneas. Porto Alegre: Penso,
2017.

Com base em anos de pesquisa e de experiéncia docente, o
livro traz atualizagdes importantes sobre como aplicar com su-
cesso a aprendizagem cooperativa, de modo a construir salas
de aula equitativas. O livro inclui as mais recentes pesquisas
sobre o que torna uma tarefa adequada para grupos, mostran-
do como o trabalho em equipe contribui para o crescimento
e o desenvolvimento dos estudantes e como os professores
podem organizar suas salas de aula para que todos participem
ativamente.

DAYRELL J. (org.). Por uma pedagogia das juventudes: experién-
cias educativas do Observatério da Juventude da UFMG. Belo
Horizonte: Mazza Edicdes, 2016.

Relato das experiéncias de educadores e pesquisadores do
Observatério da Juventude da UFMG (OJ), um grupo de pes-
quisa, ensino e extensao universitaria focado em construir um
olhar sobre os processos educativos juvenis. O livro reafirma a
utopia de que é possivel construir processos educativos que
sejam efetivamente dialdgicos, fundados em encontros inter
e entre geragoes.

D’AMBROSIO, U. Sociedade, cultura, mateméatica e seu en-
sino. Revista Educac¢do e Pesquisa, Sao Paulo, v. 31, p. 99-120,
2005. Disponivel em: <https://www.scielo.br/pdf/ep/v31n1/
a08v31n1.pdf>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Nesse artigo sao examinadas as bases socioculturais da
matemadtica e de seu ensino e também as consequéncias
da globalizagao e seus reflexos na educacdo multicultural.
Discutem-se o conceito de cultura e as questoes ligadas a
dinamica cultural, propondo-se uma teoria de conhecimento
transdisciplinar e transcultural. Para isso, apresenta o Progra-
ma Etnomatematica.

D’AMBROSIO, U. Etnomatematica, justica social e sustentabili-
dade. Estudos Avancados, v. 32, n. 94, p. 189-204, 2018. Dispo-
nivel em: <https://www.scielo.br/pdf/ea/v32n94/0103-4014-
ea-32-94-00189.pdf>. Acesso em: 29 jun. 2020.

O Programa Etnomatematica focaliza as praticas matematicas
no cotidiano de profissionais, artesaos, do homem comum e
da sociedade invisivel.

DIESEL, A, BALDEZ, A. L. S; MARTINS, S. N. Os princi-
pios das metodologias ativas de ensino: uma abordagem
tedrica. Revista Thema, v. 14, n. 1, 2017.

O artigo tem como objetivo buscar pontos de convergéncia
entre as metodologias ativas de ensino e outras abordagens ja
consagradas no ambito da (re)significacdo da pratica docente.
Para isso, as autoras fazem um estudo bibliogréfico das mais
importantes abordagens tedricas voltadas para os processos de
ensino e de aprendizagem, pautados nas principais teorias de
aprendizagem, como a aprendizagem pela interacdo social, pre-
conizada por Lev Vygotsky (1896-1934), a aprendizagem pela
experiéncia, de John Dewey (1859-1952), e a aprendizagem sig-
nificativa, de David Ausubel (1918-2008).

FICHTNER, B. Tecnologias da informacdo e comunicacdo (TIC)
como pratica cultural de adolescentes e jovens: uma perspectiva
filoséfica e epistemoldgica. In: Juventudes e Tecnologias:
Sociabilidades e Aprendizagens. SOUSA, C. A. de M. (org.) et al.
Brasilia: Liber Livro, 2015.

Na sociedade atual, os meios digitais tornaram-se indispensaveis
em nossa vida didria. Adolescentes e jovens usam no seu
tempo livre computadores, jogos on-line, buscam informagées
na internet, criam redes e comunicam-se via celular com seus
amigos. O material desse artigo séo estudos sobre o uso pratico
das novas tecnologias de informacdo e comunicagdo por
adolescentes e jovens.

GAROFALO, D. Como levar a programagao para a sala de aula.
Nova Escola, 14 ago. 2018. Disponivel em: <https://novaescola.
org.br/conteudo/12303/como-levar-a-programacao-para-a-
sala-de-aula>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Ao reconhecer que os professores tém certo receio de ensinar aos
estudantes programacao na escola, a autora busca dar subsidios
a esse trabalho, apresentando argumentos, ferramentas Uteis e
ideias que mostram a importancia desse ensino.

GRANVILLE, M. A. (org.). Projetos pedagdgicos no contexto esco-
lar: préticas de ensino e aprendizagem. Campinas, SP: Merca-
do de Letras, 2013.

O livro analisa a realidade da escola e os projetos que nela
se realizam e propde caminhos a serem percorridos no pla-
nejamento e no desenvolvimento de processos de ensino e
aprendizagem nas unidades escolares; também discute pra-
ticas originarias de projetos e convida os leitores a anélise e a
reflexdo sobre essas praticas. Além disso, mostra como fazer
0 projeto acontecer na escola, traz sugestoes e incentiva sua
realizacdo no contexto escolar.

HORN, M. B.; STAKER, H. Blended: usando a inovagao disruptiva
para aprimorar a educacao. Porto Alegre: Penso, 2015.

Nessa obra, os autores apresentam um guia de referéncia para
implementar o ensino hibrido em instituicdes de ensino e cons-
truir um sistema educacional centrado no estudante. O ensino
hibrido, mescla do ensino presencial com o virtual dentro e fora
da escola, ja se consolidou como uma das tendéncias mais im-
portantes para a educagao do século XXI. As praticas do blended
learning tém se disseminado em redes de ensino de todo o mun-
do, oferecendo aos estudantes acesso a um aprendizado mais
interessante, eficiente e personalizado as suas necessidades.

LIBANEO, J. C. Cultura jovem, midias e escola: o que muda no
trabalho dos professores? Revista Educativa, Goiania, v. 9, n. 1,
p. 25-46, jan./jun. 2006.
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O autor propde um olhar pedagégico sobre certas caracteris-
ticas que estdo se acentuando na juventude brasileira em sua
relacdo com a aprendizagem escolar. Entre os varios enfoques
possiveis do tema, destaca a relagcdo dos jovens com as midias
e seu impacto na interacdo entre professores e alunos e nos
modos de aprender.

LUVISON, C. da C. Leitura e escrita de diferentes géneros textuais:
inter-relacdo possivel nas aulas de Matematica. In: NACARATO, A.
M.; LOPES, C. E. (org.). Indagacoes, reflexées e prdticas em leituras e
escritas na EducacGo Matemdtica. Campinas, SP: Mercado de Le-
tras, 2013.

Esse texto discute as questoes de leitura e escrita nas aulas de
Matemdtica, partindo da perspectiva dos géneros textuais e
das relacdes existentes entre linguagem matematica e lingua
materna a fim de investigar como essas relagdes influenciam
na aprendizagem de contetidos matematicos no Ensino Fun-
damental.

MACHADO, N. J. Matematica e lingua materna: uma apro-
ximacdo necessaria. Revista da Faculdade de Educa¢do, Sao
Paulo, v. 15, n. 2, p. 161-166, jul./dez. 1989. Disponivel em:
<http://www.revistas.usp.br/rfe/article/view/33439/36177>.
Acesso em: 29 jun. 2020.

Nesse artigo, o autor analisa a relacdo entre as duas discipli-
nas, fundamentando a proposicao de agdes que efetivamente
ajudem na superacdo das dificuldades encontradas no ensino
da Matematica.

MANZINI, E. J. (org.). Incluséo do aluno com deficiéncia na escola:
os desafios continuam. Marilia: ABPEE; Fapesp, 2007.

As pesquisas desenvolvidas e apresentadas nesse livro de-
monstram que a inclusdao do estudante com deficiéncia na
escola é ainda um tema polémico nos dias atuais e alerta para
os desafios cotidianos. As pesquisas relatadas indicam que a
escola ainda carece de uma pratica pedagdgica para que a in-
clusdo possa se concretizar. A obra pode auxiliar o trabalho
de professores e demais integrantes da comunidade escolar
a acolher estudantes com deficiéncia e a encaminha-los para
um bom processo de aprendizagem e socializagao.

MORAN, J. Metodologias ativas de bolso: como 0s alunos po-
dem aprender de forma ativa, simplificada e profunda. Sao
Paulo: Editora do Brasil, 2019.

O livro analisa como os estudantes podem aprender de forma
ativa, simplificada e profunda, além de tratar da urgéncia de
implementar metodologias que viabilizem esse aprendizado.
Nesse sentido, as metodologias ativas constituem opg¢des pe-
dagogicas para envolver os estudantes no aprendizado pela
descoberta, pela investigacao ou pela resolucdo de problemas
por meio de uma visao de escola como comunidade de apren-
dizagem, na qual é importante a participacao de todos: profes-
sores, gestores, estudantes, familiares e cidadaos.

NACARATO, A. M.; LOPES, C. E. (org). Indagacées, reflexdes e prd-
ticas em leituras e escritas na EducacGo matemdtica. Campinas,
SP: Mercado de Letras, 2013.

O livro consiste em uma coletanea de textos que reunem subsi-
dios teodricos e praticos relativos as interfaces entre a Educacao
matematica e as préticas em leituras e escritas, perpassando a
educacao basica e o ensino superior.

ORTEGA, R, DEL REY, R. Estratégias educativas para a preveng¢éo da
violéncia. Tradugao Joaquim Ozério. Brasilia: Unesco, UCB, 2002.

Esse livro é uma ferramenta valiosa, que permite abordar a ques-
tdo da violéncia escolar de forma inovadora. Consiste em um guia
para lidar com os conflitos por meio de um conjunto de estraté-
gias educativas e de prevencdo, com o objetivo de modificar o pa-
drao de relacionamento entre os atores da comunidade escolar,
visando a melhoria da convivéncia.

RUOTTI, C.; ALVES, R., CUBAS, V. O. Violéncia na escola: um guia
para pais e professores. Sdo Paulo: Andhep: Imprensa Oficial do
Estado de Sao Paulo, 2006.

Esse livro apresenta os resultados de pesquisa realizada pelo Nu-
cleo de Estudos da Violéncia da Universidade de Sao Paulo em
escolas das zonas leste e sul da capital paulista. Aborda diferentes
formas de violéncia encontradas no cotidiano dessas escolas, mas
também experiéncias que se revelaram proveitosas para prevenir
e reduzir essas ocorréncias.

SOLE, |. Estratégias de leitura. Porto Alegre: Artmed, 1998.

O objetivo desse livro é ajudar educadores e profissionais a pro-
mover a utilizacdo de estratégias de leitura que permitam inter-

pretar e compreender 0s textos escritos.

VIOLENCIA escolar e bullying: relatério sobre a situacdo mundial.
Brasilia: Unesco, 2019.

Relatdrio elaborado pela Unesco e pelo Instituto de Prevencao a
Violéncia Escolar da Universidade de Mulheres Ewha, para o Sim-
posio Internacional sobre Violéncia Escolar e Bullying, realizado de
17 a 19 de janeiro de 2017, em Seul (Republica da Coreia). Seu
objetivo é fornecer um panorama dos dados mais recentes dis-
poniveis sobre a natureza, a abrangéncia e o impacto da violéncia
escolar e do bullying, bem como sobre as iniciativas que abordam
0 problema.

WEINSTEIN, C. S.; NOVODVORSKY, I. Gestdo da sala de aula: li-
¢oes da pesquisa e da pratica para trabalhar com adolescentes.
Porto Alegre: AMGH, 2015.

A obra é um guia abrangente para criar um ambiente de
aprendizagem afetivo, organizado e produtivo. A experiéncia
inspiradora de professores de disciplinas como Quimica, Ma-
tematica, Historia e Geografia, em escolas de perfis demografi-
cos variados, levanta discussdes fundamentais sobre a gestao
do ambiente escolar. Combinando recomendacdes baseadas
em pesquisas com exemplos reais de institui¢cdes de ensino,
o livro oferece aos professores orientagdes para lidar com os
principais desafios da sala de aula atual, auxiliando na constru-
cao de relacdes qualificadas com os estudantes.

WING, J. Pensamento computacional. Revista Brasileira de En-
sino de Ciéncia e Tecnologia. Ponta Grossa, v. 9, n. 2, p. 1-10,
maio/ago. 2016. Disponivel em: <https://periodicos.utfpr.edu.
br/rbect/article/view/4711>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Esse artigo, Computational Thinking, de Jeannette Wing foi pu-
blicado originalmente no nimero 3 da edicao 49 do periddico
“Communications of the ACM’", em marco de 2006.

Nele, a autora define o pensamento computacional como uma
habilidade fundamental, que todas as pessoas devem saber
para atuar na sociedade moderna.


http://www.revistas.usp.br/rfe/article/view/33439/36177
https://periodicos.utfpr.edu.br/rbect/article/view/4711
https://periodicos.utfpr.edu.br/rbect/article/view/4711

PARTE ESPECIFICA

A BNCC neste volume

O quadro a seguir apresenta as competéncias e as habilidades da BNCC trabalhadas neste volume.

Como as competéncias gerais da BNCC foram mobilizadas no volume

Competéncia geral 1

Os conhecimentos historicamente construidos pela humanidade subsidiam o entendimento do estudante para a compreensao da sociedade
na qual se insere. As aberturas dos capitulos 2 e 3, nas paginas 40 e 41 e 56, assim como as paginas 29, 51, 58, por exemplo, valorizam os
conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo fisico e digital, contribuindo para o desenvolvimento dessa competéncia.

Competéncia geral 2

Essa competéncia é colocada em acao em diversas oportunidades nesse volume, o que pode ser observado na proposta de uso de ferramentas
computacionais, como software de Geometria dinamica, por exemplo, nas paginas 17, 25, 30, 32,42, 57, 83, 87 e 91. No infografico Torre de canudinhos, nas
paginas 38 e 39, na abertura das péaginas 40 e 41, na secdo Compreensdo de texto nas paginas 106 e 107, e na se¢do Pesquisa e a¢do, nas paginas 111.a 113,
essa competéncia também é favorecida.

Competéncia geral 3
Essa competéncia é favorecida na apreciacéo da obra de Antonio Peticov, que tem como base retangulos aureos, apresentada no boxe Observagées, na pagina 24.

Competéncia geral 4

Essa competéncia é favorecida nas atividades exploratérias por meio da Geometria dindmica em que o estudante elabora e verifica conjecturas com o uso
das linguagens digital, algébrica, geométrica e visual. No boxe Explore, da pagina 32, o estudante verifica as relagdes métricas entre as medidas lineares dos
elementos de um triangulo retangulo. Ha, ainda, outras propostas relacionadas a utilizacdo de uma ferramenta computacional de maneira investigativa,
como pode ser observado nas paginas 17, 25 e 30. Outro exemplo que concorre para essa competéncia se da na realizacao das atividades propostas na
secao Pesquisa e acdo, nas paginas 111 a 113, uma vez que uma exposicao de maquetes com as adequagdes para ambientes acessiveis, de acordo com as
especificagdes da NBR 9050, é um modo eficiente de partilhar informagdes na linguagem matematica.

Competéncia geral 5

Ao verificar a validade de uma proposicao em diferentes configuragoes por meio da Geometria dinamica, ha o favorecimento do desenvolvimento dessa
competéncia, pois o estudante é solicitado a compreender e a utilizar de maneira critica, significativa e reflexiva essa tecnologia, como pode ser observado nas
paginas 17, 25, 30, 32,42 e 57.

Competéncia geral 6

A secdo Pesquisa e agdo, nas paginas 111 a 113, valoriza novos saberes, aqui representados pela aplicagdo do conceito de Desenho Universal e da
NBR 9050. Ao discutir os tépicos propostos para a elaboracao das plantas e a construcdo de maquetes, bem como sobre a concepg¢éao de habitagcao
inclusiva tendo em vista os sete principios do conceito de Desenho Universal, o estudante faz escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e
desenvolve um projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia critica e responsabilidade. Dessa maneira, essa competéncia é contemplada.

Competéncia geral 7

Ao longo do volume, as demonstracoes de teoremas, por exemplo, fornecem instrumentos para o estudante argumentar tecnicamente com base em
hipdteses e proposicdes anteriormente comprovadas.

Na secédo Educagdo financeira, nas paginas 108 a 110, temas relacionados a orcamentos de 6rgdos publicos, tributos, corrupgao e ética sdo colocados em
discussdo. Dessa maneira, a se¢do propicia ao estudante o total teor dessa competéncia.

Para além da argumentacéo técnica, a secao Pesquisa e a¢do, nas paginas 111 a 113, em especial na etapa 5, na exposicao da maquete e na analise coletiva,
cada grupo deverd argumentar e defender o seu projeto. Em seguida, coletivamente, a turma devera convergir para uma proposta que respeite e promova
os direitos humanos, a questdo socioambiental e o consumo responsavel.

Competéncia geral 8

O trabalho em grupo para a realizacao da secdo Pesquisa e agdo, nas paginas 111 a 113, requer autoconhecimento das potencialidades cognitivas e
emocionais e uma avaliagao confidvel em relagdo aos demais participantes do grupo. Essa atividade provoca o aprendizado para que cada um e todos
consigam aferir tais propriedades nos ambitos pessoal e social.

Competéncia geral 9
Essa competéncia é contemplada nas se¢oes Educagao financeira, nas paginas 108 a 110, e Pesquisa e agéo, nas paginas 111 a 113, em que os estudantes, ao
trabalhar em grupo, devem resolver eventuais conflitos, em atitude de cooperacao com os colegas, exercitando o respeito e a empatia.

Competéncia geral 10

Ainda nas se¢oes Educacdo financeira, nas paginas 108 a 110, e Pesquisa e acdo, nas paginas 111 a 113, os estudantes também sdo levados a
questionamentos sobre posicionamentos e atitudes, quanto aos principios éticos, dos colegas e os préprios, conforme se propde na etapa Para finalizar na
primeira secdo e na Autoavaliagdo, na segunda secao.

Como as competéncias especificas e as habilidades de Matematica e suas Tecnologias da BNCC foram mobilizadas no volume

Competéncia especifica 1

O desenvolvimento dessa competéncia é promovido ao longo de todo o volume. No capitulo 4, na pagina 78, apresenta-se o estudo do fendmeno ciclico
das marés por meio de funcdes trigonométricas. A secdo Compreensdo de texto, nas paginas 106 e 107, traz a utilizacdo de conceitos matematicos na
modelagem e na interpretagdo do comportamento dos sons em sua representagao pela comparacao a fungdo seno como um fato das Ciéncias da Natureza.
Também na secédo Pesquisa e a¢do, nas paginas 111 a 113, conceitos de grandezas e medidas devem ser aplicados nos estudos de antropometria, de escala
e de proporcdo para a construgdo da maquete.

Habilidade EM13MAT101
A secdo Compreensdo de texto, nas paginas 106 e 107, traz a utilizacdo de conceitos matematicos na modelagem e na interpretacdo do comportamento
dos sons em sua representacao pela comparagao a funcdo seno como um fato das Ciéncias da Natureza.

Habilidade EM13MAT103
Para desenvolver as etapas 2 e 3 da secdo Pesquisa e a¢do, nas paginas 111 a 113, os estudantes deverao interpretar e compreender a NBR 9050. Nesse
texto, ha diversas especificagdes que empregam unidades de medida de diferentes grandezas, que permitem o trabalho com essa habilidade.




Competéncia especifica 2

Saude, educacgao e seguranca sdo areas que devem receber atencao e investimentos dos poderes publicos (executivo, legislativo, judiciario), que, para
tanto, devem se articular na elaboragao de orgamentos de despesas a serem subsidiadas por tributos. Esses desafios e mais uma discussao a respeito
de ética e direitos humanos sdo propostos na secdo Educagdo financeira, nas paginas 108 a 110, e na secdo Pesquisa e a¢do, nas paginas 111 a 113, que
mobilizam essa competéncia.

Habilidade EM13MAT201

As preocupacdes com questdes de acessibilidade estao presentes em diversas dreas responsaveis por construcdes de escolas, hospitais, calcadas, shopping
centers etc., ja que é fundamental garantir acesso a todos (criancas, cadeirantes, deficientes visuais, idosos, entre outros), respeitando as diferencas das pessoas
que circulam nesses espagos. Para tanto, recorre-se a abordagem prépria da ciéncia, incluindo a investigacao, a reflexao, a analise critica, a imaginacao e a
criatividade, para resolver problemas e criar solu¢des. Assim é que, na se¢do Pesquisa e agdo, nas paginas 111 a 113, essa habilidade é contemplada.

Competéncia especifica 3

Ao longo das paginas 46, 50, 53 e 54, e da secao Pesquisa e agdo, nas paginas 111 a 113, sdo propostos problemas que envolvem conceitos, defini¢goes e
procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, favorecendo o desenvolvimento da habilidade.

Habilidade EM13MAT306

Nas paginas 78, 86, 103, 104 e 105 ha atividades nas quais ha modelagem de fenomenos periddicos reais, entre as quais destacamos altura de maré,
variacdo da quantidade de algas em um rio/mar/lago, mensuracao da poluicdo causada por espuma em um rio etc., que favorecem o desenvolvimento
dessa habilidade. Nas resolucoes dessas atividades é empregado o conceito de fungao periddica, e pode ser colocada em discusséo a preservagéo dos
recursos naturais no contexto de educacdo ambiental.

A secdo Compreensdo de texto, nas paginas 106 e 107, trata da utilizacdo de conceitos mateméticos na modelagem e na interpretacdo do comportamento
dos sons em sua representacao pela comparacgao a fungao seno como um fato das Ciéncias da Natureza.

Habilidade EM13MAT308
Ao longo dos capitulos 1, 2 e 3, e na se¢ao Pesquisa e a¢do, nas paginas 111 a 113, sdo propostos diversos problemas que envolvem as leis do seno e do
cosseno ou as nogoes de congruéncia e semelhanga, favorecendo, assim, o desenvolvimento da habilidade.

Habilidade EM13MAT315

No boxe Pensamento computacional, as atividades propostas favorecem o desenvolvimento dessa habilidade. Na pagina 43, por exemplo, um algoritmo
é representado em um fluxograma, enquanto na péagina 51, o estudante devera elaborar um algoritmo em linguagem corrente para o calculo do valor do
cosseno de um angulo usando uma calculadora cientifica e, em seguida, representé-lo em um fluxograma. No capitulo 4, nas paginas 97 e 98, propde-se,
no boxe Pensamento computacional, a elaboracao de um fluxograma a partir de um algoritmo para representar a translacao horizontal de um grafico de
uma fungao trigonométrica.

Competéncia especifica 4

Essa competéncia é favorecida em situagoes ao longo da obra em que os estudantes devem empregar registros de representacao matematicos diversos.
Isso acontece, por exemplo, nas paginas 17, 25, 30 e 32, quando se propoe a utilizagdo de uma ferramenta computacional de forma investigativa,
possibilitando testar hipéteses ao alterar a configuracao inicial da construcdo geométrica. Também nas paginas 43 e 51, do capitulo 2, e nas paginas 97
e 98, do capitulo 4, apds elaborar um algoritmo em linguagem corrente, o estudante devera representar o algoritmo como um fluxograma, articulando
assim a linguagem corrente com a linguagem computacional.

Habilidade EM13MAT404

Ao resolver o exercicio 15 da pagina 89, do capitulo 4, dadas as sentengas de duas fungdes, o estudante deve analisar e comparar seus graficos, dominios
de validade, imagem e comportamento, contemplando assim essa habilidade. Nas paginas 86 e 92 também ha atividades que favorecem

o desenvolvimento dessa habilidade.

Competéncia especifica 5

Em cada um dos quatro capitulos deste volume sao propostos investigagoes e o estabelecimento de conjecturas sobre conceitos e propriedades
matematicas. Nas paginas 29 a 31, o estudante encontra uma investigagao sobre o teorema de Pitdgoras por meio do uso de Geometria dindmica, sequida
da demonstracdo geométrica, favorecendo essa competéncia. Ja na pagina 47, do capitulo 2, o estudante encontra uma investigacdo sobre a relagao
fundamental da trigonometria seguida da demonstracao algébrica e, junto, um boxe Explore que incentiva a verificacdo da relacéo em um triangulo
particular. Outros exemplos desse tipo de abordagem também podem ser observados nas paginas 17, 18, 19, 25, 32,57, 72.

Nas paginas 83, 87 e 91, do capitulo 4, as atividades propiciam o desenvolvimento dessa competéncia, ja que possibilitam a investigacdo e o
estabelecimento de conjecturas, por meio do uso de tecnologia, de um conceito matematico, ao construir, verificar e analisar a curva tangente a partir do
rastreamento do ponto que a determina.

Como as competéncias especificas e as habilidades de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias da BNCC foram mobilizadas no volume

Competéncia especifica 1: Analisar fenémenos naturais e processos tecnoldgicos, com base nas interagoes e relacées entre matéria e energia, para propor
acoes individuais e coletivas que aperfeicoem processos produtivos, minimizem impactos socioambientais e melhorem as condicées de vida em aGmbito local,
regional e global.

Essa competéncia é favorecida por meio das propostas que favorecem o desenvolvimento das habilidades a ela vinculadas, como as da pagina 78.

EM13CNT101: Analisar e representar, com ou sem o uso de dispositivos e de aplicativos digitais especificos, as transformagées e conservagbes em sistemas

que envolvam quantidade de matéria, de energia e de movimento para realizar previsées sobre seus comportamentos em situagées cotidianas e em processos
produtivos que priorizem o desenvolvimento sustentdvel, o uso consciente dos recursos naturais e a preservagdo da vida em todas as suas formas.

A abertura do capitulo 4, na pagina 78, aborda o estudo do fenémeno ciclico das marés, com a observacéo e a analise das transformagées do ambiente e
de seus movimentos para realizar previsdes sobre seus comportamentos em situacdes do cotidiano, promovendo o uso consciente dos recursos naturais e
a preservacao da vida em todas as suas formas.

Competéncia especifica 2: Analisar e utilizar interpretagées sobre a dindmica da Vida, da Terra e do Cosmos para elaborar argumentos, realizar previsées sobre
o funcionamento e a evolugdo dos seres vivos e do Universo, e fundamentar e defender decisdes éticas e responsdveis.

O desenvolvimento dessa competéncia é promovido nas aberturas dos capitulos 3 e 4, nas paginas 56 e 78. Na abertura do capitulo 4, por exemplo, na
pagina 78, o estudo do fendmeno ciclico das marés é descrito por uma funcdo geométrica e representado por um gréfico, de forma a interpretar a parte da

dinamica daTerra.



EM13CNT202: Analisar as diversas formas de manifestagédo da vida em seus diferentes niveis de organizagdo, bem como as condigoes ambientais favordveis e os
fatores limitantes a elas, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais (como softwares de simulagdo e de realidade virtual, entre outros).

Na abertura do capitulo 3, na pagina 56, é citada uma informacao, explicando que uma estrutura similar a uma engrenagem foi descoberta em um inseto
por cientistas.

EM13CNT204: Elaborar explicagoes, previsées e cdlculos a respeito dos movimentos de objetos na Terra, no Sistema Solar e no Universo com base na andlise das
interacées gravitacionais, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais (como softwares de simulagéo e de realidade virtual, entre outros).

O estudo do fenémeno ciclico das marés pode ser modelado por meio de uma funcgao trigonométrica e, com isso, interpreta-se com uma boa aproximagao
uma parte da dindmica da Terra. Esse estudo é apresentado na abertura do capitulo 4, na pagina 78.

Competéncia especifica 3: Investigar situacées-problema e avaliar aplicagdes do conhecimento cientifico e tecnoldgico e suas implicagées no mundo,
utilizando procedimentos e linguagens préprios das Ciéncias da Natureza, para propor solugbes que considerem demandas locais, regionais e/ou globais, e
comunicar suas descobertas e conclusées a publicos variados, em diversos contextos e por meio de diferentes midias e tecnologias digitais de informagdo e
comunicagdo (TDIC).

Essa competéncia é favorecida por meio das propostas que favorecem o desenvolvimento das habilidades a ela vinculadas, nas paginas 38 a 41, 69, 104,
106 e 107.

EM13CNT301: Construir questdes, elaborar hipdteses, previsées e estimativas, empregar instrumentos de medicao e representar e interpretar modelos explicativos,
dados e/ou resultados experimentais para construir, avaliar e justificar conclusées no enfrentamento de situacées-problema sob uma perspectiva cientifica.

Essa habilidade é favorecida na secdo Compreensdo de texto, nas paginas 38 e 39, em que os estudantes sao incentivados a criar questdes e a elaborar
hipéteses sobre a representacdo de modelos explicativos para justificar conclusées em situagdes-problema em uma perspectiva cientifica.

A abertura do capitulo 2, nas paginas 40 e 41, favorece o desenvolvimento dessa habilidade, pois apresenta uma questao feita na Antiguidade sobre as
relagdes entre as distancias Terra-Sol e Terra-Lua, com definicdo de hipotese, estimativas e um método para medi-las. Com isso, obtém-se representacdo e
interpretacao de resultados experimentais para justificar conclusdes no enfrentamento de situagées-problema sob uma perspectiva cientifica.

Na pagina 69, do capitulo 3, apds a abordagem contextualizada do conceito da lei dos senos, ha sugestdo de propor aos estudantes a constru¢do de um
teodolito caseiro, um instrumento de medicao que podera ser utilizado na elaboragao de hipéteses ou na avaliacao e na justificacdo de situagoes-
-problema sob uma perspectiva cientifica.

EM13CNT302: Comunicar, para publicos variados, em diversos contextos, resultados de andlises, pesquisas e/ou experimentos, elaborando e/ou interpretando
textos, grdficos, tabelas, simbolos, cédigos, sistemas de classificagdo e equagées, por meio de diferentes linguagens, midias, tecnologias digitais de informagao e
comunicagdo (TDIC), de modo a participar e/ou promover debates em torno de temas cientificos e/ou tecnoldgicos de relevancia sociocultural e ambiental.

O exercicio complementar 15, na pagina 104, permite, a partir de uma apresentacao para toda a sala dos graficos construidos e das tdbuas de marés
consultadas, a promogéo de debates em torno do tema e de sua relevancia sociocultural e ambiental, favorecendo, assim, o desenvolvimento dessa
habilidade.

EM13CNT306: Avaliar os riscos envolvidos em atividades cotidianas, aplicando conhecimentos das Ciéncias da Natureza, para justificar o uso de equipamentos
e recursos, bem como comportamentos de seguranca, visando a integridade fisica, individual e coletiva, e socioambiental, podendo fazer uso de dispositivos e
aplicativos digitais que viabilizem a estruturacao de simulagdes de tais riscos.

A secdo Compreensdo de texto, nas paginas 106 e 107, permite a exploracao dos efeitos colaterais causados pela polui¢ao sonora, recorrendo a abordagem
propria das ciéncias, incluindo a investigagao, a reflexao e a analise critica para investigar causas, bem como avaliar os riscos envolvidos em atividades
cotidianas, nas quais ha incidéncias de sons que ultrapassam os niveis previstos pelas normas legais e que podem causar problemas auditivos irreversiveis,
além de outros problemas também relacionados a saude.

EM13CNT307: Analisar as propriedades dos materiais para avaliar a adequacgdo de seu uso em diferentes aplicacées (industriais, cotidianas, arquiteténicas ou
tecnoldgicas) e/ou propor solugées seguras e sustentdveis considerando seu contexto local e cotidiano.

A secdo Compreensdo de texto, nas paginas 38 e 39 do capitulo 1, contempla essa habilidade ao propor a construcao de uma torre com canudinhos e linha.
O estudante devera analisar o material e verificar que o tridangulo ndo pode ter sua forma alterada sem que se modifique o comprimento de seus lados;
assim, um sistema de triangulos apresenta grande estabilidade, pois nao sofre deslocamento pela agdo da forca aplicada. O estudante devera concluir
também que a forca exercida sobre um dos vértices do triangulo se distribui até atingir o equilibrio, tornando o sistema mais resistente e estavel. Isso

ndo ocorre com médulos quadrilateros, ja que estes sdo sensiveis ao movimento de seus vértices e a distribuicdo desigual das forcas, tornando-se menos
resistentes e mais instaveis.

Como a competéncia especifica e a habilidade de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas da BNCC foram mobilizadas no volume

Competéncia especifica 1: Analisar processos politicos, econémicos, sociais, ambientais e culturais nos dmbitos local, regional, nacional e mundial em
diferentes tempos, a partir da pluralidade de procedimentos epistemoldgicos, cientificos e tecnolégicos, de modo a compreender e posicionar-se criticamente em
relagdo a eles, considerando diferentes pontos de vista e tomando decis6es baseadas em argumentos e fontes de natureza cientifica.

Essa competéncia é favorecida por meio das propostas que favorecem o desenvolvimento das habilidades a ela vinculadas, nas paginas 108 a 110.

EM13CHS102: Identificar, analisar e discutir as circunstancias histdricas, geogrdficas, politicas, econémicas, sociais, ambientais e culturais de matrizes
conceituais (etnocentrismo, racismo, evolucao, modernidade, cooperativismo/desenvolvimento etc.), avaliando criticamente seu significado histérico e
comparando-as a narrativas que contemplem outros agentes e discursos.

A secao Educacdo financeira, nas paginas 108 a 110, favorece o desenvolvimento de um trabalho interdisciplinar com a area de Ciéncias Humanas e Sociais
no que diz respeito as discussdes sobre as circunstancias econdmicas e sociais que giram em torno de bens publicos, bem como direitos, deveres e ética
em uma sociedade.

Como as habilidades de Linguagens e suas Tecnologias da BNCC foram mobilizadas no volume

EM13LGG601: Apropriar-se do patriménio artistico de diferentes tempos e lugares, compreendendo a sua diversidade, bem como os processos de legitimagédo
das manifestagdes artisticas na sociedade, desenvolvendo visdo critica e histcrica.

Essa habilidade é favorecida na apreciacdo da obra de Antonio Peticov, que tem como base retangulos aureos, apresentada no boxe Observacées, na
pagina 24.

EM13LGG602: Fruir e apreciar esteticamente diversas manifestagées artisticas e culturais, das locais as mundiais, assim como delas participar, de modo a agugar
continuamente a sensibilidade, a imaginagéo e a criatividade.

Essa habilidade é favorecida na apreciacao da obra de Antonio Peticov, que tem como base retangulos aureos, apresentada no boxe Observacées, na
pagina 24.




Sugestoes de ampliacao

4

~ Capitulo 1 - A semelhanca e
os triangulos

Esta atividade permite o desenvolvimento das competéncias
gerais 2, 4 e 7, da competéncia especifica 3 de Ciéncias da
Natureza e suas Tecnologias e das habilidades EM13CNT301,
EM13CNT303 e EM13CNT307.

A secdo Compreensao de texto permite um trabalho interdisci-
plinar com a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias. Essa
proposta maker consiste em uma atividade pratica cujo objetivo
é a construcao de um edificio produzido com estruturas feitas de
canudos. Pretende-se trabalhar inicialmente com nocdes de plane-
jamento e execugao de projetos, para que no momento seguinte
sejam executadas as acdes mdo na massa.

Como motivacao inicial, solicite aos estudantes que pesquisem a
histéria do desenvolvimento de edificios, a fim de discutir, em outro
momento, sobre as questdes sociais que envolvem essas construgoes.
Sugira temas como:

« verticalizagdo urbana e distanciamento social;

+ desenvolvimento social;

+ sistemas estruturais, como vigas, trelicas, nos, grelhas, pilares,

porticos;

- edificios sustentaveis;

- edificios inteligentes e suas tecnologias.

Os estudantes devem ser organizados em grupos de, no maxi-
mo, cinco integrantes. Apresente a proposta da construgcao de um
edificio de canudos, bem como as regras e as condi¢des para que a
atividade seja bem executada por todos. Defina algumas condicoes
para a construgao:

+ Que tipos de juncao, fixacdo e/ou cola poderao ser utilizados?

+ Quais sao os materiais aceitos para a construcao das estruturas?

+ Qual serd a drea minima da base?

- Os edificios deverdo contar com paredes ou somente com as

estruturas aparentes?

+ Quanto tempo cada grupo terd para pesquisar, planejar e

construir os edificios?

Oriente os estudantes a planejar a construcdo, pesquisando
sistemas de estrutura de edificios, termos especificos, suporte de
carga, vigas de sustentacao, entre outros. Durante o planejamento, os
alunos deverao elaborar um plano de agao para o projeto, contendo
aestrutura escolhida pelo grupo, os materiais e as juncoes que serdo
utilizados, a previsao de carga que suas estruturas poderao suportar
e o tempo (dentro do previsto pelo professor) para a realizacao do
projeto.

Antes doinicio da montagem, levante os seguintes questionamentos:

+ Que forcas atuam no edificio para que ele permaneca estavel?

+ Canudos com diferentes espessuras podem suportar cargas

diferentes?

+ Canudos feitos de outros materiais podem suportar cargas

diferentes?

+ Como fazer uma viga utilizando menos material, mas que su-

porte uma carga maior?

Lembre-se de que, no momento da montagem dos edificios, os
estudantes poderao ter dificuldades para tirar as ideias do papel.
Seja cauteloso ao sugerir solugdes, pois a experimentacao, inclusive
o erro, faz parte do processo. E importante deixa-los tentar e testar.

Apods afinalizagdo dos projetos, os estudantes devem montar uma
apresentacao justificando as escolhas sobre a estrutura construida.

Caso julgue necessério, peca que, no momento da apresentacao,
entreguem suas referéncias bibliograficas.

Depois da atividade, se julgar oportuno, destaque os principais
conceitos trabalhados com o intuito de apresentar aos estudantes
todos os conteddos novos que foram abordados durante o processo,
por exemplo, estabilidade e estatica, resisténcia dos materiais, pla-
nejamento e execucdo de projetos, entre outros.

Para finalizar, pergunte aos estudantes como se sentiram parti-
cipando do desenvolvimento do projeto. Essa reflexdo é importante
para que eles criem a consciéncia do que foi feito durante o projeto;
se participaram ativamente, se houve a participacao dos demais in-
tegrantes do grupo, se as discussdes foram colaborativas e se houve
respeito a diferentes ideias e opinides.

Sugestdo de materiais de pesquisa:

- Apostila de “Sistemas estruturais de edificacoes e exem-
plos”
<https://www.fec.unicamp.br/~nilson/apostilas/sistemas
estruturais_grad.pdf>.

+ MakerZine: Projeto Maker (Ponte de macarrao) + App
(Build a bridge)
<https://www.makerzine.com.br/tecnologia/maker-ponte-
de-macarrao-app-build-a-bridge/>.

- Revista Superinteressante
<https://super.abril.com.br/mundo-estranho/como-sao-
feitos-os-pilares-de-pontes-construidas-sobre-o-mar/>.

(Acessos em: 2 jul. 2020.)

» Capitulo 3 - Ciclo trigonométrico
e trigonometria em um triangulo
qualquer

Esta atividade permite o desenvolvimento das competéncias
gerais 2, 4 e 5, das competéncias especificas 2 e 3 de Ciéncias
da Natureza e suas Tecnologias e das habilidades EM13CNT202,
EM13CNT307 e EM13CNT309.

A abertura do capitulo permite um trabalho interdisciplinar com
a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, cujo objetivo é
discutir como a natureza pode inspirar engenheiros, arquitetos,
designers e profissionais das mais diversas areas de Ciéncias, tec-
nologias e Arte (Biomimética).

Inicie a aula exibindo a palestra de Janice Beynus, escritora
americana de Ciéncias Naturais, consultora em inovacao e autora,
apresentada no Tedtalks e disponivel em: <https://www.ted.com/
talks/janine_benyus_biomimicry_s_surprising_lessons_from_
nature_s_engineers?language=pt-br#t-161225>. (Acesso em:
2jul.2020.) Em seguida, converse com os estudantes sobre quanto
pesquisadores e cientistas das mais diversas areas recorrem a
observacdo da natureza para solucionar problemas. Se houver
disponibilidade, apresente a eles o site <https://asknature.org>
(Acesso em: 2 jul. 2020.), uma plataforma colaborativa na qual
sdo inseridas diversas ideias de como as formas de vida no pla-
neta ja apresentam sutis resolu¢ées dos mais diversos desafios
da engenharia e de demais areas do conhecimento. Aborde,
especialmente, a posicao dos painéis de captagdo de luz de uma
usina de energia solar que foi inspirada nas posicées e no formato
espiral de florestas de girassol - tal arranjo dos painéis otimizou
e aumentou a producao de energia. Finalize essa sensibilizacao
comentando que a inspiracao poderd também ser no ambito bio-
quimico, com a producao de substancias sintéticas que simulam
a atividade de substancias naturais encontradas em seres vivos,
como medicamentos e outros.


https://www.fec.unicamp.br/~nilson/apostilas/sistemas_estruturais_grad.pdf
https://www.fec.unicamp.br/~nilson/apostilas/sistemas_estruturais_grad.pdf
https://www.makerzine.com.br/tecnologia/maker-ponte-de-macarrao-app-build-a-bridge/
https://www.makerzine.com.br/tecnologia/maker-ponte-de-macarrao-app-build-a-bridge/
https://super.abril.com.br/mundo-estranho/como-sao-feitos-os-pilares-de-pontes-construidas-sobre-o-mar/
https://super.abril.com.br/mundo-estranho/como-sao-feitos-os-pilares-de-pontes-construidas-sobre-o-mar/
https://www.ted.com/talks/janine_benyus_biomimicry_s_surprising_lessons_from_nature_s_engineers?language=pt-br#t-161225
https://www.ted.com/talks/janine_benyus_biomimicry_s_surprising_lessons_from_nature_s_engineers?language=pt-br#t-161225
https://www.ted.com/talks/janine_benyus_biomimicry_s_surprising_lessons_from_nature_s_engineers?language=pt-br#t-161225
https://asknature.org

Na sequéncia, organize os estudantes em equipes. Cada um deles
recebera uma ficha com o nome da inspiracao da natureza/aplicacéo
na Engenharia ou Ciéncia.

Sugestoes:

I. Minidrones e o formato de abelhas e de moscas.

II. Aerodinamica dos avides “Winglets” e das asas de aguias.

IIl. Robds inspirados no exoesqueleto e nas patas de artropodes.

IV. Ventilagdo natural de edificios e tocas de cdes da pradaria.

V.Trem-bala japonés e asa aerodinamica das aves.

Pode-se também estimular os estudantes a trazer outras ideias
pesquisadas por eles.

Para cada grupo, sugira sites de pesquisas confiaveis, como:

I. <https://super.abril.com.br/ciencia/o-manual-incrivel-de-

inspiracao-na-natureza/>;

IIl. <https://canaltech.com.br/curiosidades/airbus-ciencia-
e-inovacao-inspiradas-na-natureza-47623/>;

lll. <https://gizmodo.uol.com.br/aranhas-insetos-robos-
canudos/>;

IV. <http://goinggreen.com.br/2018/01/04/tres-exemplos-
onde-biomimetica-e-arquitetura-trabalharam-juntas/>;

V. <https://inovacaosebraeminas.com.br/biomimetica-o-que-e/>.

(Acessos em: 2 jul. 2020.)

Cada grupo devera se aprofundar em seu tema e apresentar
dois materiais:

A) Um projeto em 3-D, utilizando, basicamente, formas geo-
métricas para exemplificar o produto. O aplicativo Tinkercad
(disponivel em: <https://www.tinkercad.com/>, acesso em:
2 jul. 2020.) é gratuito e permite a criacdo de projetos 3-D
diretamente no navegador da internet.

B) Um texto explicativo desse projeto 3-D de engenharia que expo-
nha as vantagens tecnolégicas e econémicas e as aplicabilidades.

Reserve um dia para a apresentacdo, em que cada equipe
apresentara seu projeto e fornecera os textos explicativos as outras
equipes. Para a discussao final, apresente tudo o que serviu como
inspiracdo. Conduza as discussoes de forma que os estudantes en-
tendam como a pesquisa e a compreensao da biodiversidade podem
serimportantes para o desenvolvimento de novas tecnologias Uteis a
sociedade humana. Caso a escola tenha uma impressora 3-D, sugira
que os projetos dos estudantes no TinkerCad sejam impressos.

Esta atividade permite o desenvolvimento das competéncias
gerais 1,2, 3, 5 e 6, da competéncia especifica 3 de Ciéncias da
Natureza e suas Tecnologias e das habilidades EM13CNT301 e
EM13CNT307.

O tépico“Trigonometria em um tridangulo qualquer” permite um
trabalho interdisciplinar com a area de Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias. A proposta consiste na confeccdo de pipas esportivas ou
artisticas, inicialmente representando-as em duas dimensoes (pipas
planas) e, se houver disponibilidade, em trés dimensdes.

O objetivo principal desta atividade sera apresentar aos estudan-
tes os conceitos relacionados com o desenvolvimento e a execucdo
de planejamentos, ou seja, as principais ideias atreladas a projetos,
bem como conceitos matematicos e fisicos relacionados a confecgao
de uma pipa.

Como motivacdo inicial, pode-se propor uma abordagem histérica
sobre o sonho da humanidade de voar; logo, é possivel falar sobre a
histéria da aviagao e sua relacdo com o desenvolvimento humano,
bem como sua relevancia comercial e politica na globalizagao. Veja
algumas sugestdes de nomes de personagens importantes a serem
pesquisados para a apresentacao inicial:

- Marco Polo e seu uso bélico (entre os anos 1250 e 1320);

- Leonardo da Vinci e seus projetos de voo (préximo de 1500);

- Alexander Wilson e as pipas com termémetro para medir a
variacao de temperatura (em 1749);

- Benjamin Franklin e a eletricidade (em 1752);

- Graham Bell e a utilizagdo das pipas com equipamentos me-
teoroldgicos (por volta de 1900);

- Santos Dummont e seu conhecimento sobre pipas utilizados
no 14 Bis (em 1906).

A metodologia utilizada nesse momento pode ser expositiva (ou
adaptada caso julgue necessario), porém é importante que seja breve
para focar a atencdo dos estudantes na parte pratica. Esse momento
inicial servira para abordar o tépico“pipas”e, logo em seguida, mostrar
0 seu uso como entretenimento (“pipas esportivas”e/ou“pipas artisti-
cas”), para que o projeto tenha uma continuidade.

Peca aos estudantes que se organizem em grupos (o nimero fica
a critério do professor) e distribua o desafio de planejar pipas em 3-D.
Relembre conceitos de desenho geométrico (e até de desenho técni-
co) para auxiliar no projeto. Note que nesse momento os estudantes
precisam ser estimulados a pesquisar as estruturas que comporao
a pipa em 3-D. Incentive-o0s a pesquisar projetos na internet, como
“pipas esportivas’, ou “pipa caixa” ou “pipas artisticas”.

» Quais seriam os melhores materiais para serem utilizados na

fabricacdo dessas pipas?

» Utilizar estruturas mais largas ajuda para que a estrutura fique

mais reforcada?

+ Qual é o melhor material para conectar as estruturas?

+ Quais sao e como atuam as forcas em uma pipa para que esta

fique estavel no ar?

+ Existe uma relacao entre os angulos das for¢as que atuam na

pipa?

» Qual é a importancia da rabiola (ou cauda, ou rabo) e do es-

tirante na pipa?

» Se a pipa tiver alguma superficie coberta, qual sera a area

dessa cobertura?

* Que comprimento (estimativa) de linha serd utilizado na

amarracao das estruturas?

Peca a cada grupo que entregue ou apresente a turma seus pro-
jetos contendo as devidas dimensoées, angulos entre as estruturas,
materiais escolhidos e a arte. E aqui que os estudantes vao preparar
o desenho técnico para essa entrega e, consequentemente, utilizar
a lei dos senos.

Pode-se fazer uso de um aplicativo gratuito para a modelagem
em 2-D e 3-D, como o Tinkercad (disponivel em: <https://www.
tinkercad.com/>, acesso em 19 jun. 2020.).

Para finalizar a parte pratica do projeto, proponha aos estudantes
que confeccionem suas pipas esportivas. Estipule um tempo para a fabri-
cacgao e planeje uma atividade ao ar livre para testarem o funcionamento.
Para a seguranca de todos, use uma drea sem fiagao elétrica por perto.
Vale destacar que esta atividade ndo é uma proposta de competicéo.
Também é importante reforcar que as linhas cortantes, comumente
chamadas de cerol, séo proibidas.

Ao término da parte pratica, retome os principais conceitos traba-
Ihados durante todo o processo. Destaque que a participacdo de todos
foi essencial para o sucesso do projeto e que puderam vivenciar uma
dinamica de trabalho que sera muito importante na vida profissional
deles. Fica como dica final o registro com fotos e videos de todo o
processo, pois a atividade em si é muito bonita e terd uma grande
adesao dos estudantes.


https://super.abril.com.br/ciencia/o-manual-incrivel-de-inspiracao-na-natureza/
https://super.abril.com.br/ciencia/o-manual-incrivel-de-inspiracao-na-natureza/
https://canaltech.com.br/curiosidades/airbus-ciencia-e-inovacao-inspiradas-na-natureza-47623/
https://canaltech.com.br/curiosidades/airbus-ciencia-e-inovacao-inspiradas-na-natureza-47623/
https://gizmodo.uol.com.br/aranhas-insetos-robos-canudos/
https://gizmodo.uol.com.br/aranhas-insetos-robos-canudos/
http://goinggreen.com.br/2018/01/04/tres-exemplos-onde-biomimetica-e-arquitetura-trabalharam-juntas/
http://goinggreen.com.br/2018/01/04/tres-exemplos-onde-biomimetica-e-arquitetura-trabalharam-juntas/
https://inovacaosebraeminas.com.br/biomimetica-o-que-e/
https://www.tinkercad.com/
https://www.tinkercad.com/
https://www.tinkercad.com/

Sugestdo de materiais de pesquisa:
+ Instructables
<https://www.instructables.com/howto/kites/>

- Pipas para gerar energia edlica
<https://www.cimm.com.br/portal/noticia/exibir_noticia/
6068-pipas-para-gerar-energia-eolica>
(Acessos em: 17 maio 2020.)

~ Capitulo 4 - Funcoes trigonométricas

Esta atividade permite o desenvolvimento das competéncias
gerais 2, 7 e 10, da competéncia especifica 2 de Ciéncias da
Natureza e suas Tecnologias e das habilidades EM13CNT203 e
EM13CNT206.

A abertura do capitulo permite um trabalho interdisciplinar com
a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, cujo objetivo é
introduzir e apresentar aos estudantes as modalidades de Unidades
de Conservagao do Brasil e discutir propostas de tomada de decisao
publica, manejo e conservacdo da biodiversidade. Retome a foto de
introducao do capitulo para apresentar a seguinte situacao-problema:

O Instituto Chico Mendes de Conservacao da Biodiversidade (ICM-
Bio) esta realizando estudos e manejos em uma area do litoral bra-
sileiro com piscinas naturais. Essas paisagens, além de possuirem
incrivel beleza, tém a caracteristica de serem ambientes recifais que
funcionam como bergérios da vida marinha; sdo base da cadeia ali-
mentar; possuem uma grande variedade de peixes, algas e corais;
e, finalmente, apresentam complexas relagdes ecoldgicas impor-
tantes para diversos organismos marinhos. Preservar esses locais é
importante para a manutencao da vida de muitas espécies.

Em seguida, apresente, de forma resumida, o conceito de Unidade
de Conservacdo (UC), as modalidades que existem no Brasil e as dife-
rentes funcdes que ICMBio e Ibama desempenham. Proponha uma
pesquisa mais aprofundada em casa (sala de aula invertida) sobre as
modalidades de UCs. Sera necessério que os estudantes: 1) saibam
a diferenca entre drea de protecdo integral e de uso sustentavel;
2) tragam exemplos de conhecidas UCs e digam as modalidades a
que estdao submetidas; 3) expliquem o conceito de plano de manejo,
especialmente sobre as permissdes de visitagao turistica, educacional
e pesquisa; 4) aprofundem -se, especialmente, em trés modalidades:
Reserva Bioldgica (Rebio), Reserva Particular de Patriménio Natural
(RPPN) e Reserva de Desenvolvimento Sustentéavel (RDS).

O desenvolvimento da atividade, apds pesquisa, da-se com a
divisdo da turma em trés diferentes grupos — esses serdo os trés
“Conselhos”. Em cada um dos Conselhos, devera haver estudantes
que serao defensores/especialistas de uma ReBio, de uma RPPN, de
uma RDS, e alunos que serdo a “opiniao publica/gestores publicos”.
Pode-se pedir a cada estudante, na pesquisa anterior, que se espe-
cialize em uma das trés modalidades, porém é importante que eles
também conheg¢am as caracteristicas das outras duas UCs. Cada
Conselho deverd iniciar os trabalhos com a leitura da situacao-pro-
blema; em seguida, cada grupo devera defender que drea de piscinas
naturais melhor se adequard ao seu modelo de conservagao: RPPN,
ReBio ou RDS. E importante impor algumas regras, como tempo
limite de argumentacdo, apresentacdo de exemplos e argumentos
viaveis. Os estudantes da opinido publica farao a mediacdo de cada
Conselho e, posteriormente, a tomada de decisao. O debate deve
ser estimulado, e sugere-se que, ao final das apresentagdes, cada
equipe de especialistas tenha uma pergunta a outra. A tomada

de decisédo pelos estudantes da opinido publica devera ser apenas
apos a entrega dos envelopes-surpresa. Cada Conselho recebe um
envelope-surpresa, com conteido conforme a seguir, apos as apre-
sentacdes e um prévio debate.

Envelope 1:F apresentado ao Conselho que nessa area foi desco-
berta uma nova espécie de coral supersensivel as variacdes ambien-
tais, uma area de desova de uma tartaruga em risco de extincdo e uma
nova espécie de polvo que se alimenta exclusivamente nas piscinas.

Envelope 2:E apresentado ao Conselho que essa area é utilizada
ha mais de dezanos por uma pequena comunidade local caicara para
visitacdo publica/turistica; essa atividade é uma importante fonte
de renda para a associacdo de moradores e que ja esta organizando
uma ONG.

Envelope 3: E apresentado ao Conselho que essa area per-
tence a uma grande empresa de pesca. Os donos dessa empresa
j& possuem uma equipe diretiva relacionada ao meio ambiente e
restringem o acesso as piscinas naturais.

Depois da entrega dos envelopes, é de extrema importancia que
ocorra um novo debate entre os Conselhos. Os alunos especialistas
deverao chegar a um consenso de que, com a informagédo de cada
envelope, existira uma modalidade mais adequada para a area de
piscinas naturais. Espera-se que a decisao de cada conselho seja no
seguinte formato: envelope 1 com uma ReBio, envelope 2 com RDS
e envelope 3 com RPPN.

Finalize a atividade com os Conselhos expondo a todos a decisao
final de modalidade de UC para a area e peca aos estudantes que apre-
sentem o conteudo do envelope e comentem os melhores pontos da
discussao. Conclua discutindo a importancia de uma legislacao que
crie reas de conservagao permanente e como essas areas podem ser
importantes do ponto de vista conservacionista, social, educacional,
turistico e de pesquisa.

Sugestdo de materiais de pesquisa:

» Ministério do Meio Ambiente
<https://www.mma.gov.br/areas-protegidas/unidades-de-
conservacao/sistema-nacional-de-ucs-snuc.html>

- World Wide Fund of Nature (WWF)
<https://www.wwf.org.br/natureza_brasileira/questoes_
ambientais/unid/>
(Acessos em: 2 jul. 2020.)

~» Educacdo financeira - Bens publicos

Esta atividade permite o desenvolvimento da competéncia geral
3, da competéncia especifica 2 de Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas e da habilidade EM13CHS103.

Esta secdo permite um trabalho interdisciplinar com a drea de
Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas, de forma a discutir a finali-
dade do dinheiro arrecadado por meio de pagamento de impostos.

Para transformar as necessidades da populacdo em servicos
que atendam ao interesse publico, o Estado possui uma estrutura
complexa e composta de diferentes niveis de atuacdo. Do local ao
nacional, o financiamento para que tudo possa funcionar depende
do pagamento de tributos por cidaddos e empresas. Os recursos ar-
recadados por impostos, contribuicdes, taxas e outros instrumentos
ajudam a garantir o funcionamento e o acesso de milhdes de pessoas
a educacdo, saude, transportes, entre outros recursos publicos.

Conhecer melhor a estrutura e as principais demandas existentes
em seu entorno permite refletir sobre a importancia dos recursos
financeiros e do planejamento para a melhoria do acesso da popu-
lacdo aos servicos publicos. Peca aos estudantes que se organizem


https://www.instructables.com/howto/kites/
https://www.cimm.com.br/portal/noticia/exibir_noticia/6068-pipas-para-gerar-energia-eolica
https://www.cimm.com.br/portal/noticia/exibir_noticia/6068-pipas-para-gerar-energia-eolica
https://www.mma.gov.br/areas-protegidas/unidades-de-conservacao/sistema-nacional-de-ucs-snuc.html
https://www.mma.gov.br/areas-protegidas/unidades-de-conservacao/sistema-nacional-de-ucs-snuc.html
https://www.wwf.org.br/natureza_brasileira/questoes_ambientais/unid/
https://www.wwf.org.br/natureza_brasileira/questoes_ambientais/unid/

em equipes com pelo menos quatro integrantes para que possam
realizar um levantamento de servicos publicos, orcamento disponivel
e demandas presentes em bairros, regides ou cidades onde moram.
Cada equipe podera ser responsavel por um tipo de servico ou equi-
pamento publico existente.

Oriente cada grupo a escolher um tipo de servico: por exemplo,
escolas, servicos de saude, cultura, dreas verdes e de lazer, transportes,
saneamento basico, pavimentacao ou manutencao de vias ou outros.

O professor pode definir o recorte espacial para a pesquisa ou
deixar que os estudantes escolham (o bairro da escola ou a cidade,
por exemplo). Em seguida, direcione os grupos para que respondam
as seguintes perguntas:

» Quetipo de equipamento ou servico publico foi escolhido?

» Qual é o raio de atuacdo da pesquisa (proximo a escola,
bairro, cidade)?

« Os servicos publicos selecionados conseguem atender de
forma satisfatéria a toda a populacao? Por qué?

» O orcamento previsto para esses servicos é divulgado? Se
sim, quais sdo os valores envolvidos?

« Osrecursos destinados sao suficientes para atender as pes-
soas que procuram pelos servi¢os? Quantas pessoas, apro-
ximadamente, utilizam esses servicos?

« Foi possivel identificar a necessidade de melhoria nos servi-
¢os pesquisados pelo grupo? Se sim, que tipos de melhoria?

» Oorcamento, se for divulgado, é suficiente para melhorar o
acesso aos servicos pesquisados? Por qué?

Com os dados levantados pelos grupos, estimule-os a construir
um ou mais mapas que contenham o tipo de recorte escolhido (por
exemplo, escolas publicas), indicando locais com a presenca desses
equipamentos ou servicos. A ideia é que possam também indicar
nesses mapas as respostas as perguntas acima.

Os resultados da pesquisa e dos mapas serdo Uteis para a rea-
lizagdo de um debate a respeito do orcamento disponivel para as
regides pesquisadas pelos grupos. A distribuicdo de recursos pelo
poder publico é suficiente para atender as demandas existentes?
A populacdo consegue ter acesso pleno? Se ocorrem, que fatores
impedem possiveis melhorias na gestdo dos recursos publicos?

Se possivel, inclua nas discussdes a importancia do Orcamento Partici-
pativo como instrumento de decisao coletiva sobre as despesas publicas.

Sugestao de materiais de pesquisa:

- Controladoria Geral da Unido. O que é o Orcamento Publico

<http://www.portaltransparencia.gov.br/entenda-a-gestao-

publica/orcamento-publico>

- Video: Cidadania e Democracia - Orcamento participativo
<https://www.youtube.com/watch?v=pa-ZCTQDaVI>

(Acessos em: 17 maio 2020.)

Sugestoes de avaliacao

= Capitulo 1 - A semelhanca e
os triangulos

Avaliacao 1

Objetivos do capitulo Questoes
Resolver situacdes-problema que envolvam a proporcéo le2
entre segmentos.
Identificar figuras planas semelhantes. 3e4
Resolver situacdes-problema que envolvam a semelhanca 566
de figuras planas.
Resolver situagdes-problema que envolvam a relagao pitagérica 789610
e as demais relagdes métricas no triangulo retdngulo. o

Q1- Considere m, n e p trés retas paralelas e s e t duas
transversais. As retas paralelas determinam dois seg-
mentos sobre a transversal s, AB e BC, tais que AB = x
e BC = x + 1. Sobre a transversal t, as paralelas deter-
minam os segmentos DE e EF, na mesma ordem, de tal
modo que DE = 2x + 10 e EF = 4x + 4.

a) Faca um esquema para representar essa situacao.
b) Determine o valor de x.
c) Calcule a medida dos segmentos AB, BC, DE e EF.

Q2- (UFU-MG) Uma area delimitada pelas Ruas 1 e 2 e pelas
Avenidas A e B tem a forma de um trapézio ADD’A’, com
AD = 90m e A’D’ = 135 m, como mostra o esquema da
figura abaixo.

Avenida B

Avenid

A B C D
Rua 1

Tal area foi dividida em terrenos ABB’A’, BCC'B’e CDD’C’,
todos na forma trapezoidal, com bases paralelas as ave-
nidas tais que AB = 40 m, BC = 30 m e CD = 20 m. De
acordo com essas informacoes, a diferenca, em metros,
A’B’= C’D’ é igual a

a) 20

b) 30

c) 15

d) 45

Q3

(Fatec-SP) Um formato de papel usado para impressoes e
fotocopias, no Brasil, € o A4, que faz parte de uma série
conhecida como série A, regulamentada internacional-
mente pelo padrao ISO 216. Essa série criou um padrao
de folha retangular que, quando seu lado maior é dobra-
do ao meio, gera um retangulo semelhante ao original,
conforme ilustrado.

ADILSON SECCO

l b% |

Considerando uma folha da série A, com as dimensoes
indicadas na figura, pode-se afirmar que

a) x =2y
b) x = y\2
c)x=y
d) y=x2
e) y=2x

Q4- Considere trés poligonos, I, II e III, de modo que I seja
semelhante a II e II seja congruente a III. O que se pode
afirmar do poligono I em relacao ao poligono III?

NELSON MATSUDA


http://www.portaltransparencia.gov.br/entenda-a-gestao-publica/orcamento-publico
http://www.portaltransparencia.gov.br/entenda-a-gestao-publica/orcamento-publico
https://www.youtube.com/watch?v=pa-ZCTQDaVI

Q5- Os triangulos a seguir sao semelhantes e apresentam al-
guns lados cujas medidas sao desconhecidas. Determine
essas medidas.

8,1
23 3.1
6,9
y
X

Q6- (UFJF-MG) Uma folha de papel retangular (Figura 1) é
dobrada conforme indicado na Figura 2 abaixo:

ADILSON SECCO

Figura 1 Figura 2

A area do triangulo cinza-escuro na Figura 2, formado
apo6s a dobra da folha, mede, em centimetros quadrados

a) 31,50 d) 63,00
b) 34,65 e) 189,00
c) 47,25
Q7 - (Uece) A medida, em metros, do lado de um quadrado em
que o comprimento de cada uma das diagonais ¢ 2 m €
igual a
a) 2.2
V2
b) 3
c) V2
d) 32
Q8- (Enem) Construir figuras de diversos tipos, apenas

dobrando e cortando papel, sem cola e sem tesoura, €
a arte do origami (ori = dobrar; kami = papel), que tem
um significado altamente simbélico no Japao. A base
do origami ¢ o conhecimento do mundo por base do
tato. Uma jovem resolveu construir um cisne usando
técnica do origami, utilizando uma folha de papel de
18 cm por 12 cm. Assim, comecou por dobrar a folha
conforme a figura.

A 18 cm B
A 12 cm
E  12cm C

Apoés essa primeira dobradura, a medida do segmen-
to AEé
a) 2422 cm
b) 63 cm
c) 12 cm
d) 65 cm
e) 1242 cm

Q9- Considere o triangulo ABC, retangulo em B. Sabe-se que o
cateto AB mede 9 cm e que a hipotenusa AC mede 15 cm.

B

9cm

ADILSON SECCO

Af
' 15cm '

Calcule:

a) a medida do cateto BC;

b) a medida h da altura em relacao a hipotenusa;

c) as medidas m e n das projecoes dos catetos sobre a
hipotenusa.

Q10- (ESPM-SP) Num triangulo retangulo de hipotenusa a e

catetos b e ¢, a medida da altura relativa a hipotenusa é
a a

; = a
igual a 4. O valor da expressao b-c+a'c+a-b
€ igual a: 5
a) 1 d) v
b) 2 1

1 e) =
C) 5 8

Resolucoes da avaliacdo 1

Q1-a) s t

(v+]
\x

N
x

g ar
—
o

>
ADILSON SECCO

x+1 4x+4
¢ F
! N P
X 2x +10
==—-= +4)=(x + +
b) =5 = S 2 XX+ =(x+DR2x+10 =
=2x2-8x—-10=0=>x=5
c) AB=5

BC=x+1=6
DE = 2x + 10 = 20
EF=4x +4 =24

A 40 m

B 30m C20mD

L 5!

‘ 90 m ‘
AB _A'B' __ 40 _ AB' e
AD ~AD ~90 135 — AB =60
€D _ CD' 20 _ CD' _ oy
A0 - AD 90 135 P =30

Portanto: A’'B'- C’'D’= 60 m -30 m = 30 m
alternativa b

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA
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Q3-

Q4-

Q5-

Q6-

Q7-

Q8-

Qo-

A folha de dimensodes x e y é semelhante a folha de di-
mensoes 5 e y, como ilustra a figura.

N %
N %

&
2

N |%

X
y i y ~
X

Assim, temos:

%:%:X:yﬁ,poisx,y>0.

2

alternativa b

Se os poligonos I e II sdo semelhantes, os angulos cor-
respondentes sao congruentes.

Como os poligonos II e III sdo congruentes, os angulos
correspondentes sao congruentes.

Assim, os poligonos I e III tém angulos correspondentes
congruentes. Portanto, podemos afirmar que esses po-
ligonos sao semelhantes.

Escrevendo as razoes entre as medidas dos lados, temos
as seguintes proporg¢oes:

Assim

23 _ 31 _53¢-21,39=x=93

6,9 X

2,3 _ Yy _ —

. =1 =D,7
9 8.1 = 6,9y 8,63 >y ,

Pela semelhanca de triangulos, temos:

9_6_+-105

x 7
10,5 - 9
2

Logo, a area é€: = 47,25

alternativa c

Do teorema de Pitagoras, temos: 22 = x2 + x2= x = /2
alternativa c

B
12 cm
6 cm
12 cm C

A partir da figura, podemos concluir que, apds essa pri-
meira dobradura, a medida do segmento AE é calculado
por:

AE? = 6% + 122 = AE® = 180 = AE = 6.5

alternativa d

a) BC?+ 9%2=15>= BC? =144 = BC = 12
Portanto, o cateto BC mede 12 cm.

h _12 L ,_9-12 _,_36
MWg=1>h="1 =2h=75
Logo, hmedes—B6 cm.
2 . _ 144 _ 48
c)12°=15-m=m I5 =m 5

2 _15. - 81 - 27
9°=15-n=n 15$n 5
48 27

Assim, m e n medem - cm e 5 cm.

Q10- Usando a relacao métrica a-h = b - ¢, temos:

a b c  _ a’+b*+c* _
b.c a-c  a-b a-b-c
_ a+a® _ 22 _ 2 _1

a-*a-h a - h 4 2

alternativa c

Avaliacao 2

Objetivos do capitulo Questoes
Resolver situagdes-problema que envolvam a proporc¢ao 1e2
entre segmentos.
Identificar figuras planas semelhantes. 3e4
Resolver situagdes-problema que envolvam a semelhanca 566
de figuras planas.
Resolver situacdes-problema que envolvam a relagao
pitagorica e as demais relagdes métricas no triangulo 7,8,9e10
retangulo.

Q1- Um arquiteto esta desenhando a planta de um saldo

comercial cujas medidas reais sao 4 m de comprimento

e 3,25 m de largura.

a) Sabendo que essa planta esta sendo desenhada na
escala 1 : 200, responda: que medida, em centimetro,
devera ter os segmentos que representam o compri-
mento e a largura dessa sala?

b) Se o arquiteto esta usando uma régua graduada, cuja
menor divisao € o milimetro, essa escala € a ideal para
representar esse salao? Justifique sua resposta.

Q2- (Cotil) Com a urbanizacao, as cidades devem melhorar

sua infraestrutura, como, por exemplo, fazendo mais vias
asfaltadas. Sendo assim, a figura abaixo mostra a rua B,
que precisa ser asfaltada do ponto P até o ponto Q. Na rua
A, ja asfaltada, ha trés terrenos com frente para a rua B
e para a rua A. As divisas dos lotes sao perpendiculares a
rua A. As frentes dos lotes 1, 2 e 3, para a rua A, medem,
respectivamente, 10 m, 25 m e 30 m. A frente do lote 2
para a rua B mede 32 m.

Q
/‘y/
Rua B
32m
P
10 m 25m [ 30m ol
Rua A

Quantos metros de asfalto serao necessarios?
a) 65 m

b) 72 m

c) 38,4 m

d) 83,2 m

e) 84,0 m



Q3 - (UFRGS-RS) Considere as areas dos hexagonos regulares A
e B inscritos, respectivamente, em circulos de raios 1 e 4.
A razao entre a area do hexagono A e a area do hexa-

gono B é:

a) % c) % e) 1
1 1

b) 8 d) 5}

Q4- Sabendo que a malha quadriculada a seguir ¢ composta
de quadrados cujos lados medem uma unidade, pode-se
afirmar que os dois trapézios desenhados sao semelhantes?
Justifique sua resposta.

ADILSON SECCO

Q5 - (UPE) Os lados de um triangulo medem, respectivamente, 5 cm,
7 cm e 8 cm. Quais sdo as respectivas medidas dos lados de
um triangulo semelhante a este cujo perimetro mede 0,6 m?
a) 15cm, 21 cm e 24 cm d) 11 cm, 23 cm e 26 cm
b) 12 cm, 22 cm e 26 cm e) 16 cm, 18 cm e 26 cm
c) 18 cm, 20 cm e 22 cm

Q6- (Unicamp-SP) A figura abaixo exibe um triangulo com lados
de comprimentos a, b e ¢ e angulos internos 6, 26 e f.

C

a) Supondo que o triangulo seja isésceles, determine
todos os valores possiveis para o angulo 6.
b) Prove que, se c = 2a, entao § = 90°.
Q7 - No esquema a seguir, o quadrado A tem 81 cm? de area,
o quadrado B tem 144 cm? de area e o quadrado C tem
225 cm? de area.

w
ADILSON SECCO

a) Sabendo que cada lado do triangulo é congruente a um
lado de um dos quadrados, como pode ser verificado na
figura, determine a medida dos lados desse triangulo.

b) Mostre que o triangulo é retangulo.

Q8- (Enem)

.30 cm,,

corrimao

1

Na figura acima, que representa o projeto de uma escada
com 5 degraus de mesma altura, o comprimento total do
corrimao € igual a

a) 1,8 m d) 2,1 m
b) 1,9 m e) 2,.2m
c) 2,0m

Q9- Determine os valores de x e de y para que o triangulo
maior tenha o dobro da area do triangulo menor.

\
ol L y
A CE———

16 cm

ADILSON SECCO

Q10- (Enem) Quatro estacoes distribuidoras de energia A, B,
C e D estao dispostas como vértices de um quadrado de
40 km de lado. Deseja-se construir uma estacao central
que seja ao mesmo tempo equidistante das estacoes A e
B e da estrada (reta) que liga as estacdes C e D. A nova
estacao deve ser localizada

a) no centro do quadrado.

b) na perpendicular a estrada que liga C e D passando
por seu ponto médio, a 15 km dessa estrada.

c) na perpendicular a estrada que liga C e D passando
por seu ponto médio, a 25 km dessa estrada.

d) no vértice de um triangulo equilatero de base AB,
oposto a essa base.

e) no ponto médio da estrada que liga as estacoes A e B.

Resolucodes da avaliacdo 2

Q1- a) Com relacao a medida do comprimento, cada 1 cm
da planta equivale a 200 cm de distancia real. Entao,
400 cm na realidade correspondem a 2 cm no desenho.
Considerando a medida da largura, temos, em relacao a
escala usada, 325 cm de distancia real, que equivalem

a 1,625 cm na planta.
b) Nao, pois o arquiteto tera dificuldade para representar
algumas medidas usando uma régua graduada co-
mum, que apresenta o milimetro como a menor divisao.

Q2- De acordo com o teorema de Tales, podemos escrever que:
32 _ 25 _
PQ 10725 r30 — P9 =832
alternativa d

Q3- A razao entre as areas de duas figuras semelhantes é o
quadrado da razao de semelhanca.

AP =L

Logo: ( 4) =16

alternativa a

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA
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Q4- Escrevendo as razdes entre as medidas dos lados pa-

ralelos dos trapézios correspondentes, temos % @ %

Escrevendo a razao entre as medidas de um par de lados
~ 2 3
nao paralelos dos trapézios correspondentes, temos -
Como as trés razoes nao sao iguais, podemos concluir

que os trapézios nao sao semelhantes.

Q5- Sejam a, b e c as medidas dos lados do triangulo seme-
lhante, em centimetro. Logo, como o perimetro do triangulo
que queremos encontrar mede 0,6 m = 60 cm, temos:

a_b_c¢c_a+bt+tc a_b_c_ 60 _
5 7 8 5+7+8 5 7 8 20
a =15
=3 b =21
c =24

alternativa a

Q6- a) O triangulo é isésceles se B = 6 ou B = 26. Logo, temos:
—sef =0, entao 40 = 180° = 6 = 45°;

—se = 26, entao 56 = 180° = 6 = 36°.
Considerando P o encontro da bissetriz de ABC com
o lado AC, os angulos MBP e MAP sio congruentes,
e podemos concluir que o triangulo ABP ¢ isosceles

de base AB. Considerando M o ponto médio de AB,
entao BM = 27(1 =a e MP é perpendicular a AB. Como

BC = a, BP é lado comum e MBP e CBP sio iguais,
o que leva a congruéncia dos triangulos MBP e CBP
(caso LAL).

b

—

g
B M A
Portanto, § = 90°.

Q7- a) A area do quadrado A é igual a 81 cm?; logo, seu lado
mede 9 cm. A area do quadrado B € igual a 144 cm?;
entao, seu lado mede 12 cm. Considerando o quadra-
do C, cuja area € igual a 225 cm?, verificamos que seu
lado mede 15 cm.

Assim, concluimos que os lados do triangulo medem
9cm, 12 cm e 15 cm.

b) Considerando que os dois lados menores sejam os
catetos e o lado maior, a hipotenusa, vamos verificar
se o teorema de Pitagoras € valido para esse triangulo:
9% + 122 = 15% = 81 + 144 = 225 = 225 = 225
Como o teorema de Pitagoras € satisfeito, esse triangulo
€ retangulo.

Q8- Na figura, x € a hipotenusa do triangulo ABC.
30cmB

90 cm

ol 30cm
A 5-24m = 120 cm @«

Entao, pelo teorema de Pitagoras, temos:

X2 =902+ 1202 = x = 150

Portanto, o comprimento total do corrimao, em metro, é:
1,5+2-0,3=2,1

alternativa d

Q9- Representando por a a medida do cateto do triangulo
maior, cuja medida nao foi dada, temos:
a*+16%=20>= a= 12

Logo, esse cateto mede 12 cm.

Sabemos que a area do triangulo maior € igual ao dobro

da area do triangulo menor, entao:

16 -12
2

=2- x;y =xy=96 (I)
Analisando os triangulos, podemos concluir que eles sao
semelhantes. Logo:

12

L2 16y
y

-4y
5 =X = 3 (D)

:%:IZX:IGy:x:

De (I) e (II), temos:

%—y-y=96:>y2=72:>y=6\/§

x=—4'g\/§ = x =82

Portanto, os catetos y e x medem 6\/5 cm e 8\/5 cm.

Q10- Organizando os dados do problema na figura, em que P
€ o ponto de construcao da estacao, temos:

D 20 20 C
o
X ix
H »7772—0—7—3‘\’0
Weri o
A B

Pelo teorema de Pitagoras no triangulo APH, obtemos:
x? = 20% + (40 - ¥? = 80x = 2000 = x = 25

Entao, a nova estacao sera construida na perpendicular
a estrada que liga C e D, passando por seu ponto médio,
a 25 km da estrada.

alternativa c

~ Capitulo 2 - Trigonometria no
triangulo retangulo

Avaliacdo 1

Objetivos do capitulo Questoes
Identificar e calcular razes trigonométricas no le2
triangulo retangulo.
Resolver problemas que envolvam razbes
eI s 3,4,56,7¢8
trigonométricas.
Usar uma tabela trigonométrica ou uma calculadora 9e10
para obter as razdes trigonométricas.




Q1- Reuna-se com trés colegas para resolver esta atividade. Q5- (Cotil) O prefeito de uma cidade turistica pretende cons-

Considerem o seguinte triangulo ABC, retangulo em C. truir um teleférico unindo o parque cultural ao topo de
uma montanha de 200 m de altura, como mostra a figura
abaixo. Considerando que a plataforma de embarque do
teleférico deve estar a uma altura de 5 m do chao e que
o pico da montanha possa ser observado sob um angulo
de 30°, determine a distancia percorrida pelo teleférico
do ponto de embarque ao topo da montanha.

- 3V6 A /\z?

B

3v2

’ \
a) Calculem sen o, cos o e tg o. \/ S\ -
. . : (7 / m =
b) Com base apenas nos resultados obtidos no item an %,u//%/// 7\ = )
terior, sem fazer calculos, determinem sen B e cos B. ,g?j\ﬁwm %//\/ \“”' I 'Nﬂu Y ‘ﬂm
c) Determinem o valor de tg B, considerando os valores e N ‘c;)@bp Mo, {V&f“ ™ % ‘@;WQ

de sen f e cos B obtidos no item b.

d) Com um transferidor, mecam os angulos o e B. Em a) 350 m
seguida, obtenham os valores de seno, cosseno e tan- b) 370 m
gente desses angulos. ¢) 390 m

d) 410 m

e) Comparem os valores encontrados nos itens a, b e ¢

com os calculos do item anterior. Q6- (Cesgranrio-RJ) Uma rampa plana, de 36 m de compri-

mento, faz angulo de 30° com o plano horizontal. Uma

Q2- (Uece) As diagonais de um retangulo dividem cada um
pessoa que sobe a rampa inteira eleva-se verticalmente a:

de seus angulos internos em dois angulos cujas medidas

sao respectivamente 30° e 60°. Se x € a medida do maior a) 6J3 m

lado e y € a medida do menor lado do retangulo, entao a b) 12m

relacao entre xe y € <) 13,648

b) x2-2y? =

c) x? -6y = Q7 - (PUC) Burj Khalifa, localizado em Dubai, é considerado
d) x*>-3y* = o edificio mais alto do mundo, com cerca de 830 m.

A figura ao lado da fotografia representa a extensao vertical

Q3- (Enem) Para decorar um cilindro circular reto, sera usada i
desse edificio altissimo, dividida em 8 niveis igualmente

uma faixa retangular de papel transparente, na qual esta

. . espacados.
desenhada em negrito uma diagonal que forma 30° com pag
; . . - 6

a borda inferior. O raio da base do cilindro mede 7 oM. §
o
e ao enrolar a faixa obtém-se uma linha em formato de 2
- ; E
hélice, como na figura. 2
[%2)
<l i 3
~o o
h <
=

Figura fora de escala

- 124730°

O valor da medida da altura do cilindro, em centimetro, é
a) 364/ 3

b) 243

c) 43

d) 36

e) 72 Dado: adote /3 = 1,73 em suas contas finais.

60°P
300 m ‘

Utilizando os dados fornecidos, um feixe de laser emitido
a partir do ponto indicado na figura por P atingiria a colu-
na central do Burj Khalifa, aproximadamente, na marca

Q4- Uma folha de papel foi dobrada conforme o esquema:

2 L] g a) N5
6 g b) N6 é
2 c) N7 g
ol [-] 5 2 d) N4 3
20 e) N3 z
a) Determine as medidas x, y e z do triangulo formado Q8- (Unifesp) De acordo com a norma brasileira de regulamen- g
com a dobra. tacdo de acessibilidade, o rebaixamento de cal¢cadas para £
b) Calcule sen a, cos o e tg o. travessia de pedestres deve ter inclinacao constante enao =



superior a 8,33% (1:12) em relacao a horizontal. Observe
o seguinte projeto de rebaixamento de uma calcada cuja
guia tem altura BC = 10 cm.

a) Calcule a medida de AB na situacio limite da regula-

mentacao.

b) Calcule o comprimento de AC na situacdo em que a
inclinacdo da rampa € de 5%. Deixe a resposta final

com raiz quadrada.

Q9- Usando a tabela de razoes trigonométricas, determine os
valores de x e de y indicados no triangulo a seguir.

o

]

& y

3 X

5

< 230
20

Q10- (Famerp-SP) Duas equipes de escavacao vao perfurar
um tunel AB em uma montanha, sendo que uma delas
partira de A e a outra de B, a fim de se encontrarem. Para
cavar nas diregoes corretas os engenheiros precisam
determinar as medidas dos angulos o e f, indicados na
figura, que essa direcdo forma com as retas perpendi-

culares AC e BC, respectivamente.

14 m

Dados:

Fora de escala

X 634° | 68,2° | 716° | 74°

76°

tgx | 2 2,5 3 35

4

B sao, respectivamente, iguais a
a) 18,4°e 71,6°

b) 21,8° e 68,2°

c) 14° e 76°

d) 26,6° e 63,4°

e) 16° e 74°

XXXVI

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

De acordo com o projeto e com os dados fornecidos, o e

Resolucoes da avaliacdo 1

Q1- a) Calculando a medida da hipotenusa, temos:

(3V6) + (3y2) = AB? = AB=6J2

Assim:
senoc=£=L
6J2 2
cos g = 36 _ 3
642 2
tga:ﬂ:ﬂ
3J6 3
b) sen[5=cosoc=§
cos[3=senoc=%
REN
tgp= 2= .23

[\'J|'—4’

d) o = 30°e B = 60°
Assim:
sen 30° = %; cos 30° = g; tg 30° = g

sen 60° = %; cos 60° = %; tg 60° = /3

e) Espera-se que os estudantes percebam que os valores

encontrados sao iguais.

Q2- Cada diagonal divide o retangulo em dois triangulos
retangulos congruentes, cujos angulos agudos medem
30° e 60°. Como o maior lado se opde ao maior angulo,

temos:

2
tge0c =X 3 =X (B =|X| o
goor = = * -, (43) (

=x> -3y =0

alternativa d

Q3- O comprimento da circunferéncia da base do cilindro é:

on-8-12
i

A segunda figura sugere que o papel transparente deu
seis voltas no cilindro e, portanto, o comprimento do

retangulo é de 6 -12 = 72

Dessa forma: tg 30° = S 3 = h=243

72 3
alternativa b

Q4- a) Amedida x representa a largura da folha; logo: x = 16.
A medida y € parte do comprimento da folha; entao:

y+12=20=y=8
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

162 + 82 =22 = 22 =320 = z =85

b) sena:izﬁ
85 5
8 B
COS 0L = —— = ——
85 5
16
=22 =9
tg a 8



Q5- Organizando os dados na figura, temos: Avaliacdo 2

Q9- cos 23° =

519:1038,75 =5
alternativa a

Q8- a) Na situacao limite, em centimetros, temos:

BC _ 1

BC 10 _ 1
AB 12

E_E: AB = 120

b) Na situacao em que a inclinacao € de 5%, temos:

BC_ 5 410 1 -
AB =100 — AB 20 — 4B =200

Usando o teorema de Pitagoras, temos:
AC? = AB? + BC? = AC = 104/401

20 20

= 0,9205 = =y =21,73

o S = X =
tg 23 50 = 0,4245 20 — % 8,49

Q10- Temos:

AC=3+14+1=18
BC=20-14=6

Assim:

- AC _18 g o
tgp= BC:>th =% =pB= 71,6
=90 - B = 0=90 — 71,6 = a=18,4

alternativa a

Q3-

Objetivos do capitulo Questoes
Identificar e calcular razdes trigonométricas no 1e2
195 m X triangulo retangulo.
Resolver probl.emas que gnvolvam razoes 3,4567¢8
trigonométricas.
ol 30° Usar uma tabela trigonométrica ou uma calculadora 9¢10
""""""""""""""""""""" para obter as razdes trigonométricas.
5m - 5m
- Q1- Determine o valor de x e de y indicados na figura.
sen30°=ﬁz>i=&:x:390 1
X 2 X
alternativa c
o
Q6- Considerando o comprimento da rampa (36 metros) e sua 8
angulacao (30°), temos: y g
o 1 _ N - 2
sen30—36:>2—86:>h—18 =)
alternativa e 1B 609 30°
Q7 - A medida de cada nivel sera: 830 : 8 = 103,75 ! X ! 16 '
Nsﬁ)l Q2- (IFPE) Apos a instalagao de um poste de energia, ha
N a orientacao de que ele fique apoiado por um periodo
! de 48 horas, apos a sua fixacao no terreno, por meio de
Ng 4 cabos de sustentacao. A figura a seguir ilustra um
Ns desses cabos:
Figura fora de escala .
Na B o
T
N; = 60°
N, E
N, 10 m i
Ny | 60 ‘ :
‘ 300 m ‘ B :
Na figura, temos:
tg 60° = h = 519 Sabendo que o cabo de sustentacao do poste forma um
300 angulo de 60° com a vertical e que ele esta conectado ao
Assim: poste a uma altura de 10 metros, determine o compri-

mento minimo do cabo.

a) 10 m d) 20 m
b) 5m e) 12m
c) 25m

(Enem) Um baldo atmosférico, lancado em Bauru (343
quilometros a Noroeste de Sao Paulo), na noite do ultimo
domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiaba Paulista, na
regiao de Presidente Prudente, assustando agricultores
da regido. O artefato faz parte do programa Projeto Hibis-
cus, desenvolvido por Brasil, Franca, Argentina, Inglaterra
e Italia, para a medicao do comportamento da camada de
0zonio, e sua descida se deu ap6s o cumprimento do tempo
previsto de medicao.

Disponivel em: <https://arquivo.correiodobrasil.com.br/balao-

atmosferico-assusta-moradores-de-bauru/>. Acesso em: 1° jun. 2020

Balao

60°
1,8 km A

30°
3,7 km B
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Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o balao.
Uma estava a 1,8 km da posicao vertical do balao e o
avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km
da posicao vertical do baldo, alinhada com a primeira, e
no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou
sob um angulo de 30°. Qual a altura aproximada em que
se encontrava o balao?

a) 1,8 km d) 3,7 km
b) 1.9 km e) 5,5 km
c) 3,1 km

Q4 - (Insper) O quadrilatero ABCD indicado na figura possui an-

gulo reto em A, um angulo externo de 60° em B e trés lados
de medidas conhecidas, que sao AB = 7 cm, BC = 6 cm
e CD = 12 cm.

A 7 cm B
a

D

Nesse quadrilatero, a medida de AD, em centimetros, é
igual a

a) 3(2 + 3)
b) 211 + 343

¢) 2(/IT +/3)
d) 93

e) 1243

Q5- Em certo horario do dia, a sombra de um poste, projetada

pelo Sol, tem 25 m de comprimento. Sabendo que nesse
horario os raios solares formam um angulo de 45° com
o solo, determine a altura desse poste.

raio solar
poste

457

sombra do poste

Q6- (FGV) A figura abaixo mostra a trajetéria de Renato com

seu barco.

Norte

50°

A

Renato saiu do ponto A e percorreu 10 km em linha reta,
até o ponto B, numa trajetdria que faz 50° com a dire¢ao

Q7-

Q8-

Q9-

norte. No ponto B, virou para o leste e percorreu mais
10 km em linha reta, chegando ao ponto C. Calcule a
distancia do ponto A ao ponto C. Dados: sen 20° = 0,342,
cos 20° = 0,940.

(Uerj) Na figura abaixo, observa-se o retangulo ABCD, que
contém o triangulo retangulo DEF, no qual DF = 1.

c E B
) F
B
o
D A

Considerando os angulos EDF = o e CDE = p, determine
o comprimento do lado DA em funcao de o e B.

(Uece) Uma pessoa, com 1,7 m de altura, esta em um
plano horizontal e caminha na direcao perpendicular a
um prédio cuja base esta situada neste mesmo plano.
Em certo instante, essa pessoa visualiza o ponto mais
alto do prédio sob um angulo de 30 graus. Ao caminhar
mais 3 m, visualiza o ponto mais alto do prédio, agora
sob um angulo de 45 graus. Nestas condi¢ées, a medida
da altura do prédio, em metros, é aproximadamente
a) 5,6

b) 6.6

c) 7.6

d) 8,6

Na entrada de uma loja esta sendo projetada uma rampa,
conforme mostra o esquema a seguir.

entrada

rampa (y)

comprimento horizontal (x)

Se a rampa deve ter 10% de inclinacao, determine:

a) o comprimento horizontal (x) dessa rampa;

b) o angulo de inclinacao o; (Dica: Consulte a tabela de
razoes trigonométricas.)

c) o comprimento (y) aproximado da rampa.

Q10- Do alto de um prédio de 40 m de altura, um observador vé

um carrinho de pipoca e uma barraca de pastel alinhados
com a entrada do prédio. Eles estao representados, no
esquema a seguir, pelos pontos A e B, respectivamente.

40 m

L

Usando uma calculadora, determine:
a) a distancia entre o carrinho de pipoca e o prédio;

b) o valor do angulo f, considerando que AB = 11 m.



Resolucoes da avaliacdo 2

_ oo Y N3 __y
Q1-1tg30 x +16 = & x +16

S y= XSG

tg 60° = % - J3 = % = y=xJ3 ()

De (I) e (II), temos:

xJ3 = —X\/§ +316‘/§ = 3x/3 =xJ/3 +16J3 =
= 2xJ3 =163 = x =8

Como y = x+/3, entao y = 8/3.

Portanto, x =8 e y = 8/3.

Q2- Considerando x o comprimento do cabo, em metro, temos:

cos60° =10 L 10
x 2

= x =20
alternativa d
Q3-Sendo ha altura em que se encontrava o balao, temos:

tg 60° = 1g :J—— —:>h 3.1
alternatlva @

Q4- Em centimetro, temos:

A 7 B
aj 0°
6
30
Es
aj F C
12
D
L_CF _ 1 _CF _
sen 30° = & = 5 5 = CF
5 V3 _
COSSO—R27—?23F 3\/_

No triangulo CDE, retangulo em E, temos:
EC2 + ED?= CD? = 102 + ED? = 122 = ED = 2 J11
Por fim, temos: AD = AE + ED = AD = 343 + 2J11
alternativa b

Q5- Representando a medida da altura do poste por x, temos:

o= X = 2L =
tg 45 25 = s — Yt 25
Portanto, o poste tem 25 m de altura.
Q6- Norte
B 10 km C

AM

cos 20° = W:AM— 10 - cos 20°

Logo: AC=2+-AM= AC=2-10-0,940 = AC = 18,8
Q7-m (CDR = (o + p)

m (AFD) = (o + B)

Assim, do AADF, temos: sen (o + ) = = =

=sen (o + B) = DIA — DA =sen ( 0L+B]

Q8- Seja h a altura do prédio, entao:

h—17 B
h—1,7+3

alternativa a

tg 30° =

Q9- a) Como a rampa deve ter 10% de inclinacao, para cada
10 m de altura serao necessarios 100 m de compri-
mento horizontal. Logo, x = 25, ou seja, para 2,5 m
de altura serao necessarios 25 m de comprimento

horizontal.
b) tg o = % ~0.1.

Consultando a tabela, verifica-se que tg 6° = 0,1051.
Logo, pode-se aproximar o valor de o para 6°. Assim,
o= 6°.

2.5 T5z>y=23,92

c) senoc—T = 0,1045 =
Logo, a rampa tem cerca de 23,92 m de comprimento.

Q10-a) Representando a distancia entre o carrinho de pipoca
e o prédio por x, temos:

tg 63° = 470 = 1,96 =

—:>x~2041

Portanto, a distancia entre o prédio e o carrinho de
pipoca €, aproximadamente, 20,41 m.
b) Se AB = 11, entao a distancia entre a barraca de pastel
e o prédio é: 20,41 + 11 = 31,41
40
31,41

Assim: tg B = =tg B =127 = B = 52°

 Capitulo 3 - Ciclo trigonométrico e
trigonometria em um triangulo qualquer

Avaliacao 1

Objetivos do capitulo Questoes
Calcular o comprimento e a medida de um arco, em le2
grau e em radiano.
Conhecer o ciclo trigonométrico e os arcos simétricos. 3
Ampliar as razées trigonométricas para angulos 4e5
maiores que 90°.
Estender a relagdo fundamental da trigonometria para 6
o ciclo trigonométrico.
Aplicar a lei dos senos e a lei dos cossenos. 7,8,9e10

Q1- O péndulo de um relégio de parede descreve um angulo
de 60°, e sua extremidade percorre um arco AB. Calcule o
comprimento desse arco, sabendo que o péndulo tem
0,60 m de comprimento.

Q2- (Eear) Gabriel verificou que a medida de um angulo é :1))(1)5

rad. Essa medida € igual a
a) 48°
b) 54°
c) 66°
d) 72°

Q3- Resolva as equacoes, com x € [0, 2x].
a)2-senx++3 =0

b) 3- tg(X*G) 3 =0

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA



Q4- (Colégio Naval) Observe a figura a seguir. Q10- (Unicamp-SP) A figura abaixo exibe um triangulo isésce-

- les com dois lados de comprimento a = 5 cm e um dos
cm

angulos internos igual a 6, em que cos 6 = %

12 cm

A figura acima representa o trapézio escaleno de altura
6 cm, com base menor medindo 13 cm, um dos angulos

internos da base maior medindo 75° e lado transversal b) Determine o comprimento do raio da circunferéncta
circunscrita a esse triangulo.

a) Calcule a area desse triangulo.

oposto a esse angulo igual a 12 cm. Qual € a area, em
cm?, desse trapézio?

a) 120 Resolucoes da avaliacao 1
b) 118
c) 116 Q1- 360° — 2m - 0,60 _ 60°-2rn - 0,60 0.628
d) 114 600 — x [T FT T 360° B \
e) 112
tg BT 4 os OT O péndulo descreve um arco de aproximadamente 0,628 m.
~ 6
(el Cellenlle © EllDs €8 ErpiEEai sen L& ’ Q2- Sabendo que n rad equivale a 180°, temos:
6
S 3 - 180° s
Q6- Sendo cos o = % e oo um arco do QIV, determine: % rad = ~—10 - 54
a) sen o b) tg o alternativa b
Q7 - (Fuvest-SP) O paralelepipedo retorretangulo ABCDEFGH, Q3-a) 2-sen x+ \/_ =0
representado na figura, tem medida dos lados AB = 4, 3 _ 4n _ Bn
BC=2eBF=2. senx———2 ﬁx—?oux—?
H G
, Portanto, § =1 4% 5Tl
: 3 4
E E b4 i \/§
- b)3-tg|x——|-B =0=tg|x——|=L
! F ) g(x 6) 3 =0= g(x 6) :
'.D --------------------- C Os arcos cuja tangente € g medem % ou %
Assim:
A B , P _T _2r_=r
) *“6° 6 "6 3
O seno do angulo HAF é igual a n_ 7T 8T 4w
1 5 F X" 66> "6 "3
a) — d) =
25 V5
T 4T
Portanto, § = (&, ——
b L R 3° 73
V5 J10
5 Q4- Organizamos os dados na figura a seguir:
@) =—=% 13
) o & o ®¥;: | - cm
Q8- (Ifal) Um triangulo possui lados iguais a 6, 9 e 11. O 12 cm
cosseno do maior angulo interno desse triangulo é: 6¢ 6 6
11 o
a) E | 75 - -
1 X 13 cm y
"'z tg 45° + tg 30
o_ 6 o oy = 6 g45° +1g30° 6
o 26 tg75—x:>tg(45 + 30°) x =~ T-1g30°- (gd5° ~ x
33
2 Logo: x =12 -6+ /3
d -57 Calculando o valor de y, temos:
5 Y+62=122=y=6-.3

E a medida da base maior € dada por:

Q9- (Uece) Se as medidas de dois lados de um triangulo sao X+13+y=12-6- 5 +13+6-y3=25

respectivamente 7 m e 5 J2 m e se a medida do angulo

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA

entre esses lados é 135°, entio, a medida, em metros, do Portanto, a sua area A ¢ dada por:
terceiro lado é (25+13) - 6
A= ——— =114
a) 12 c) 13 2
b) 15 d) 14 alternativa d



Q5 tgﬁ-s-cos% l—ﬁ
7 - 12 I =
i =2
sen 5 5
_ 8
Q6- a) cosoc—g,ocEQIV
2 =1-9 _ 16
sen” o = 1 55 55
Como o € QIV, temos sena:f%.
4
4
b) tga= 9 = -=
) tg 3 3
5
Q7-
H G
e/ 1
;0 F
X
§  PeocecogBrcccaas ===z
‘a, By ¢
2
A 4 B

AABFy2:42+22:}y2:20:y=2Jg
AEHF: z2 =42+ 22 = 22=20 = z= 2.5

AEHA: x2 =22+ 225 X =8 = x = 22

Entao, pela lei dos cossenos, temos:

1
z?=x?>+y?-2-x-y-cosa=cosa=——
y y o
E pela relacao fundamental, temos:
3
sen’a + cos?a=1=sena= —
J10

alternativa e

Q8- Notamos que esse triangulo nao € retangulo, pois nao é
pitagorico.
Assim, aplicando a lei dos cossenos, temos:
a=b+2-2-b-c-cos=112=92 +62-2-9-
-1

-GCosezcosezﬁ

alternativa b

Q9- Considerando x a medida do terceiro lado, aplicando a
lei dos cossenos, temos:
x2=72+ (52)2-2:7+52 -cos 135° = x = 13
alternativa c
Q10-a) Como cos 6 = %, entao: sen?0 + cos?’0 =1 =sen O = %
Logo, a area S do triangulo, em cm?, é dada por:

g=a-a-senb _ 4

b) Sendo x a medida do 3¢ lado, temos:
XC=a+a?-2+-a-a-cos = x=+20 =25
Considerando r a medida do raio da circunferéncia
circunscrita ao triangulo, em centimetro, temos:

5:5:2,5 - = 5.5

4r 4

s=4"7"% =10 =

Avaliacao 2

Objetivos do capitulo Questoes
Calcular o comprimento e a medida de um arco, em le2
grau e em radiano.

Conhecer o ciclo trigonométrico e os arcos simétricos. 3

Ampliar as razdes trigonométricas para angulos 4506

maiores que 90°. !
Estender a relacdo fundamental da trigonometria para 7
o ciclo trigonométrico.
Aplicar a lei do senos e a lei dos cossenos. 8,9e10

Q1- Quanto mede o menor angulo formado pelos ponteiros
de um relégio as 5 h 40 min?

Q2- (Uece) Em um relogio analdgico circular usual, no mo-
mento em que esta registrando 10 horas e 35 minutos, a
medida do menor angulo entre os ponteiros indicadores
de horas e minutos é:

a) 108°
b) 107°30°
c) 109°
d) 108°30°

Q3- Resolva a equacao trigonométrica tg> x = 1, com 0 <

<x<2ZI

3¢

(UFPR) Considere o triangulo a seguir:

Q4

75° 60°

8cm
a) Quanto mede o angulo o?

b) Quanto mede x?

Q5- Em relagdo aos eixos xe y e a origem O, encontre os arcos
simétricos dos arcos de medida:

a) % rad

b) 320°

Q6- (IFCE) O valor de cos 105° é:

a) g

b)ﬁZ‘/g
c)\/_;/g
d)ﬁ;«/g

Q7 - Calcule o valor de y tal que y = cos x + sen x, sabendo
que tg x = —1 e que o arco x pertence ao 2° quadrante.

XLI

<
o
=}
@
<
=
=z
o]
(2]
—
w
4
@
[¥)
Q
(&3
2
o
=
2]
o}
2




ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

Q8- (Unicamp-SP) Considere o triangulo retangulo ABC exi-

bido na figura abaixo, em que AB = 2 cm, BC =
= 1lcme CD = 5 cm. Entdo, o angulo 6 € igual a

A

a) 15°
b) 30°
c) 45°
d) 60°

Q9- (UFRGS-RS) Na circunferéncia de raio 1, representada

na figura a seguir, os pontos M e N sao tais que o arco de
. T .
extremidades A e M mede = rad e o arco de extremidades

2
A e N mede —?n rad.

|

N

|

=
/o\é 5

A distancia entre os pontos M e N é
a) 2- V3

b) 2-.3

) 2+ 3

d 1
e)2 +.3

Q10- (UFJF-MG) Um terreno plano, em forma do quadrilatero

ABCD, possui um de seus lados medindo 90 m, os lados
AB e CD paralelos e dois angulos opostos medindo 30° e
60°. Além disso, a diagonal AC desse terreno forma 45°
com o lado CD.

A medida do menor lado desse terreno, em metros, é

452

a) 5 c) 153
d) 3043
b) 452‘/6 e) 9043

Resolucoes da avaliacdo 2

Q1- A medida do menor angulo formado
pelos ponteiros € igual a 90° — a.
60 min — 30°

40 min — o }:>(x=20

90 — a = 90° — 20° = 70°
O menor angulo formado pelos ponteiros mede 70°.

Q2- O menor angulo em tais condi¢oes € dado por: B = 90° +

+ o, em que o € a medida, em grau, que o ponteiro das

horas percorre em 35 min. Assim:

35 - 30° =

%= 760

o = 17°30’.

Portanto: B = 90° + 17°30" = B = 107°30°
alternativa b

Q3-tg?2x=1=>tgx=—-1loutgx=1

Para tg x = —1, temos:
—o9n-n=4=7% = TG
x=2n—n=4 74 oux= 3 S y 34

Para tg x = 1, temos:

= X = Ty T
X=goux=n+ 7 54
Como 0 = x =< % entao: x = %

Q4- a) o + 75° + 60° = 180° = o = 45°
b) Pela lei dos senos, temos:

X B 8 = .
sen60° ~ sends® X % V6
Q5- a) eixo x:
4n 67
2n = — = —
9 5 5
;) eixo y
Z 4n T
2 m— — = —
§ . 5 5
origem:
4rn I
JF — O —
B B
b) eixo x:
360° — 320° = 40°
eixo y:
(360° — 320°) + 180° = 220°
origem:
320° — 180° = 140°

Q6- cos 105° = cos (60° + 45°) = cos 60° : cos 45° — sen 60° -

- sen 45° = cos 105° = @

alternativa e

sen x sen x
Q7-tg x = ——— =—-1= sen x = —CcosS X
CcoSs x Ccos x
sen® x + cos*x =1
(—cos x)? + cos’x=1=2cos’x= 1= cos® x =L
2z 2
Como x € QII, temos cos x = 5
Entao, sen x = —cos x = % Portanto:

N2 )
:——J,—_
v 2 2

=y=0



Q8- Da figura dada no enunciado, temos:

A
6
2
B 1 C 5 D

Aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos retan-
gulos ABC e ABD, temos:

AC?=AB? + BC2= . AC2=22+12+ .. AC =45
AD? = AB? + BD? = . AD?> = 2% + 62 + .. AD =24/10

Aplicando o teorema dos cossenos no triangulo ACD,
temos:
CD? = AC? + AD? —2-AC- AD-cos 6
52 = (/5) + (24/10)2 — 2+ (+/5) + (2+/10) - cos 6
20 1 V2

2.0 -J10 2 2
Logo: 6 = 45°
alternativa c

cos 6 =

Q9- A soma dos arcos MA e NA resulta em um arco total me-
dindo 150°, conforme ilustra a imagem. A distancia entre
os pontos M e N pode ser obtida pela lei dos cossenos.

12+ 12-2-1-1-cos 150° = x = {2 + /3

alternativa c

x? =

.90 _ _AC
Q10- ADAC: —

sen 45° = AC'=45/2

AABC: BC _
C'sen45°

alternativa d

AC

sen 60° = 5 - 30‘/§

= Capitulo 4 - Funcoes
trigonométricas

Avaliacao 1

Objetivos do capitulo Questoes

Relacionar fungées trigonométricas a fendmenos 1
periédicos.

Estender o conceito de ciclo trigonométrico em R. 2

Resolver equacdes trigonométricas. 3,4e5

Construir e analisar gréfico de fungdes trigonométricas. | 6,7,8,9e 10

Q1- (Enem) Os movimentos ondulatorios (periédicos) sao repre-
sentados por equacées do tipo + A - sen (wt + 0), que apre-
sentam parametros com significados fisicos importantes,
tais como a frequéncia w = % em que Té o periodo; A é a
amplitude ou deslocamento maximo; 6 é o angulo de fase
0=06< %, que mede o deslocamento no eixo horizontal
em relacdo a origem no instante inicial do movimento.
O grafico representa um movimento periédico, P = P(t),
em centimetro, em que P € a posicao da cabeca do pistao

Q2-

Q3

Q4-

Q5-

do motor de um carro em um instante t, conforme ilustra
a figura.

PA

AL A IR

~+Y

2n

||
V

3n

\ |
V

4n

||
.

N|a

a
oly
ol
|y

o\
V

A expressao algébrica que representa a posicao P(1), da
cabeca do pistao, em funcao do tempo t é

a) P(t) = -4 sen (21)

b) P() = 4 sen (21

c) P(t) = -4 sen (41)

d) P(f) = 4 sen (2t+%)

e) P(t) = 4 sen (4t + %)

(Uece) Se fe g sao fungdes reais de variavel real defini-
das por flx) = sen? x e g(x) = cos? x, entao seus graficos,
construidos em um mesmo sistema de coordenadas
cartesianas, se cruzam exatamente nos pontos cujas
abcissas sao

a) x= % % em que k € um numero inteiro qualquer.

b) x = % + 2km, em que k € um namero inteiro qualquer.
_m, k=m . . . .

c) x= 7t 5 emque It € um namero inteiro qualquer.

d) x= % +2kmn, em que k € um numero inteiro qualquer.

(UEG-GO) Os valores de x, sendo O < x < 2m, para os
quais flx) = sen xe g(x) = cos x se interceptam, sao:

a)%e%
c)%e%
@ 3Feln
e)%e%t

(PUC-RJ) Considere a equacao sen (26) = cos 6. Assinale a
soma de todas as solucgoes da equacao com 6 € [0, 2n].
2n
a) 3
T
3n
2
b1
d) 5
e) 3n

c)

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

(ITA) Determine o conjunto de solu¢des reais da equacao

3 cos sec? (%) —-tgZx=1.
XLl



Q6- (UFRGS-RS) Considere a funcao real de variavel real Q4-sen (20) = cos 6 =2 sen 6-cos 6 = cos 6= cos 0
J1) = 3 -5 sen (2x + 4). Os valores de maximo, minimo (2sen6-1)=0=cos0=00ouZsen6-1=0
e o periodo de f{x) sao, respectivamente,
p S P cos8=0= 0=21 ou =SL
a) 2,8, 2 2
b) 8,2, n 2sen6-1=0=0="oug=2%
c)m -2, 8 6 6
d) &, 8, 2 Assim, a soma das raizes da equacao é: % + % +
€) 8, m -2 +%+5—g:2n+n:3n
Q7 - (Espcex) A populagao de peixes em uma lagoa varia con- alternativa e
forme o regime de chuvas da regido. Ela cresce no periodo
chuvoso e decresce no periodo de estiagem. Esta popula- Q5- 3 cos sec? (%) - tg?x =1 = 3 cos sec? (%) =1+ tg>x=
cao € descrita pela expressao P(t) = 10° {cos( G )n + 5} =8  _sec?x= 12
6 sen? ( X ) cos’x
em que o tempo t € medido em meses. 2
. . 3 _ 1 oL
E correto afirmar que Assim: T o o = 6 cos 2t = 1 — cos x =
a) o periodo chuvoso corresponde a dois trimestres do 2
ano. =6cos2x+cosx-1=0
b) a pop‘ulagao atinge seu maximo em t = 6. Lisgoe o e — 1+5 = cos x = -1 ou cos 1
c) o periodo de seca corresponde a 4 meses do ano. 2 2 3
d) a populaga}o m(?dla anual e‘ d.e 6.000 animais. Portanto: x = + 2n 2k, k € Z ou x = + arccos 1
e) a populacao atinge seu minimo em t =4 com 6.000 3 3
animais. + 2kn, keZ.
1 @
Q8- Sendo f(x) = DRl construa o grafico de f e deter- Q6- Os valores maximo e minimo de sen (2x + 4) sdao 1 e —1.
mine o dominio, a imagem, o periodo e a amplitude de f. Assim, os extremos da fun¢do sa03-5+1=-2e3-5-
. p ) 2n
- (1) = 8. Ainda, o periodo € dado por p = == = m.
Q9- (UEL-PR) Uma empresa de produtos alimenticios recebeu CD . . _ L 2
de seu contador uma planilha com os lucros mensais refe- Portantc.», gSNEloredipedidosEagss, 2 e .
rentes ao ano de 2017. Ao analisar a planilha, a empresa alternativig
constatou que, no més de abril, teve R$ 50.000,00 de lucro Q7- Ao construirmos o grafico da funco, temos:
e que, no més de junho, o lucro foi de R$ 30.000,00. Deter-
mine o lucro da empresa, em dezembro de 2017, sabendo P(10%) o
que a funcao que descreve o lucro L no més t daquele
<
ano é definida por L(f) = a *cos (% T g ;) + b, em que =
2
sts .
1<t<12,a>0eb>0 th(103) g
Q10- Dada a funcao f, tal que f(x) = tg (x 4 %) construa o 216 n g
grafico e determine o dominio, a imagem e o periodo de f. Z Z
Resolucdes da avaliacdo 1 15 >
13| 6 00 2 5 8 11 14 t
Q1- Por se tratar da funcdo seno, sabemos que seu perio-
do é 21, mas que seu periodo no grafico é . Entdo Portanto, o periodo chuvoso ocorre em seis meses, ou
o seja, dois trimestres.
. 2 2 alternativa a
Como a funcao seno € crescente no 1° quadrante e sua 1
imagem é o intervalo [-1, 1], concluimos que A = 4, jaquea | WB= S = o T cosx
funcao A -sen (wt + 0) varia no intervalo [-4, 4] e é crescen- 3
T T
te em [0, %} E, por fim, sendo P(0) =0e 0 <0 < g, temos: 2 g 2 T 2 &
0=4sen(2:0:-6)=sen8=0=6=0 COS X ] 0 -1 0 1
Portanto, a funcao procurada é P(t) = 4 sen (21). :
i 1. 1 _1 1
alternativa b 5 "CosX 5 0 > 0 5
Q2- As abscissas dos pontos de intersec¢ao dos graficos de f
€ g sao tais que:
1
sen’x = cos’x= sen’x= 1 -sen’x= sen’x= = =senx= | S~ f 3
B ﬁ 3 —\/5 2 TT A/‘T'\ §
= S—-ousen x = —— i y z
2 2 T~ . —3rn 2n X 5
n ., kn = 2
Entao: x = vy + > 2 3
alternativa c
Periodo = 2rn
Q3—senx:cosx:%nj=1:>tgx=lzngoux:% 11 1
alternativa c Im(f) = [—3. 5} Amplitude = 5



Q9- O periodo da funcao dada é: P =

2n 4

ER
2

Logo: L(12) = L(8) = L(4) = 50.000
Portanto, o lucro da empresa em dezembro de 2017 foi
de R$ 50.000,00.

Q10-
- o 3
X > 0 5 T b
x+ L 0 o @ 3n o
2 2 2
tg(x+%) 0 ] 0 ] 0
y
f 4 : f :
2 1 1
['l 0 /m T 3n 27 X g
2 2 /2 %
I I P4
-2 1 : 3
| | 2
~Mlf | 1K
D(f) = {x € R|x # knr, k € R}
Im(f) = R

Periodo = 1t

Avaliacao 2

Objetivos do capitulo Questoes
Relacionar fungdes trigonométricas a fendmenos 1
periédicos.
Estender o conceito de ciclo trigonométrico em R. 2
Resolver equacodes trigonométricas. 3,4e5
Construir e analisar grafico de fungées trigonométricas. | 6,7,8,9¢e 10

Q1- (PUC-RS) O calgcadao de Copacabana ¢ um dos lugares mais
visitados no Rio de Janeiro. Seu tracado ¢ baseado na praca
do Rocio, em Lisboa, e simboliza as ondas do mar.

Quando vemos seus desenhos, fica evidente que podemos

pensar na representacao grafica de uma funcao
a) logaritmica.

b) exponencial.

C) seno ou cosseno.

d) polinomial do 1° grau.
e) polinomial do 2° grau.

Q2-

Q3

Q4-

Q5-

Q6-

(CFTRJ) O esquema a seguir representa uma roda-gigante
em construcao que tera 120 m de diametro. Cada ponto
representa uma das 24 cabines igualmente espacadas
entre si. O ponto C representa o centro da roda gigante
e os pontos A e B sao, respectivamente, os pontos mais
alto e mais baixo da roda-gigante.

A

(Utilize, se necessario, a aproximacao n = 3,1.)

a) Qual o comprimento, em metros, do arco A/B?

b) Qual a altura, em metros, do ponto D em relacdo ao
chao?

(UFRGS-RS) Considere as funcoes f{x) = sen x e g(» =
= cos x. O numero de raizes da equacao filx) = g(x no
intervalo [-2x, 27] €

a) 3 c) 5 e)7

b) 4 d) 6

(UEG) Resolvendo-se a equacao sen 2x = 1, encontramos
a primeira determinacao positiva de x igual a:

T T T
a) 5 2y e 15
T T
b) 5 45

(PUC-RS) Se x €ER, entao a equacao cos x = cos (-¥
apresenta o conjunto-solucao

a) R

b) [-1, 1]

c) [0, + )

d) (~o0, 0)

e) {-1, 0, 1}

(Uerj) O grafico a seguir representa a funcao periédica

definida por flx) = 2 sen (), x € R. No intervalo I:g %:l
A e B sao pontos do grafico nos quais j(%) = f(5—27t sao
valores maximos dessa funcao. A area do retangulo ABCD
é:
YA
0 n =\ 3r 2n 51 3m\ x
2 2 2

a) 61

b) 5n

c) 4rn

d) 3n

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA
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Q7- (UCS) A pressao arterial P (em mmHg) de uma pessoa
varia, com o tempo t (em segundos), de acordo com a
funcao definida por P(f) = 100 + 20 cos (6t + @), em que
cada ciclo completo (periodo) equivale a um batimento
cardiaco. Considerando que 19n = 60, quais sao, de acor-
do com a funcao, respectivamente, a pressao minima, a
pressao maxima e a frequéncia de batimentos cardiacos
por minuto dessa pessoa?

a) 80, 120 e 57
b) 80, 120 e 60
c) 80, 100 e 19
d) 100, 120 e 19
e) 100, 120 e 60

Q8- Dada a funcéo f, tal que f(x) = 2 + sen x, construa o grafico
e determine o dominio, a imagem, o periodo e a amplitude.

Q9- (Enem) Um grupo de engenheiros esta projetando um
motor cujo esquema de deslocamento vertical do pistao
dentro da camara de combustao esta representado na
figura.

Camara de
combustao

Camara de
combustdo

) =0 Pistao

o]

Instante t # 0

Instante t = 0

A funcao h(t) = 4 + 4 sen %—%

descreve como varia a altura h, medida em centimetro,
da parte superior do pistdo dentro da camara de com-
bustao, em funcao do tempo t, medido em segundo. Nas
figuras estao indicadas as alturas do pistdao em dois
instantes distintos. O valor do parametro f3, que é dado
por um numero inteiro positivo, esta relacionado com a
velocidade de deslocamento do pistao. Para que o motor
tenha uma boa poténcia, é necessario e suficiente que,

definida para t= 0

em menos de 4 segundos apos o inicio do funcionamento
(instante t = 0), a altura da base do pistdo alcance por
trés vezes o valor de 6 cm. Para os calculos, utilize 3 como
aproximacao para n. O menor valor inteiro a ser atribuido
ao parametro 3, de forma que o motor a ser construido
tenha boa poténcia, é

a) 1

b) 2

c) 4

d) 5

e) 8

Q10- Dados f(x) = —2- sen% e glx) = 2-cos % faca o que
se pede.
a)Construa os graficos de fe g em um mesmo plano
cartesiano.
b)Analisando os graficos do item a, determine os valores
de x, em que f(x) = g(x).

Resolucoes da avaliacdo 2

Q1- O desenho nos remete a fungées como seno ou cosseno,
que, por serem periodicas, tém graficos que se asseme-
lham a ondas.
alternativa c

Q2-a)d= 120:>R=60632620:15°

Entao, de A até D: 15° - 4 = 60°
C = 2nR =372
372 360°
x—— 60°
x =62 .
Portanto, o arco AD mede 62m.
b) Sendo x a distancia entre o angulo reto e o ponto D, temos:

A

D
/ 60
30 ¢

B = - -
ISm
o — X 4
sen 30 60 = x = 30
Entao, a altura pedida é:
x+ R+ 8=98m
_ _ sen x _ _
Q3- flg = g(» = sen x cosx:—COSX l1=>tgx=1

Considerando o intervalo [-2n, 2x], temos as seguintes
St _3n n 57

4° 4’4 4

alternativa b

solucoes: —

Q4- Considerando k € Z, temos:

sen 2x = 1 :>2x:g+2kn :x:%+kn

Portanto, a primeira determinacao positiva € %
alternativa c

Q5- Como a func¢ao cosseno é par, temos: cos x = cos (-4 &
& CO0S X = COoS X
Portanto, S = R.
alternativa a

Q6- Sendo f (%) = 2 sen g = 2, concluimos que a area do

retangulo ABCD é: (% = %) +2=4n
alternativa c
Q7- A pressao minima ocorre quando cos (6t + © = —1), ou

seja, 100 - 20 = 80.
Ja a maxima ocorre quando cos (6t + © = 1), ou seja,
100 + 20 = 120.

Sendo 2I8 0 periodo, a frequéncia de batimentos car-

6 3
diacos por minuto de uma pessoa € dada por:
60 _ 180 _ o
T T

S
alternativa a



Q8- f(x) = 2 + sen x

T 3n
X 0 2 b > 2n
sen x 0 1 0 =1 0
2 +senx 2 3 2 1 2

D(f) =R
Im(f) = [1. 3]
Periodo = 21
Amplitude = 1

Q9- Se h() :6,ent5106=4+4sen(%—%):>

Bt m)_1 Bt m)_ n)
2561’1(7—5 —§:>Sen 7—5 —Sen(g.
Logo, sendo t = 0, temos:

%_ne{n 51 137:’ }

2 66 6

E, como a altura 6 cm deve ser atingida trés vezes, temos:

Bt n_ 13n _167n

2 " 2- 6 ~'T73p
E, como ela deve ser atingida pela terceira vez antes de 4 s, temos:
167 4rn
=t = > =2

3p ~ 4= P> 3

Portanto, o menor valor inteiro a ser atribuido a  é 5.
alternativa d

10-a
Q ) X 0 T 2n 3n 4n
X T 3n
> 0 > T > 21
—2sen % 0 =7 0 2 0
X
| 2 cos > 2 0 =% 0 2
y
2

—ol| /=

b) f(x) = g(x), para x = 377‘ + 2km k € Z
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Resolucoes e comentarios

= Capitulo 1 - A semelhanca e os
triangulos

Exercicios propostos

X—_ =
1. a)g—7:>x 18
Wl _625_ g
1, X
x _6 -
c)m—4:>x 15

d) Apenas com os dados informados, nao é possivel de-
terminar o valor de x.

2. Resposta possivel:

x+2 3x+4
T—m:(x+2)(3x—l)—(3x+4)x:>

=53x2—x+6x—2=3x2+4x>x=2

3. Representando a distancia de A até B por x, temos:

A
X
B

3,6 m
D .C
‘ E ‘

1,12 m' 2,88 m

36 _ x _36-1,12 B

588 T2 % 288 X~ 14

Logo, AB = 1,4 m.

4. Pelo teorema de Tales, as medidas procuradas, em

metro, sao:

20 _ V. »
22" 97 > Y=245
2032 4

ﬁ = = = X = 35,2

Logo, y = 24,5me x = 35,2 m.

S

No esquema a seguir, x representa a distancia entre os
centros O, € O,.
o

2

0! 12m T, 15 cm T,
: 27 cm :
Entao
x _ 13 _ 15-13 _
15 = 1 = X —13 = X 16,25

Logo, a distancia entre os centros O, € O, € 16,25 cm.

6. a) Nao, pois triangulos retangulos podem ter formatos
diferentes. Por exemplo: dois triangulos retangulos,
sendo um deles com catetos que medem a e a e outro
com catetos que medem a e 2a, nao sao semelhantes.

b) Sim, dois triangulos equilateros sao sempre poligo-
nos semelhantes, pois ambos possuem angulos cor-
respondentes congruentes e lados correspondentes
proporcionais.

Comentario: Uma extensao desse exercicio pode ser pro-
posta para os alunos: refletir a respeito da semelhanca
entre outros tipos de poligonos regulares, como pentago-
nos e hexagonos. Seria interessante que eles elaborassem
um texto para registrar e justificar suas conclusoes;
para isso, podem se basear no desenvolvimento do exer-
cicio R2. Espera-se que os alunos concluam que poligo-
nos regulares com a mesma quantidade de lados serao
sempre semelhantes. Por exemplo, hexagonos regulares
sao sempre semelhantes, ja que os angulos internos
correspondentes sdo sempre congruentes e os lados
correspondentes sao proporcionais.

Durante as reflexoes, discuta com os alunos o conceito
de poligono regular, lembrando que esse tipo de figura
apresenta os angulos internos congruentes e os lados
congruentes.

7 V3i 3 4B
3 : 3dm
3dm j 1
A § \El
aberto dobrado
_ 3 _ 3 43 _3J3
Razao entre as larguras: ——==—=--—==—F—=./3
gures g = B s
Razao entre os comprimentos: 343 =8

3

Como as razdes sdo iguais, os retangulos sao semelhan-
tes, com razao de semelhanca J3.

Comentario: Se necessario, revisar com os alunos a ra-
cionalizacao de denominadores.

8. a) Como os retangulos sdo semelhantes, temos:

1 3

3725 4B =9

Logo, o comprimento do retangulo maior ¢ 9 cm.

b) A razao de semelhanca é %

c) Perimetro de ABCD: 8 cm
Perimetro de A’'B'C'D’: 24 cm

Logo, a razao entre os perimetros é€: % = %
d) Area de ABCD: (3 - 1) cm? = 3 cm?
Area de A’'B'C'D’: (9 - 3) cm? = 27 cm?

- sreas é: 3. = L
Logo, a razao entre as areas é: 57 -9
Comentario: Faga os alunos notarem que a razao entre
os perimetros € igual a razao de semelhanca, enquanto a
razao entre as areas € igual ao quadrado da razao de se-
melhanca (como concluido no boxe Reflita da pagina 23).



9. a) Como a razao de semelhanca é —~

10.

11

12

13

14.

L podemos efetuar:

100’
8 _ L,
X 100 = %1 =300
4 1
X, 100 %2 =400

Logo, as dimensoées do quarto sdao: 300 cm e 400 cm,
ou3me4m.
b) Sejam:
a = area do quarto da maquete
A = area do quarto da casa
a=3--4=12
A = 300 - 400 = 120.000
12 1

Razdo entre as areas: S=——2 1
" A 120.000 10.000

Comentario: Ressalte aos alunos que ao calcular a ra-
zao precisamos que as grandezas utilizadas estejam na
mesma unidade. Nesse caso, ambas em centimetro ou
ambas em metro.

Sejam:

L = largura do terreno

l = largura da oficina

C = comprimento do terreno
¢ = comprimento da oficina

L _c_ 2

a) Sabemos que: T C 5
3 A _l'C:_2__2:_4: 0,
Razao entre as areas: L-C 55 55 16%

b) Sabemos que a area do terreno é 1.440 m? e que a razao

) .4 . . .
entre as areas é 35" Assim, sendo x a area da oficina:

4 _ X _ 4-1.440
7 = A

25 ~ 1.440 25

Logo, a area da oficina € 230,4 m?.

= x =230,4

Espera-se que o aluno perceba que o retangulo ABFG
construido € aureo, pois a razao obtida € uma aproxima-
cao do numero de ouro: 1,61...

Seja h a altura do prédio.
Aplicando a ideia de semelhanca de triangulos, temos:

R _
E—S:h 25

alternativa a

a) Pela congruéncia entre os angulos, concluimos que
AABC ~ AA'B'C’. Logo:

%=%:x=7,5
%zgzyzg

y
b) Temos que AABC ~ AA'B'C'. Logo:

2 Xt i+ =24
x+2 12
= x>+ 6x— 16 = 0 = x = —8 (nao convém) ou x = 2
Pela semelhanca entre os triangulos, ABD e ECD, temos:
x 57+23
1.7 23 —X= 5,9

Logo, a altura aproximada do poste é 5,9 metros.

15.

16.

17.

AADE ~ AABC. Logo:

AD _DE 8 _ x _
AB~BC 12 21 X714

AD AE __ 8 12 -
AB-AC " 12 12+y Y~6

Desenhando os triangulos separadamente, temos:

A

C H B H C

O triangulo AHB é semelhante ao triangulo ABC por
possuir os trés angulos congruentes aos angulos de ABC.
O triangulo BHC ¢é semelhante ao triangulo ABC por
possuir os trés angulos congruentes aos angulos de ABC.
Logo, os triangulos AHB e BHC sao semelhantes entre si.

a) Como RS / BC, sabemos que AB e AC estao contidos

B oim: AR _ AS
em retas transversais a RS e BC. Assim: RB SC

Como AR = RB, temos:
_ As _
1= S0 = AS = SC

Logo, S é o ponto médio de AC.

b) Como RS / BC, temos:

A A
/\”\ RA @S
B c

O triangulo ABC é semelhante ao triangulo ARS, pois
tem dois angulos respectivamente congruentes. Assim:

AB _ BC _ 2-AR _ BC _ BC
AR ~ RS AR RS = RS =7

Logo, RS ¢ metade de BC.

Na figura a seguir, h, representa a medida da altura do
triangulo ARS relativa ao lado RS, e h, representa a
medida da altura do triangulo ABC relativa ao lado BC.

~—

C

[-]
B C

A reta que contém as alturas dos triangulos € trans-
versal as retas paralelas RS e BC. Logo:

AR _

AB h,

Mas AB = 2 - AR. Entao:
h, _ 1 _

h_2 = 5 = h2 =2 hl

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO
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18.

19.

Logo, verificamos que a altura do triangulo ARS re-
lativa ao lado RS é metade da medida da altura do
triangulo ABC relativa ao lado BC.

d) Resposta possivel:

A reta que passa pelo ponto médio de um dos lados de

um triangulo e é paralela a um dos outros lados inter-

secta o terceiro lado e a altura em seus pontos médios.
Comentario: Espera-se, com o boxe Reflita da pagina 23,
com o exercicio 7 e com esse exercicio, que os alunos
concluam que, se for conhecido o valor da razao de
semelhanca entre duas figuras, ela pode ser utilizada
para comparar quaisquer elementos lineares dessas
duas figuras.

A

C

‘ E 5
| 17 |
No AABC, pelo teorema de Pitagoras, temos:

172 = 8>+ AC*= AC? = 289 —64 = AC? =225= AC= 15

Desenhando os triangulos ABC e EDC, separadamente,
temos:

A

Xb>
B C E C

17 5

BAC = DEC (retos)
ACB = ECD (comum)

8_15_  _40 _ _,I0
x 5 X715 7XT 415

} = AABC~AEDC =

alternativa b

a) Tracando a altura, obtemos a c
figura ao lado.
Assim:
h?+42=122=> h?= 144 - 16> T .
= h=.128 = 8,2

Logo, a altura é 842 dm.
b) Tracando as alturas, obtemos a
figura a seguir.

A 4dm 4dm B

D 10cm C
25cm 25cm
h
] -]
4 15cm 10cm 15cm g

Assim:
h2 + 152 =252 = h2 = 400 = h = 20

Assim, a altura é 20 cm.

1.
d i
face 3 @
5cm

20. Como as diagonais de um losango interceptam-se nos

seus pontos médios, temos:

54 cm

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
x? =36% + 272 = x? = 2.025 = x = 45
Logo, o perimetro do losango é 4 - 45, ou seja, 180 cm.

Scmm

dface

a) Pelo teorema de Pitagoras, temos:
e(d, )>*=5>+52=(d,  )2=50=d,__=5/2
Portanto, a medida da diagonal de uma face é 5+/2 cm.
e (d . )=(d._)+5 =

face face face

cubor face

= (ool = 632) + 5> =

=(d_ ) =75=

cubo

=d = 5.3

cubo

Logo, a medida da diagonal do cubo é 5+/3 cm.

b) Usando o teorema de Pitagoras para obter a diagonal
da face, temos:
((iface)2 = a2 + a2 = d’face = “2a2 = dface = aﬁ
Considerando o resultado anterior, por meio do teorema
de Pitagoras, verificamos que:

(d'cubt)]2 = (dface)z + a2 = (dcub0)2 = (a'\/g)Z + aZ =
=>d,)=22+a=d, =3a=
= dcubo = “3a2 = dcubo = a\/g

Portanto, as medidas da diagonal e da aresta do cubo se
relacionam da seguinte maneira: d_, = a3

Comentario: O objetivo principal desse exercicio € que os
alunos apliquem o teorema de Pitagoras para verificar
algumas relagoes entre a medida da aresta de um cubo,
da diagonal da face de um cubo e da diagonal do cubo.
Essas relacoes podem ser trabalhadas para o caso de um
paralelepipedo reto-retangulo de dimensoes a, b e c. Para
isso, os alunos terdao de refletir sobre alguns aspectos
desse tipo de s6lido geométrico, por exemplo:

a) Como sao as faces de um paralelepipedo reto-retangulo
de dimensées a, b e c.

b) Como se relacionam as medidas das diagonais das
faces desse paralelepipedo com as medidas a, b e ¢
de suas arestas.



¢) Como se relacionam as medidas das arestas com a
medida da diagonal desse paralelepipedo.

Espera-se que os alunos percebam que, considerando o
paralelepipedo reto-retangulo de dimensoées a, b e c, sao
verificadas as seguintes relacoes entre as medidas da
diagonal das faces e as medidas das arestas:

ed, ,=Ja®+b?
face 1

o d = Ja?+c?

face 2

° d[aces = “bz +C2
Os alunos também devem perceber que, para o mesmo
paralelepipedo, a medida da diagonal do paralelepipedo
e a medida das arestas relacionam-se da seguinte forma:

= Ja®+b%+c?

paralelepipedo

22. Pelo teorema de Pitagoras, temos:

a? + b2 =102

Mas, pela proporcao, temos:

a 4 4b

»~3 a3

Entao:

By 41 =100= 221 =100 b = 6

Assim, a = 8.
Logo,a=8cme b =6 cm.

Seja x a medida de um dos lados do piso. Esquematizando
esse piso, temos a figura a seguir.

Ny

B C
X

(0]
A X D

Area do piso = 5,76 m?

xX2=5,716=>x=2,4

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

(AC)? = x? + x? = (AC)> = 11,52 = AC= 3,4

Agora, consideramos o AAOP, em que AO é metade
de AC, OP representa o mastro central e y € a medida da
haste lateral, como representado no esquema a seguir.

P

1,60 m

A 1,70m ©O

y2= (17?2 + (1,6 = y=2,33

Assim, cada haste lateral mede, aproximadamente,
2,33 m.

24. a) Resposta possivel:

6, 8, 10, pois 62 + 8% = 10?
5, 12, 13, pois 5% + 122 = 132

b) Quando as medidas dos lados de um triangulo for-
mam um terno pitagérico, ele € um triangulo retan-
gulo, pois se torna possivel a aplicacao do teorema
de Pitagoras.

c) Sim; por exemplo, 1, 1 e 42 formam um triangulo
retangulo, mas nao um triangulo pitagérico, ja que
V2 nao é um nuimero natural.

Comentario: Avalie a conveniéncia de explorar mais o tema

“triangulos pitagoricos” propondo a questao: “Mostrar que o

unico triangulo pitagorico cujas medidas dos lados sdao nu-

meros naturais consecutivos é o triangulo de lados 3,4 e 5”.

Resolucao:

Seja o triangulo retangulo com lados de medidas conse-

cutivas (a — 1), ae (a + 1). Entao:

(a+ 12 =(a—- 12+ a*

a?—4a=0

a = 0 (nao serve) ou a = 4

Logo, as unicas medidas possiveis para os lados do trian-

gulo sao 3, 4 e 5.

25. a) Pelo teorema de Pitagoras, podemos escrever:

(IA)? = (PA)?> + (PI)> = 17> = 15% + (PI)>= PI = 8
Logo, a medida do cateto PI é 8 cm.

b) Pelas relacoes métricas no triangulo retangulo, temos:
h-17=8-15=h=7,1
Logo, a medida h dessa altura é, aproximadamente,
7,1 cm.

c) Pelas relagoes métricas no triangulo retangulo, temos:
82 =17-m= m= 3,8
152=17-n=n= 13,2
Logo, as medidas m e n das proje¢oes dos catetos so-
bre a hipotenusa sao, respectiva e aproximadamente,
3,8cme 13,2 cm.

Comentario: Caso os alunos nao se recordem das relacoes
meétricas, os itens b e ¢ podem ser resolvidos apenas pela
semelhanca de triangulos.

26. Resposta pessoal.

Exercicios complementares

1. Como a escala adotada na maquete € de 1 : 250, entao:

2.800 _

350 cm = 11,2cm
1.200 _

550 cm = 4,8cm

alternativa c

2. Pelas medidas da caneta (na foto e real), podemos calcular
a escala da foto:
L4 1,
168 ~ 12 ~ 1*12
Com essa escala, podemos calcular a largura x e o com-
primento y reais da pegada:

1 22 _

T2 x X264

1 3.4 - .
127y Y08

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

alternativa d

H



ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

3. Para determinar o lado do quadrado (quebra-cabec¢a mon-
tado), vamos calcular a medida do cateto dos triangulos
a e c e a medida da hipotenusa do triangulo d, que € a
mesma medida do cateto do triangulo e.

b

ERICSON GUILHERME LUCIANO

Pelo teorema de Pitagoras, a medida da hipotenusa de um
triangulo retangulo is6sceles com medida de cateto € é
igual a (/2. Assim, as medidas em centimetros do cateto
e hipotenusa dos triangulos sao:

e triangulo a:
cateto: 2; hipotenusa: 2+/2
e triangulo b:
cateto: 24/2; hipotenusa: 4
e triangulo c:
cateto: 4 cm; hipotenusa: 42
e triangulo d:
cateto: 4+/2; hipotenusa: 8 cm

Portanto, a medida do lado do quadrado € 14 cm
(2 +4+8=14).

4. Se AB =5+ (AD) = 5 - (FB), temos:

FD = 3 (AD) e AF = 4 - (AD)
Entao:

AF _ FG _, FG _ 4-(AD) | FG _
AD DE " DE__AD — DE 2

alternativa b

5. Como o perimetro do quadrado € 19,2 cm, a medida do
lado € 4,8 cm.

A }
; (h-4,8) |cm
; o i
¢ R h
; 4,8 cm
B S 2 c )
: 12 cm '

Como DE / BC, os triangulos ADE e ABC sdo semelhan-
tes. Entao:
DE _ AR 4,8

BC ~ AS — 12 R

Portanto, a altura mede 8 cm.

_h-48 _ , _g

6. X
tanel 1 tunel 2
C D
rua 2
1 km 1,5 km
A'/ ‘\"B rua 1

Tanel 1: AX = 12 - 250 = 3.000
Logo, o tunel 1 tem 3.000 m = 3 km de comprimento.
ACXD ~ NAXB

3 _ BX -
T=15=BX-45

Assim, BX tem 4,5 km = 4.500 m de comprimento.
Se sao perfurados 12 m por dia, serdo necessarios:

4.500
12

tunel 2.
375 — 250 = 125 dias de antecedéncia
alternativa e

= 375 dias para chegar a X na construcao do

E
ppENC H
a a
F B
G

Todos os triangulos sao semelhantes, pois sao retangulos
e isosceles. Entao:

AEDC é isésceles de lado a = EC = a2
AAEF é isosceles de lado 2a = EF = 2a/2
ABFG é isosceles de lado 3a = FG = 3a+2
ACGH é isosceles de lado 4a = GH = 4ay/2

4a+2
GH _ 4a GH _,
CE ~ qJf5 _ CE

Os triangulos ABC e DAC sao semelhantes, pois ambos
tém angulos « e B.

Observe:
A
8 D
B a B cC A 'AN(g
x+4 8
x +4

T=%=>X +4=16=x = 12
Portanto, BD = x = 12 cm
alternativa c



9. a) CD representa a altura relativa ao lado AB.

b)

o
A D B

ACB = ADC (angulos retos)

AABC ~ AACD, pois:y __ _
CAB = CAD (angulo comum)

ACB = CDB (angulos retos)

AABC ~ ACBD, pois:|{ __ .
CBA = CBD (angulo comum)

Portanto, AACD ~ ACBD.

Assim, os lados correspondentes sao proporcionais:

o
DB

AD _
CD
(CD) - (CD) = (AD) - (DB)
(CD)* = (AD) - (DB)

10.

A

C 32 B

No esquema, h representa a medida da altura do trian-
gulo ABC relativa ao lado CD (medidas em centimetro).

Como DE / CB, sabemos que os triangulos ABC e AED
sao semelhantes. Entao:

h—-9 _ 20

R —3—22’1:24

Logo, a medida da altura do triangulo ABC relativa ao
lado CB é 24 cm.

11. Como o triangulo ABC esta inscrito em uma circunferén-
cia, temos:
OA = OB = OC = r, sendo r o raio da circunferéncia.
Assim, podemos aplicar o teorema de Pitagoras no trian-
gulo retangulo OCH.
@

18 cm

o r H

2
2 2
r?:(%) +18 =52 - L~ 3245 -1273

Logo, o raio da circunferéncia mede 12+/3 cm.

12. Considere o seguinte esquema da situacdo, em que x é
a distancia a ser encontrada.

A 40km C x\ g
- X

20 km

O ponto B € o ponto mais a leste de C e esta a 20 km ao
norte de T.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retan-
gulo ABT, temos:

60% = 20% + (40 + x)?

x? + 80x — 1.600 = 0

X = 4042 — 40 ou x = —404/2 — 40 (nao convém)

Logo, a distancia procurada é 40(v2 — 1) km.
alternativa c

13. Considere o esquema da situacao (medidas em metro):

b ¢ 20 m

No menor triangulo retangulo, temos:

92+ 72 = y?

y=4130 =y=114

Os triangulos retangulos da figura sao semelhantes, pois
tém dois angulos internos congruentes. Entao:

X _20 326
y 7

O comprimento da corda € dado por: x + y
x+y=3826+11,4=44

Logo, a parte esticada da corda deve medir, aproxima-
damente, 44 m.

14. De acordo com o enunciado, temos:

D
N X
C
Zﬁm
6m
A [
2x B

Sendo AC = ye AB = 2x, aplicando o teorema de Pitagoras
nos triangulos ABC e CDA, temos:
y? = (2x)® + 62

y> =x? + (2J2_1)2 -

@2xP + 6% = 22 + (2421) =
4x% + 36 = x? + 84

3x2=48=x>=16=>x=4

LI

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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Substituindo x = 4 em y?= 4x? + 36, obtemos:
y?=4-42+36=y?>=100=>y =10
Portanto: AC=y = 10m

alternativa a

Autoavaliacao

.2

1. Pelo teorema de Tales, temos: 3.8 57
alternativa c

2. Os triangulos AIM e AMO sao semelhantes, pois sao trian-
gulos iso6sceles e retangulos.

alternativa a

3. Todos os triangulos equilateros sao semelhantes, pois
tém todos os angulos internos medindo 60°.
alternativa c

4. Se AB = 10 cm e AM = 35 cm, concluimos que
BM = 25 cm. Sendo x a medida de CN, podemos escrever
a seguinte relacao:
10 _ 25 _ 25-15 _
.= x >X="10 = x =375

alternativa c

5. A figura abaixo representa a situacao descrita.

1)

12m 0,6 m

Observe que os triangulos sao semelhantes. Entao, temos:

x _ 12 _
T_O,G:x 20

alternativa d

6. Sendo x a medida do lado do quadrado, temos:

F Ay i
12-x
B/ x \C s
12 m
X
Bl [-] R
Fl A D i
! 20 m '

AEBC~ AEFG

12 —x _ x _ = =
%) —20:240 20x = 12x = x =7,5

alternativa a

20 15

O triangulo ABC ¢é retangulo em A. Entdo, aplicando o
teorema de Pitagoras, temos:

(BC)? = 20% + 15> = BC = 25

Portanto, BD = 15.

ABDE ~ ABAC, pois tétm um angulo reto e um angulo
comum. Assim:

x _ 15 =
75 = 59 = X = 11.25

alternativa d

8. Considere a figura:

e a>=9%2+ 122 a=15
eh-15=9-12=>h=7,2
e 92 =15-m=>m=54
e 122=15n=>n= 9,6
alternativa d
Comentario: Esse exercicio também pode ser resolvido

identificando que os triangulos ABC, HBA e HAC sao se-
melhantes e, a partir dai, usar esse conceito na resolucao.

Compreensio de texto

A secao Compreensao de texto desse capitulo explora uma
propriedade do triangulo que ndo se encontra em nenhuma
outra forma poligonal, a estabilidade. Por isso, o formato
triangular é empregado nas mais variadas construgoes que
requerem rigidez.

1. O triangulo € muito empregado nas construcoes por causa
da sua propriedade de estabilidade. Uma estrutura trian-
gular, dependendo da forca exercida, pode até quebrar,
mas nao deforma, pois tem rigidez.

2. O triangulo nao pode alterar sua forma sem alterar o com-
primento de seus lados; assim, um sistema de triangulos
apresenta grande estabilidade, pois nao sofre deslocamento
pela acao da forca aplicada. A forca exercida sobre um dos
vértices do triangulo se distribui até atingir o equilibrio,
tornando o sistema mais resistente e estavel. Isso nao
ocorre com modulos quadrilateros, ja que sao sensiveis
ao movimento dos seus vértices e a distribuicao desigual
das forc¢as, tornando-os menos resistentes e instaveis.

3. Nao. A resisténcia de uma estrutura depende também
da forca aplicada sobre ela e de como essa estrutura foi
construida.

4. Para deixar um modulo quadrilatero estavel, devemos
“triangulariza-lo”. Espera-se que os alunos apresentem
respostas possiveis para essa “triangularizacao”, indi-
cando médulos com numeros diferentes de diagonais do
quadrilatero.



~ Capitulo 2 - Trigonometria no

tridngulo retangulo

Com base no estudo do conceito de semelhanca desenvolvido
no Capitulo 1, esse capitulo define as principais razoes trigo-
nométricas: seno, cosseno e tangente de um angulo agudo.

Estudar as razoes trigonométricas e saber aplica-las na
resolucao de situagoes-problema ¢é fundamental para o apro-
fundamento da Trigonometria que sera tratada nos proximos
capitulos, em que serdo definidas as func¢oes trigonométricas,
outras razoes e aplicacoes. O uso da calculadora cientifica e a
consulta da tabela de razoes trigonométricas podem auxiliar
na resolucao dos exercicios.

Exercicios propostos

1.

seno=42; cosa= 2
13° 13"

tgo= 2

2. Do enunciado, temos:

. tg60° = —L

(AC)? = 122 — 82 = AC = 45 -
Assim:
2 8 2

sen A= — = —

12 3 12 cm
cosﬁ=ﬂ=£ 8cm

12 &
tg Am 8 _ 25 :

4\/5 5 C A

.cos o= X = x=45:0,8= x= 36

45
Portanto, x vale 36 cm.

Comentario: No enunciado foram dados os valores de sen o,
cos o. e tg o.. E importante que os alunos percebam que, com
essas informacoes, € possivel elaborar mais de uma reso-
lucao para a atividade. Seria interessante, entao, que fosse
proposto a eles resolver o exercicio de mais de uma maneira.

17321 = —L
1.100 1.100

Logo, a largura aproximada do rio Amazonas nesse local
€ 1.905 m.

= r = 1.905

b) sen o = it = 0,1045 = =4 GRS 3
X X

Logo, o avido percorreu aproximadamente 38,3 km até
atingir a altura de 4 km.

6. Resposta pessoal.

7. Sabemos que, se o e § sdo complementares, temos

sen o = cos .

Além disso, tg o = SEN & - Assim:
cos o
o 0,3420
P = M= o
tg 20 0.9397 0,3639

sen 70° = cos 20° = 0,9397

cos 70° = sen 20° = 0,3420
0,9397

tg 70° = 0.3420 = 2,7477
o _ 0,6428
cos 40° = 40,8391 = 00,7661

sen 50° = cos 40° = 0,7661

8.

10.

11.

. a) cos 60° =

cos 50° = sen 40° = 0,6428
0,7661

tg 50° = ——— = 1,1918
€ 0,6428
Angulo Seno Cosseno Tangente
20° 0,3420 0,9397 0,3639
70° 0,9397 0,3420 2,7477
50° 0,7661 0,6428 1,1918
40° 0,6428 0,7661 0,8391
a) Como sen o = ;—g ‘0{\\\\\ 25
X &£
podemos desenhar a \‘\\
figura ao lado. : . —

X2+ 242 =252 x2=49=x=7

7 24
Logo, coso= —etgo = —.
= 25 © 8 %z
Comentario: Use este item para mostrar aos alunos que,
dada uma das razdes trigonométricas de um angulo
agudo, € possivel obter as outras razées sem recorrer a
relacdo fundamental da Trigonometria.

2
b) sen?2 o + cos?2 o = 1 = (%) +cos2o=1=
=cos?2o =1 — ﬂ:c052a:4—9:cosa=L
625 625 25
Temos, entao:
24
_ sema _ 25 _ 24
tg cos o 7 7
25

Comentario: Explique aos alunos que, como o € um angulo
agudo e cos o € a razao entre as medidas de dois lados de
um triangulo, o valor de cos o deve ser positivo.

|-

= =& =
= —10:>x5

Y

i = y=53

N
w|%‘

=L

10

o= Y
sen 60 10 =
Logo, x = 5cme y = 53 cm.

b) Pelo teorema de Pitagoras: x2 + 42 = 8% = x = 4./3
Assim, x = 4,/3 cm.

4 1
seny= — = sen y = —
S y=3
Consultando a tabela de razbes trigonométricas, conclui-
mos que y = 30°.

5

a)senSO":?: -5

1
2 @
Logo, o cabo de aco mede 10 m.

b tg30°=3 383 _5
h 3 R

= c =10

15
= h=—"
J3
Considerando /3 = 1,73, obtemos h = 8,7.

Assim, a altura do poste €, aproximadamente, 8,7 m.

%:h:S-O,S:hzl,S

Portanto, a altura h é 1,5 m.

sen 30° =

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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12. sen 60° = 18 =
x

V3 _18

2 X

= x= 20,8

Logo, a medida de cada lado desse triangulo equilatero
é, aproximadamente, 20,8 cm.

13. Do enunciado, temos:

45° g
n
5
X 15 m =
2
2
]
Para cada cabo x, temos:
cos45°=£ :>£=£ =x =21,2
X 2 X

Entdo, para um cabo, foram usados aproximadamente
21,2 m de cabo de aco.

Como, para prender a antena, foram necessarios qua-
tro cabos: 4x=4-21,2 = 84,8
Portanto, foram usados cerca de 85 m de cabo de aco.

14. Observando que as medidas dos trés angulos formados
pelo vértice do bloco que esta encostado no chao somam
180°, temos:

18 cm h

60°

,_h A8 _h 9
sen 60 =8> 2 18:>h 15,6

Portanto, h €, aproximadamente, 15,6 cm.

15. Sendo x a altura da torre, temos:

X
45° 30°
o w
tg45°=§:>1=§:>y=x
thOozﬁ:TS:xfm:

= xJ3 +40J3 =3x = x(3-3) = 4043 =

M:}Xg&;,s

3-43

alternativa c

=>x=

16. sen 20° = % = h=~3-0,342 = h ~ 1,026

Logo, apos percorrer 3 km, o avido estara a aproximada-
mente 1,026 km de altura.

LvI

o TL
17. a) cos 89,83° = TS

Em uma calculadora cientifica, obtemos cos 89,83° =

=(,0030. Assim:

384.000 384.000
TS

0,0030 = 0.0030

=TS =

=TS =128.000.000

Portanto: TS = 128.000.000 km

by IS _ 128.000.000

TL 384.000 008

1

12
Para obter a medida o na calculadora cientifica, di-
gitamos 0,0833 e acionamos a tecla , obtendo

4,76. Aproximando para o inteiro mais proximo, temos
o =5. Esse valor também pode ser obtido na tabela
trigonométrica.

18. a) tg o = = tg o =0,0833

Logo, o angulo formado entre a rampa e a horizontal,
quando a inclinacdao é maxima, mede aproximada-
mente 5°.

b) Para a inclinacdo maxima, temos o triangulo:

o r
S A= D

Sendo r o comprimento da rampa construida, temos:
= r = 34,5

sen 5":§:>rzL
r 0,087

Logo, para um desnivel de 3 m entre dois andares, devem

ser construidos aproximadamente 34,5 m de rampa.

c) Resposta pessoal.
Comentario: Trabalhe a ideia da tangente como inclinacao.
Incentive os alunos a perceber, no item a, que o valor da

tangente do angulo formado entre a rampa e o solo, em
porcentagem, coincide com a inclinacdao da rampa.

Exercicios complementares

1. tg 55° = % = x =~ 1,4281 - 24 = x ~ 34,27

Logo, o rio tem, aproximadamente, 34,27 m de largura.

2. Seja x a medida do cateto oposto ao angulo de 22°.

tg 22° = % = x = 0,4040 - 80 = x =~ 32,32
32,32 + 1,60 = 33,92
A altura do ninho das araras €, aproximadamente, 33,92 m.

3. A menor distancia entre o barco e o ponto P é a medida
do segmento PQ, perpendicular a trajetéria do barco.
Lembrando que a soma dos angulos internos de um
triangulo € 180°, obtemos a medida dos angulos internos
dos triangulos.

Em seguida, observando que o triangulo APB ¢ isdsceles,
concluimos que: AB = BP = 2.000 m
No triangulo POB, temos:

2.000 m B .Q



._ PQ V3 _ P9
sen 60° = Fp = 5~ = 3.000

= PQ = 1.000{3
alternativa b

4. Veja, na figura a seguir, que cada irmao ficou com um
setor de 30° na area de extracao:

Jodo
. Pedro
2 km 30
30°
José
30°
: 3km :

Observando o terreno de Jodo, temos:
tg 30° = ’2‘ = x=~058-2=x~116

Area do terreno de Joao: IDCER )

=116

Area total do terreno: 32 = 6

Assim: % ~0,19 = 19%
alternativa e

5. Destacando parte da figura, temos:

15 cm

30°

tg 30° = {—25 =r1,=15-0,5774 = 1, ~ 8,66

Entao:

r+r,=15=r =15-866=r =6,34

Logo, os raios das circunferéncias sao, aproximadamente,
8,66 cm e 6,34 cm.

6. Observe a figura abaixo.

o= _Y_
sen 60 30 =

80 — x
80

Logo, x = 40 cm e y = 40,/3 cm.

cos 60° =

Autoavaliacao

S
1. senoc=€; cos o =

SIES
—
@
Q
[
N[

alternativa c

7. sen 6°= -2 = AC ~

2. sen o= 0,6 = sen o=

3l
ulfw

X
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

X2 +33==x2=16=>x=4

4
== =0,8
cos o= &

-3 _
tg(x—4 0,75

alternativa b

oo X 1 _ x =
3. sen 30 ) g =X 4 8 cry
cosSO"—E:ﬁ:g:

=y =4J§:>y:6,93
alternativa a

4. Esquematizando a situacao, temos:

20°
1,5 km

Lembrando que 1,5 km = 1.500 m, temos:

o _ h —
tg 20° = =55 = 0.3640

= h = 546

h
1.500

O aviao estara a uma altura aproximada de 546 m.

5. Veja ao lado o esquema da situacao.
tg 55° = 2=
2 35
x =35-14281 = x = 50 X

Nesse local, a largura do rio €, apro-
ximadamente, 50 m.

6. Dada a figura ao lado, temos: B

- _ AD
tg307W:> 45°

D
\/§_AD:

3 10
= AD = _10§/§

\
o

‘ 55°

35m

30°

ol
O AABC é retangulo isosceles; Al

entdo, AB = 10. Dai:
BD=AB-AD=10-10¥3 _

3
10(3 — V3)
3

= BD =
alternativa a

_4
AC 0,1045
d=(15+383 m=d=39,8m

alternativa d

= 38,3 m

0 10 cm 0

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO



~ Capitulo 3 - Ciclo trigonométrico e e
trigonometria em um triangulo qualquer —o°
25 cm
Exercicios propostos
1. a) radiano grau
n —— 180
51 = x = 225° y
T X L
b) radiano grau DT =TT
b 180
7n = x = 210° )
— — x medida comprimento
6 (grau) (cm)
¢) radiano grau 360 —— anﬁ)(: 70-2-w-25 — x ~M30:5
n —— 180 70 —— x 360 ’
L = x = 90°
2 x Logo, o péndulo descreve um arco de aproximadamente
30,5 cm.
2. a) grau radiano
et T o x=TX rad 6e7.
30 — x 6 T
90° = — rad
b) grau radiano > 2
180 — o_ 2l o T
0 W e 2 rad 120° = 5% rad 60° = 2 rad
x 135° = 3% rad 45° =T rad
c) grau radiano o 4 =
180 — =« 2 150° = — rad 30° = 3 rad
= x=-<=rad 6
120 — x 3
d) grau radiano 180° = &t rad 0° ou 360° = 2%t rad
180 — = _ Br d
150 — x "6 ™ 210*’:%7t rad 330":%t rad
e) grau radiano
oo m 225°= 2L rad 315°=IF rad
= x=-—ra
210 — x 6 240° = 43—" rad 300° = 53—" rad
f) grau radiano o 3m
180 n i . 270° = rad
240 — x XT3 ™
8. a) A: 180° — 20° = 160°
3. circunferéncia grau
1 —— 360 B: 180° + 20° = 200°
2 = x = 144°
sy - C: 360° — 20° = 340°
circunferéncia radiano 9
1 — 2n b)A:2n——n=£rad
ar 5) 5
2y = x= — rad
5) x 5 T 4n
B:m— g = ? rad
4. a) O relogio ¢ dividido em 12 horas. . 6n
Entao, a cada hora, o ponteiro percorre um angulo de: Cim st 5" 5 rad
360°: 12 = 30°
Das 13 h as 17 h, temos 4 horas. Logo, o ponteiro das . . ;
horas percorrera: 4 - 30° = 120° 9. a) 250° - 180° = 70
A e B " .2n _ 21 12n—11
Em radiano, essa medida € equivalente a 4 12" 3 b) 21 — 1(1315 _ U - T _ % el
Portanto, esse ponteiro das 13 h as 17 h percorre 120°
2
ou ?n rad. 10. a) Como sen 215° < 0 e sen 280° < 0O, temos:
b) Sendo x a distancia percorrida das 13 h as 17 h, stem 2P o wEn oA > U
calculamos: b) cos 50° >0 so° - 4959 = 0
g T;glg)a com;()cr::;ento cos 325° > 0 = (cos cos ) 0]
2 360 — 2n-7
2 120 cos 215°< O
= X o = (cos 215° + cos 145°) < 0 (1)
g cos 145° < 0O
% 120 - 2n - 7 23,14 -7
bol = 360 = 3 = 14,65
g De (I) e (I), temos:
= Logo, a extremidade do ponteiro percorre aproxima-
= damente 14,65 cm. (cos 50° + cos 325°) - (cos 215° + cos 145°) < O

Lvii



11.

12.

13.

14.

4n 4-180°

— rad= —— =103°
7 7

6 d= 6-180° 154°
7 7

8t 8-:180°

on = 2 "% _9gge°
5 rad 5 88

Representando no ciclo trigonométrico, temos:

4n
7

Ccos

Observando o eixo dos cossenos, concluimos que:

cos < COS%< COS%< COS%< cos O

a) sen 125° = 0,8
b) sen 235° = —0,8
c) sen 305° = —0,8

sen

a) cos 155° = —0,9
b) cos 205° = —0,9
¢) cos 335° = 0,9

a) sen o0 = —sen 27° = —0,45
b) sen f = —sen 130° = —sen 50° = —0,77
c) sen 6 = —sen 260° = —(—sen 80°) = 0,98

15.

16.

17.

18.

19.

cos o0 = —cos 48° = —0,67

cos B = —cos 110° = —(—cos 70°) = 0,34
cos 6 = —cos 260° = —(—cos 80°) = 0,17
sen
to_ 1
sen 6~ 9
5t _ 1
sen 6 — o
m _ 1
sen 6 ~ 3
sen 11ln _ 1
6 2
a)sen2n + cos2n + sent +cost =0+ 1+0—-1=0

b]sen%—sen%+cos%fcos%:
=1-(-1)+0-0=2
c) senﬁ—sen ldn —cosﬁ +c055—n=
S 6 & 6
=\/§_(_L)_L_J§:
2 2 2 2
I oos AT o_(_Lj
cos 5 — cos — - 2) 1
4 5n B 1 )
2-sen? 2.7

Com a calculadora de um celular ou com uma calculadora
cientifica, obtemos:

a) sen % = 0,342

I

b) sen 0,643

2n
9
¢) sen 3?" ~ 0,866

a) 2 - sen % ~2-.0,342 = 0,684

sen % = 0,643

T 2n
Logo: 2 - = = =N
go: 2 - sen sen

Portanto, a igualdade é falsa.

b) sen % + sen % ~ 0,342 + 0,643 = 0,985

sen % - 0,866

T 2n 3n
Logo: = + = -
go: sen sen sen

Portanto, a igualdade é falsa.

Comentario: Com a verificacdo de casos particulares,
os alunos sao estimulados a concluir que o seno
da soma de duas medidas nao € igual a soma dos se-
nos dessas mesmas medidas.

LIX

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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20. Nos 1°e 32 quadrantes, temos seno e cosseno com mesmo

sinal.
e No 1° quadrante: sen T —cos * = ﬂ
4 4 2
e No 3¢ quadrante: sen % = cos %t = —%

sen

N

51
4

21. a) Observando o ciclo trigonométrico e lembrando que

1 . 2 e
sen 30° = 5 concluimos que ha dois arcos que sa-
tisfazem a equacao:

sen

180° -30°

sen x = i = x = 30° ou x = 150°

2
b)
180° - 45°
0 cos
V2
2
180° + 45°
CcoS X = —% = x = 135° ou x = 225°

Comentario: Esse exercicio propicia aos alunos resolver
equacoes trigonométricas simples.

cth ) igen =0 tg 40° + tg 220°) > 0 (I
tg 2200 > 0 = ( g g ) ( )

tg 315° < O

tg165° < 0

De (I) e (I), vem:

(tg 40° + tg 220°) - (tg 315° + tg 165°) < O

} = (tg 315° + tg 165°) < 0 (II)

23.

24.

25.

26.

27.

b) g G- = tg 2? . .
—<
tgﬂ_t £ = tg —— 6 . tg
4
2- tg4— - tg ST
Logo >0

tg o = tg 42° =~ 0,90
tg f = tg 160° = —tg 20° = —0,36
tg 6 = tg 260° = tg 80° =~ 5,67

a) tg 145° ~ 0,7
b) tg 215° = 0.7
¢) tg 325° =~ 0,7

Podemos escolher, por exemplo, oo = 20°, assim, tg 20° =
=0,364 e tg 40° = 0,839. Observando a relacdo, verifi-
camos que tg 40° # 2 - tg 20°, ou seja, 0,839 = 0,728.
Podemos escolher o = 30°, que € um dos angulos notaveis,
assim nao é preciso utilizar a calculadora para verificar
essa desigualdade.

Comentario: Essa questao leva os alunos a verificar, agora
de modo mais abrangente, que nao ha proporcionalidade
entre as medidas de um angulo e os respectivos valores
da tangente.

0155)
a) tg o = 0.84 é menor que 1.
_ 055 _ .
b) tg o = o8t = 0,65 é menor que 1.

c) cos o.> 0 e sen o > 0; entdo, o pertence ao 1° quadrante.
d) (t — o) € 2° quadrante = tg (1 — o) <O

(r + o) € 3° quadrante = tg (t + o) > O

(2n — o) € 4° quadrante = tg 2n — o) <O
e) tg(n — o) = —0,65

tg (t + o) = 0,65

tg 2n — o) = —0,65

Comentario: Esse exercicio proporciona a diversidade de
aplicacao dos conceitos estudados: peca aos alunos que
facam uma estimativa; calculem e comparem o resultado
com o valor estimado; localizem o quadrante de um arco
conhecendo os valores de seno, cosseno e tangente; e
apliquem as relacoes de simetria para tangente.

2
cos%c-&-(%j =1 = cos® x—l—% =
12
= apesl
= cosx =*Jg
Como x pertence ao 12 quadrante, temos cos x > 0.
12

Logo, cos x = 13



28. a)cos’x+sen?x=1= (0,8 +sen’x=1=
=sen x = =0,6
Como x pertence ao 4° quadrante, temos sen x <O0.
Logo, sen x = —0,6.

b) tgx= 30X _ 06 4.y 075
) tgx cos x 0,8 =18x
29. a) tgo = sen o :i: sen o = cos o= 3-sena
cos o & cos o 4
Como sen? o + cos? o = 1, temos:
N 3-sena)’ 2 9-sen® o
sen“ot+|———— | =l=ssen“"0 + ——=1=
4 16
. 2
= 25-sema _ 4 o=+ d
16
Como o pertence ao 3¢ quadrante, temos:
4
seno=—— =-0,8
B
_4
sen o 4 5 &
b) tga= > = = = coso=—"— =
) tg cos o & cos o 5

= cos a=—0,6

30. Para um arco de medida o, a relacao fundamental da
Trigonometria sempre € valida: sen? o + cos? oo = 1. Como
(0,8)? + (0,4)> =0,64 + 0,16 = 0,8, nao sao possiveis as
igualdades sen o = 0,8 e cos o = 0,4.

31. a) 180° — 80° — 30° = 70°

6 _ Yy _ X
sen 70° sen 30° sen 80°
_ 6-sen80° _ 6-0,98 _
X~ “sen70° 0,94 S eI
_ 6-sen30°  6:0,5 _
Y= "sen70° 0,94 =y=32

Logo, x=6,3cm e y = 3,2 cm.

b 4 3 3'0,87

sen 60° - sen x ~ e 4 R
= sen x = 0,6525
Pela tabela dada, obtemos: x = 40°
180° — 60° — 40° = 80°
Assim: 4 ~ Y
sen 60° sen 80°
_ 4-sen80° _ 4-098 _
Y= Tsen60° 087 4.5
Logo, x=40°e y = 4,5 m.
32. a) Esquematizando:
£> y
110°
12m 40°
30° X
z
9m

33.

34.

35.

Aplicando a lei dos senos no triangulo obtusangulo,
temos:

X _ 12
sen 110° sen 40°

12 - 0,94
0,64

Logo, a distancia entre a casa e a entrada €, aproxi-
madamente, 17,6 metros.

X = = x =17,6

b) Aplicando a lei dos senos, vamos descobrir a distancia
entre a entrada e o pomar:

176 _ Yy

sen 110° sen 30°
17,6 - 0,5

Y=—"09a 4

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retan-
gulo, temos:

z2=(17,6)> — 9= z= 15,1
caminho 1: 12 + 9,4 = 21,4
caminho 2: 9 + 15,1 = 24,1

Portanto, o caminho 1 é o mais curto.

4,3 cm
d _ 4,3 __35
sen y sen 70° sen x
3,5-0,94 o
~ 29 I% 0,77 = x =50
sen x i3
y = 180° — 50° — 70° = y = 60°
d - SAD) - da _ 35 -
sen 60° sen 50° 0,87 0,77
_ 0,87-3,5 -
=d = ~ o077 = d = 3,95

Logo, a medida aproximada da diagonal é 3,95 cm.

Esquematizando a situacao:

navio
100°
X
45° 35°
5 50 km A
Aplicando a lei dos senos, temos:
50 _ X _ 50-0,71 _
senl00°  sendb® X 0,98 45

Assim, a distancia entre o navio e o ponto de observacao
A é, aproximadamente, 36,2 km.

Velocidade: 0,2 m/s

Em 5 minutos, ou seja, em 300 segundos, cada nadador
percorre: 300 - 0,2 m = 60 m

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO



Como o triangulo ABC € is6s-
celes, temos:

med(B) = med(C) = 50°
Aplicando a lei dos senos,
temos:

60 _ d
sen 50° sen 80°

60 - 0,98
0,77

Logo, a distancia entre os
nadadores sera, aproximada-
mente, 76,36 m.

d = = 76,36

36. a) y> =82+ 102 -2-8+10 - cos 30°
y2=64+100—2-8-10-§
y? = 25,6

Portanto, y = 5,1 cm.
b) x2=252+32-2-2,5-3-cos 120°
x2:6,25+9—2-2,5-3-(7%j
52 =3 909, 7%
Portanto, x = 4,8 cm.
37. x>?=8+112-2-8-11"-cos 135°
x?2=64+ 121 -2-8- 11-(——@)
x? = 309,08

8

>

NELSON MATSUDA

Portanto, x = 17,6 cm.

38. a) 52 =22+352—-2:2:3,5cos o
25 =4+ 12,25 — 14 - cos a
25 -4 - 12,25 = —14-cos o
8,75 = —14 - cos o

cos oL = gy T
14 8

Como cos o < 0, concluimos que o angulo o € obtuso

e, portanto, o triangulo € obtusangulo.

b) 5cm

3,5cm

70 cm

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

50 cm

40.

41.

42.

Sabemos que cos 105° = —cos 75°.

Aplicando a lei dos cossenos, temos:

D? =50%+ 70> — 2+ 50+ 70 - cos 105° = D = 96

d? =502+ 702-2-:50+70"+cos 75° = d = 74,7

As diagonais medem, aproximadamente, 96 cm e 74,7 cm.

Sabemos que: 1 n6 = 1.852 m/h = 1,852 km/h
Ao meio-dia, os navios viajaram 4 horas.

Entao:

Navio 1:

e Velocidade (km/h): 24 - 1,852 = 44,448

¢ Distancia percorrida (km): 4 - 44,448 =177,8
Navio 2:

e Velocidade (km/h): 18 - 1,852 = 33,336

e Distancia percorrida (km): 4 - 33,336 = 133,3
Representando a situacdo ao meio-dia, temos:

r navio 1

177,8 km

porto

133,3 km

navio 2

Aplicando a lei dos cossenos, temos:

x?=177,8 + 133,3> - 2-177,8 - 133,3 - cos 75°

x = 192,56

Portanto, a distancia entre os navios ao meio-dia €, apro-
ximadamente, 192,5 km.

8 cm 120° X

B 13 ¢cm s

(13)2 =82+ x2—-2-8-x-cos 120°
169 =64 + x2— 16+ x(—0,5)
x2+8x—105=0=x=—-15Mmaoserve)ex=7=AC=7

Portanto, a medida do lado AC € 7 cm.

A

24 cm
15 cm

B 21 cm C
Aplicando a lei dos cossenos, temos:
212 =152 +24?>—-2-15-24-cos a
441 = 225 + 576 — 720 - cos o
cos o = 0,5= a=60°

Portanto, a medida do angulo formado entre os lados AB
e AC do triangulo é 60°.



Exercicios complementares

1.

2.

3.

4.

5.

360  2-m-4 oo

p 7—15’7 = x =225

360° _ 2nr ~360-100 B

300° _ 200 = T300.n 3822

Logo, o raio mede, aproximadamente, 38,22 m.

grau radiano
180 b3
= x= 1% rad
140 — x
medida comprimento
(radiano) (cm)
2n 2n 5 _o2n-7 7
« — 7 % 25 747 E

Logo, o angulo central oo mede 1,4 rad.

Cada hora determina um angulo de 30°, porém, como ja

se passaram 20 minutos da hora cheia, ou seja, 1 da
hora, o ponteiro das horas percorreu 10°. 3

Logo, o menor angulo formado pelos ponteiros mede:
(20° + 30°) = 50°

medida tempo

(grau) (min)

30 — 60

o —— 15
_30-15 _ 450 _ onn
o= ~60 60 7°30

o + 30° = 7°30" + 30° = 37°30°
Assim, o menor angulo formado pelos ponteiros mede
37°30'.

a) sen 148° = sen 32° = 0,53
b) sen 212° = —sen 32° = —0,53
c) sen 328° = —sen 32° = —0,53

Em ordem decrescente:

7n T 23n n
R TR IS TS T}
. Q: 144°
grau radiano
180
T =S a= An rad
144 — a 5)

P: 180° — 144° = 36°

grau radiano

180 T
36 — x

T
—fh d
= X ra

R: 36° + 180° = 216°

grau radiano
180

T =S y= bn rad
216 — y 5

S: 360° — 36° = 324°

grau radiano
180
" z ==L rad
324 z
10. ) sen BT — cos BT _ _N3 [ N2 |_ 8 +V2

b) cos%—tg n :_L_( 3): 78762\/§

2
11. sen29+c0529=1:(—§) +cos’f=1=

J30

= cos 0=+ ———

6

Como 6 pertence ao 32 quadrante, temos cos 6 <O0.

Nl

Logo, cos 6 = — 5
Assim:
N6
tg 0 = Serslg Stgo= —9 o

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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12.

sen

a)sen (t — o) =seno = 0,8
b) sen (n + o) = —sen oo = —0,8

c) sen (2r — o) = —sen o = —0,8

13. Os arcos de medida x que tém cosseno igual a — % para
4n

0 < x < 2m, sdo 2% o
S) S)

A
cos
14. C
135° X
30° 2
A 15 B
15V2
Aplicando a lei dos senos, temos:
1
x._ _ 152 éX:15\/§ 2 _15
sen 30° sen 135° J2
2
Portanto, x = 15 cm.
15. A
X 60 m
60°
5 50 m S

Aplicando a lei dos cossenos, temos:
x? = 60% + 502 — 2 - 50 - 60 - cos 60°
x? = 3.600 + 2.500 — 6.000 - +

x? = 3.100

x=10J31 =55,7

Portanto, a distancia entre os edificios A e B €, aproxima-
damente, 55,7 m.

16. Fazendo um esquema da situacao, temos: C
med(A) = 36°
med(B) = 90° A
N >4 19m
med(C) = 54°
D
e =
15° 5
A L] B

Aplicando a lei dos senos no AACD, temos:

19 X

sen 21° sen 54°

19-0,81
0,36

= 42,75

A distancia entre o topografo e a base da torre é, aproxi-
madamente, 42,75 m.

17. a) Se cos x = % entao:
1 2
sen?x t+cos?x=1=sen?x=1— (3) =
8
D 5o = &
= sen? x 9
Como x € um arco do 1° quadrante, temos:
senx = 22
3
279
_senx _ .3 _
b) tg x cos x 1 22
S
18. a) sen’ x + cos?x=1=sen’?x=1 — cos? x=
3\’ 16
2x=1-|= 2 3= -2
= sen? x (5) = sen? x 55
Como x € um arco do 1° quadrante, temos: sen x = %
b) t _ sen x t _4 .5_4
) g x x ®*TF 373
19. O terreno pode ser representado pela figura a seguir.

A Rua dos Péssegos C

Para calcular o terceiro lado do terreno, podemos usar
a lei dos cossenos:

0
|

=b>+c®—-2-b-c-cosA

o
|

—102+62—2-10-6-%
a® = 136 — 60 = 76

a = 2419
a = 8,7m

e Ha dados suficientes para a resolucao do problema.

¢ Algumas informag¢des nao sao necessarias para a reso-
lucao, como as distancias do terreno ao hospital e da
doceria a escola, por isso foram descartadas.

NELSON MATSUDA



20.

21.

22.

a) Aplicando a lei dos senos, temos:

186 18\/5'%

36 _ _
sen 45°  sen B = sen 36 =
:senB:£
2
b) sen B = ﬁ = B=60°0up = 120°

2
c) o= 180° — (45° + 60°) = 75° ou
o= 180° — (45° + 120°) = 15°
Logo, .= 75° ou o0 = 15°.

d)

Resposta pessoal.

Comentario: Verifique se os alunos estao sentindo dificul-
dade em criar um problema contextualizado. Incentive-os
e oriente-os, se necessario. Pode acontecer de o problema
elaborado ter informacoes extras, irrelevantes para a re-
solucao do problema (como na atividade 19), que deverao
ser descartadas, e € possivel também que alguns alunos
criem problemas insoluveis por falta de informacoes.
Essas situacoes deverao ser detectadas pela dupla e
resolvidas. Auxilie-os nesse processo.

Esquematizando a situacao, temos:

NELSON MATSUDA

C R B

Aplicando a lei dos senos no triangulo ABC, temos:

sen 30° _ sen 120°
10 R

R=10-1,7 =17
Assim, o tipo de material a ser utilizado € o IV.
alternativa d

Autoavaliacao

1.

medida comprimento
(grau) (cm)

360 — 21- 12
120 — x

.= 120+:2m-12 -
360
Portanto, x = 25 cm
alternativa d
grau radiano
180 b4
210 — x
210w _ 7n
180 6

alternativa c

3.

671 11ln < 127 b4 11ln

—_— < — < <
12 - 12 0 12 2 12 "
Logo, um arco de 11127r rad pertence ao 2° quadrante.
alternativa b
y

N 2 . .
Os arcos simétricos de Tn rad, respectivamente aos eixos

1l

:2) 9

x e y e a origem O, medem IGTW, an ¢

alternativa b

sen 210° < O
cos 150° < O

= sen 210° + cos150° < 0O

tg 150° < O

b)
tg 225° > 0

} = tg 150° - tg 225° < O

cos 270° =0

c) = c0s270°-sen125° =0
sen125° >0

sen 240°< 0

= sen 240°-cos110° >0
cos 110° < O

alternativa d

sen
&
(Fo=====c 7
1
1
A
0 ! cos
1
(po=====s
131
7
Observando o ciclo trigonométrico, concluimos que:
sen 137 — _sen & ecos 13T —cos T
7 7 7

alternativa c

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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sen =

cos

O seno de % é igual ao cosseno de 5?“ e ao seno de 5%

alternativa a

8.sen> o + cos>o =1 =sen>a + (0,82 =1 =
= sen”> o0 = 0,36 = sen o = *0,6

Como o pertence ao 4° quadrante, temos sen oo = —0,6.
. _senoa _ —0,6 _
Assim: tg o cos o 0.8 = tg o 0,75
alternativa a
9 6 _ y _ X
° sen 44° sen 36° sen 100°
x = 8- sen 100°
sen 44°
_ 6 - sen 36°
Y sen 44°

alternativa d

10. Aplicando a lei dos cossenos, temos:
(AB)? = 122 + 82 — 2+ 12 - 8 - cos 20°
(AB)? = 144 + 64 — 180,5
(AB)? =27,5
AB = 5,25
alternativa c

~ Capitulo 4 - Funcoes trigonométricas

Exercicios propostos

1. a) Analisando alguns pontos do grafico, verificamos que:

J(=2) = f(2) = f16)
Como a funcéao € periodica, observamos que:
S = flx + 4)
Logo, o periodo p da funcéo é 4.

b) Com procedimento analogo ao do item a, temos:
S=3) = f=1) = f(1) = f(3)
S =fx+2)=p=2

c) Com procedimento analogo ao do item a, temos:
f=1,5) = f(1,5) = f(4,5)
) =flx+3)=p=3

2. Analisando os graficos, concluimos que:
a) valor minimo: O; valor maximo: 2
b) valor minimo: —1; ndo tem maximo
¢) valor minimo: 8; valor maximo: 12
Comentario: Para o item ¢, comente com os alunos que o
1 nao é um valor maximo, pois ele nao pertence a funcao.

3.a), b), ¢), d)

15
4

LXVI

4n 4n 2n
=———t2n= —

3 4 G

157 151 T
— =— + ==
71 z =g

e), f)
y

b1 b 471
—_— == db = ==
6 A=

4. a) Uma expressao geral dos arcos congruos a 60° é:
60° + k- 360°, kEZ

~ = T
b) Uma expressao geral dos arcos congruos a 5 ¢

% +k-2m kEZ

c) 385° = 25° + 360° = 25°

Uma expressao geral dos arcos congruos a 385° é:
25° + k- 360°, kEZ

251 11 14n 11w 11w
LA e e D et el = =L
4= 7 7 7 t2==3
U = ~ 25m ..
ma expressao geral dos arcos COnngS a T @3
117" + k-2r, kEZ



sen

it =3.465°
4

4230° 2

R

a) sen 3.465° = sen 225° = —sen 45° = f%
2

b) sen 2% —sen & — _gen & =32
4 4 4 2
c) sen 4.230° = sen 270° = —1
10w | 2n /3
d) sen ( 3 ) = sen 3 = 5

e) sen (—3.465°) = sen 135° = sen 45° = %

_13m ) _ 3n _ mo_ N2

f) sen ( 1 ) sen 1 sen 1 5

g) sen (—4.230°) = sen 90° = 1

h) sen 10T _ sen (,%j = —sen % = f—\/zg
Observando os valores no exercicio anterior, podemos
generalizar:

e sen (—o) = —sen o

e sen o = —sen (—a)

Sabemos que os valores da funcao f(x = sen x variam

no intervalo [—1, 1].

Assim:
—l<senxs1=-1<2k-8s1=
>52<2ksd4>1sks2

R

[~

I N
—_
N

a) O grafico I aproximou os numeros irracionais para
numeros racionais com duas casas decimais. Assim,
2 foi representado por 6,28.

2-0
2

b) amplitude = =1

c) D(f) = ReIm(f) = [0, 2]

d) Espera-se que os alunos concluam que o grafico de fé
o grafico de g deslocado 1 unidade para cima. Assim, a
imagem das duas func¢ées nao ¢ a mesma. No entanto,
o periodo, a amplitude e o dominio sao iguais.

10.

11.

Comentario: Com esse exercicio, oriente os alunos a faze-
rem a leitura de um grafico e identificar os conceitos de
dominio, imagem, amplitude e periodo. Além disso, o exer-
cicio possibilita trabalhar a ideia de transla¢ao do grafico,
em funcao do parametro k, na funcao f(x) = k + sen x.
Entao:

mt T
— + —=|=1.
(5 + %)
S, =2.500 + 1.215-1 = 3.715
Portanto, o nimero maximo de pessoas que procuram
emprego nessa empresa € 3.715.

O numero maximo ocorre quando sen

a) Analisando a funcao h(t)=3 + 2 - sen (% . t) verifica-

mos que a altura maxima € atingida pela maré quando
seno assume seu valor maximo (1):

h. =3+2-1=5

E a altura minima é atingida pela maré quando seno
assume seu valor minimo (—1):

h =3+2-(-1)=1

Logo, a altura maxima atingida pela maré € 5 m e a
minima € 1 m.

b) Atribuindo alguns valores a t, obtemos:

t h(t)=3+2-sen(%-t)
o h(O)=3+2-sen(%-oj=3+2-sen(0):
=3+2-0=
h(3)=3+2-sen(l-3jz3+2-sen(£j:
B] 6 2
=3+2-1=
6 h(6) =3+ 2-sen %-6j:3+2-sen(n):
=3+2-0=3
h©) =3+2-sen|Z-9|=3+2-sen 2 | =
9 6 2
=3+2:(-1)=1
b3
=3+4+2- Ao =342 =
12 h(12) =3 + 2-sen 6 12] 3+ 2-sen(2m)
=3+2:0=3

Assim, esbocamos o graficode h(t) =3 +2 - sen(g . tj:

h(m)

t (h)

c) Podemos observar, no grafico esbo¢ado na resposta ao
item b, que a maré alta ocorre para t = 3. Além disso,
observamos que, a partir de t = 12, o ciclo se reinicia.
Logo, a altura maxima atingida pela maré ocorre no-
vamente para t = 15.

Como t = O representa meio-dia (12 h), concluimos
que a maré alta ocorre as 15 h e as 3 h.
Analogamente, concluimos que a maré baixa ocorre
parat=9et= 21, ouseja, as21 heas9h.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO



d) Observando o grafico da func¢ao, concluimos que a maré alta se repete de 12 h
em 12 h e que o mesmo acontece com a maré baixa.

Comentario: Este exercicio e o exercicio anterior mostram a aplicacao dos conceitos

estudados na modelagem de uma situacdo em uma empresa e um evento das Cién-

cias da Natureza, o que favorece o desenvolvimento da habilidade EM13MAT101.

12 X sen x 2-senx

0 0 0
s 2 2
4 2 \/_
L, 1 2
2

3n A2 N
4 2
b 0 0
s _A2 -2
4 2

3n =1 -2
2

7—": __2 _\/2_
4 2
21 0 0

b), c)
y

G o iy

T N

d) A amplitude da funcao g mede 1 e a amplitude da funcao fmede 2, ou seja, a
amplitude da funcao f¢é o dobro da amplitude da funcao g.

e) y
X sen x 3es
3. ,,,,,,,,
3V2
0 0 0 NE
2 \ZA ,,,,,,,
. N2 3V2 3
4 2 2 1 1
1L 1 3 2
2
2 0
3n V2 342 Ty Tl 4--2--
4 2 2 L
T 0 0 24
N2,/
1 A2 342 R 1 S N
S 4 2 2
2
= -1 -3
2
@ In 2 342
3 4 2 2
&
g 2n 0 0

LXVIII



A amplitude da funcao h mede 3 e a amplitude da
funcao g mede 1, ou seja, a amplitude da funcao h é
o triplo da amplitude da funcéao g.

Para funcoes do tipo i(x) = k -+ sen x, em que k é um
numero real positivo, a amplitude do grafico de i sera
igual a k vezes o valor da medida da amplitude do
grafico da funcao g(x) = sen x.

Comentario: Esse € um exercicio de investigacao sobre
o parametro k na funcao dada por i(x) = k + sen x.
Os alunos iniciam a investigacao pela construcao do
grafico em casos particulares. Se necessario, proponha
outros casos antes de eles formularem uma hipétese. Se
achar conveniente, explore esse exercicio em um software
de construcao de graficos, que possibilite a visualizacao de
varios casos particulares, facilitando a generalizacao.

13. cos 2x + cos 4x + cos 6x + ... + cos 78x + cos 80x =
= cos %+cosn+cos%+cos 21 +...+cos 20w =

=0-1+0+1+0-1+0+1+...+0-14+0+1=0

15. a) g(0) = g(2n)
Como a funcéo é periddica, temos: g(x) = g(x + 2m)
O periodo p da funcao g é 2.
2-0
2
c) D(g) = ReIm(g) = [0, 2]

b) amplitude = =1

d) Espera-se que os alunos concluam que o grafico de g é
o grafico de fdeslocado 1 unidade para cima. Assim, a
imagem das duas funcoes nao é a mesma. No entanto,
o periodo, a amplitude e o dominio sao iguais.

16. Vamos construir um quadro com os valores de x, sen x
e —sen x, considerando 0 < x < 2.

X sen x —Ssen x
0 0 0
L3 A2 _A2
4 2 2
L, 1 -1
2
3n N2 _A2
4 2 2
T 0 0
Sn 2 V2
4 2 2
3n =1 1
2
m 2 V2
4 2 2
2n 0 0

y
N2 Moo
2 N L X
0 n [ N 3n ! /2n X
EENEYZANE )2
_‘| e Y- ___ 2=~
T 3n Sn 7n
4 4 4 4

Comentario: Espera-se que os alunos concluam que, assim
como os graficos das fungoes g(x) = cos xe h(x) = —cos x,
os graficos das fungdées m(x) = sen x e n(x) = —sen x sao
simétricos em relacao ao eixo x.

17. O pico da doenca deu-se quando cosseno assumiu seu

valor maximo, ou seja, para cos (L(;nj = 1. Entao:

n_=6.380+5.900-1=12.280
Portanto, ocorreram 12.280 casos nessa determinada

regiao.
Sabemos que o valor maximo de cosseno ocorre para 0s
arcos de O, 2m, 4n, ...; entao:
. m :Ozn-t—nzo:tzlzl
6 T
. % =2n = Nt = 12n:>t:%:13

Logo, como tvaria de 1 a 12 (de acordo com os meses do
ano), concluimos que o pico da doeng¢a ocorreu em janeiro.

18. a) Observando o grafico, temos: h(— 1) = h(ﬁ)

4 4
Como a funcao € periddica, temos: h(x) = h(x + w)
O periodo p da funcao h é m.
b) Observando o grafico, concluimos que as assintotas

passam em: x=% +kn, kEZ

c) D(h) =R — {%-&-kn,kel}elm(h) =]—o00, +00f

19. Espera-se que os alunos concluam que g(x) = tg x e
Jlx) = —tg x sdao simétricas em relacao ao eixo x.
20. a)

A
cos
cosx=% :>x=%radoux=ﬁrad
b)
senxz%:xz%radou 2?ﬂrad
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c)
tg
0
T g
4
- = 3n - In
tgx=-1=x n rad ou x 1 rad

d)senleﬂx:%rad

e) sen x=0 = x=0rad ou x = rrad ou x = 2r rad

21. a)senx- (senx+ 1) =0

senx=0 = x=0o0ux=moux=2n

3n
=—1 = =
Sen x = X

Logo, os valores possiveis para x sao O rad, m rad,

2n rad e % rad.

b) 2:-senx-cosx—cosx=0
cos x(2-senx—1) =0

1

3n

cosx=0=>x=—oux=—

2
ou

2:senx—1=0 = sen x =

2

1
2

6 2

=>x=-L oux= £
6 6
Os valores possiveis de x sao L rad, L rad,
‘%t rad e 32_71 rad.

c)cos?’x—2+-cosx+1=0
Sendo cos x = y, temos:
y¥-2y+1=0=y=1
Assim:
cosx=1=x=0oux=2n

Os possiveis valores de x sao O rad e 2xn rad.

22. e

12

(V]

(¢§]

23. cos (xfg):flzxf

Assim, x = % rad.

24. = ——
a) sen x 5

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

2

No intervalo [0, 27], os arcos cujo seno vale 5 sao
T 3rn
e —/—.

4 4

sen x

Logo, no universo real temos:

S={XE\R| =%+2knoux=%+2kn, keZ}

2n

b =
) sen x = sen 3

sen x

Portanto:
SE {x E|R|x=%+2k1t oux:%-i-an:, k EZ}
- _1
€) Ccos X = 5
No intervalo [0, 2r], os arcos cujo cosseno vale —%
- 2n 4n
sao 3 ® 3
2n + 2kt

A

3 /
_l? 0 Cos X
2,
4Tn+2kn

Logo, no universo real temos:

S={xEIR|x=2?n+2kn: oux=%+2kﬂ, kEZ}

- _5n
d) cosx—cos( 5 )

A

aY
/

Logo:S={xE|R|x=5—6n+2knou
x=—5—6’c +2kn,k€Z}



e) tg x=—3

Os arcos cuja tangente vale —/3, considerando o in-
2n ., 5
3

tervalo [0, 2x], sao 3 e

tg x
2n

51 2n
b 0o = 5 =2
Observe que

Logo, no universo real temos:

+r

S = {x EIR|x=%+kn, kEZ}

Htgx= tg %

tg x
i

— + 2k
4+ o1

54—n+2kn <

51 T
Observ == =
serve que

+n

Logo:S={xEIR|x=%+kn,kEZ}

N

25. No intervalo [0, 2r], os arcos cujo cosseno vale 5 sao
T 11lm
6 ° 6
Assim, temos:
T _T =__T
x+4—6+2k1t:>x 12+2k1'l::>
231
= +
= 12 2kn
x+ &= UT o opr o = 19T | g
4 6
Portanto:
S = {xEJR|x= % + 2kn oux=% + 2k, kEZ}

26. sen x*cosx=0=senx=0oucos x=0
No universo real, temos:
senx=0=>x=0+Ikn ke’

cosx=0=x= %+ kn, k€ Z
Da uniao das solucgdes, concluimos que:

S={x€\R|x=an, kez}

N2

2
Comentario: Este exercicio proporciona a reversibilidade
do estudo, ou seja, a oportunidade de elaborar uma

Logo, uma resposta possivel é: cos x = —

equacao a partir de uma solucao conhecida.
28. ¢ Para x = 0, temos:
0) =sen = = 1
f(0) =sen 5

Logo, a funcao fé representada pela curva em vermelho.
Espera-se que os alunos percebam que o grafico de f¢é

o grafico da funcao seno transladado % unidade para a

esquerda.

e Para x = %, temos:

g(%) =cos 0=1

Logo, a fungao g € representada pela curva em azul.
Espera-se que os alunos percebam que o grafico de g € o
grafico da funcéo cosseno transladado % unidade para

a direita.
29. Partindo da funcéo original g(x) = sen x:
e ]1°passo: sen x — sen (x + %j

O grafico de g sofrera uma translacao de % para a
esquerda sobre o eixo x.

e 2°passo: sen (x 4+ %j — 1 + sen (x 4 %)

O gréfico da funcéo translada 1 unidade para cima.

O novo conjunto imagem sera Im( f) = [O, 2].

Construindo o grafico, temos:

L2 5

O dominio, o periodo e a amplitude de fsao os mesmos
de g:
D(f) =R, p = 2rn e a amplitude € 1.

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO



30. Espera-se que os alunos percebam que: aprendizado, permitindo aos alunos que vao além da
e a amplitude do grafico é 2. Logo, b = 2: construcdo em si de um grafico especifico para a cons-

o 3 . . trucao de “familias” de graficos.
e o grafico esta deslocado 2 unidades para cima em re-

lagao ao grafico g(x) = 2 - cos x. Logo, a = 2. 32. a) Partindo da funcéo g(x) = sen x, temos:
Outro modo: * 1° passo: sen x — sen 2x
Também podemos resolver esse exercicio algebricamente: O novo periodo é p = 2n _ o

¢ Pelo grafico, temos que f(0) = 4. Assim:
f0)=a+ b-cos O

e 2° passo: sen 2x — 3 * sen 2x

A nova amplitude € igual a 3.

4=a+b-1
“ Quando multiplicamos g por 3, sua imagem passa a
a+b=4 () ser [-3, 3].
e Pelo grafico, temos também que f(r) = 0. Assim: Entao, Im( f) = [-3. 3].
flm=a+b-cosn O dominio de fé o mesmo de g, ou seja, D( f) = R.
O0=a+b-(-1) b) Partindo da funcao g(x) = cos x, temos:
a=b (I

® 12 passo: cos x — cos 3x
Resolvendo o sistema formado pelas equacées (I) e (II),

- . _ 2n
obtemos a=2eb = 2. O novo periodo € p = 5
31. a) flx) =3 +senxeglx) = -3 — sen x e 2° passo: cos 3x — 2 - cos 3x
y A nova amplitude € igual a 2.

4] e 3° passo: 2+ cos 3x— 5 + 2 - cos 3x

Ocorre transla¢ao de 5 unidades para cima.

Ap6ds o 2° passo, o conjunto imagem da funcao g pas-
sa a ser [—2, 2]. Apds o 32 passo, o conjunto imagem
passaa ser [3, 7]. Logo, Im( f) = [3, 7].

O dominio de fé o mesmo de g, ou seja, D( f) = R.

0 ‘ ' , ;
%' T 32_7T; 27, X 33. a) Partimos da funcao g(x) = cos x e, em seguida, cons-
= i : truimos o grafico de fcom periodo p = % =A4n.

i periodo de g =27

periodo de f=4n

b) Partimos da func¢ao g(x) = sen x e, em seguida, cons-

truimos o grafico de fcom periodo p = %Tn = %

¢ Espera-se que os alunos percebam que, dada uma fun-
¢ao inicial, ao multiplicar sua lei por —1, as ordenadas
negativas tornam-se positivas e as positivas tornam-se
negativas. Por isso, seu grafico sera refletido, no plano
cartesiano, em relacao ao eixo x.

Comentario: Softwares para a construcao de graficos sao
ferramentas cada vez mais indispensaveis no processo
de ensino-aprendizagem, pois ampliam as fronteiras do

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO




c) Partimos da funcéo g(x) = sen x e, em seguida, cons- b) 2571 P 241 T,
= T =

T
truimos o grafico de f cujo periodo € p = LT mea 3 3 3 3 3

2
amplitude é 2. Assim, a expressao pedida é:
L 4 k-2r comke?Z
y 3
2 3. A funcao seno variade —1 a 1. A funcao f(x) = —sen 10x
1 também varia de —1 a 1. Entao, podemos escrever:
0 —1=< —sen 10x=<1
P Adicionando 4 a todos os membros, temos:
. —1+4<4-senlOx<1+4=3<4—-—senlOx=<5
- Logo, o menor valor da expressao € 3 e o maior € 5.
e 4. Em 2025, temos t = 15 anos.
A(15) = 850 + 200 - sen 215
15 )
d) Partimos da funcao g(x) = —cos xe, em seguida, cons- Temos: L= 775 B %
truimos o grafico de f com amplitude 2. Observe que Assim:
o periodo nao sofre mudanca. A(15) = 850 + 200 - sen %
A(15) = 1.050
Portanto, a quantidade de algas nessa baia, em janeiro
de 2025, sera 1.050 toneladas.
5. Observando a lei da fung¢ao, conclui que o nimero ma-
X .
ximo de clientes ocorre quando sen xl Zn =-1,equeo
numero minimo de clientes ocorre quando sen Xl .ZTE =1
Assim:
S, = 900 — 800 - (—1) = 900 + 800 = 1.700
Exercicios complementares Sy, =900 — 800 - (1) = 900 — 800 = 100
Portanto:

1) o +ke2m S0, — fl)_ = 1.700 — 100 = 1.600
3

alternativa e

quantidade de espuma atingiu 5 m® por metro de rio,
igualamos f(t) a 5:

t nt
3+ . ot _ 5 L= =
2 - sen = sen

/ \ A 6. Para determinar o primeiro momento do dia em que a
\OJ

Na 12 volta do ciclo trigonométrico, sen x = 1 para x = %
Entao:
nt _ m 1

t
L =L t=3
6 2 6 2
Portanto, a quantidade de espuma atingiu 5 m?® por metro

de rio pela primeira vez no dia as 3 horas.

J3

7. %—coszx=0:>cosx=tT

2. a) 855° = 135° + 2 - 360° = 135°
Assim, a expressao pedida é:
P! P LOgO,S:{E, 51 7 1175}

135° + k- 360°, com k € Z

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO
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Sendo cos x = y, temos:

8. 4-cos’?x+4-cosx+1=0

Logo, temos Im( f) = [-1, 3], D(f) =Re p = 2m.

b) f(x) =3 - sen (x-&-%)

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

4 +4y+1=0=(2y+1) =0=y=—1
o Partindo da funcao g(x) = sen x, temos:
ssim:
_2m . 4n e 1¢ passo: ( ; 1)
X="3-oux="3 passo: sen x — sen | x + o
Logo, a soma das raizes €: O grafico de g ficara transladado % unidade para a
2n o 4n _ 6T _ 9 esquerda sobre o eixo x.
37373 “"
* 2° passo: sen (x + %) — 3 sen (x + %)
. a) sen x = sen%
P A funcao tera nova amplitude igual a 3.
Entao: x = % + 2km ou x = Tn + 2kn, k€ Z Assim, a nova imagem sera [—3, 3].
Logo: Portanto:
_ _T _ 4n
S—{xE\R|x——+2kn ou x == + 2kn, k ez}
5 5 y
T J2
+ = =-X=
b) cos (x 3) 5
Entao
T 3n 5n
+ = === 4 = 2> 4+
X 3 1 2kn = x 12 2kn ou
T 5n 11w
+ = =20 4 = +
X 3 7 2kn = x 12 2kn, k €Z
Logo:
S = {XEIR|x=?—g+2kn ou x = llm +2kn,kEZ}
c) tg (x - %j =3
s O dominio e o periodo de fsao iguais aos de g, ou seja,
x—%=%+kn:>x=—+kn,kez DL = ™
T 12. a) O valor minimo para sen x € —1; e o valor maximo
LO%O:S:{XE'MXZEJF’W"EZ} é1.Ouseja: —1 <sen x =1
10. sen x + cos x = 0 = coS x = —sen x b) O valor minimo para 2 - sen x é —2; e o valor maximo

€2.0useja: 2<2-senx=<2
sen x

¢) O valor minimo para y = 1 + 2 - sen xé —1; e o valor
maximo é 3. Ouseja: —1 <1 + 2-sen x< 3 ou, ainda,
—lsys=3

13. a) Sim. No intervalo dado, cos x (curva verde) é sempre
negativo.

COs X

b) Nao. No intervalo dado, sen x (curva azul) é sempre

74—n+2kn

decrescente, mas, para % < x < m, sen x € positivo.

Logo: S = {x ER|x= %Tn +km, k € Z} ¢) Nao. No intervalo dado, tg x (curva alaranjada) é sempre

b3 2 X
crescente, mas, para — < x < 7w, tg x € negativa.

11. a) f(x) =1 —2:cosx= 1+ 2 - (—cos x) p 2 g 8
Partindo da funcao g(x) = —cos x, temos: d) Pelos graficos, observamos que sen x = tg x no ponto
em que x = © (ponto de cruzamento entre as curvas

azul e laranja). As coordenadas desse ponto sao (, 0).

e 1° passo: —cos x — 2+ (—cos x)
A nova amplitude € 2.
e 2°passo: 2+ (—cos x) > 1 + 2 - (—cos x)
O grafico da funcgao € transladado 1 unidade para cima.
Assim, esbo¢camos o grafico de f:

e) Pelos graficos, observamos que:

e cos x = sen x no ponto de cruzamento entre a curva
verde e a curva azul. Esse ponto esta no intervalo

Y emquen<x<%;

* tg x = cos x no ponto de cruzamento entre a curva
alaranjada e a curva verde. Esse ponto esta no in-
tervalo em que % <x<m.

Portanto, no intervalo considerado, o ponto em que

cos x = sen x tem abscissa maior que a abscissa do
ponto em que tg x = cos x.




14. Pelo grafico, podemos observar que f € a funcado seno
f(®) = sen t transladada verticalmente e com amplitude
alterada, ou seja, uma funcao do tipo f(f) = ¢ + d - sen t.
Como f(0) = 88 e f(g): 168, temos que c =88 e d = 80.

Assim, f(t) = 88 + 80 - sen t, ou seja, alternativa a.
15. Resposta possivel:

Nesta sugestao, foram escolhidas as marés do dia 27 de
marco de 2020 em Cajueiro da Praia (PI).

Tempo (horario) Altura (m)
0:28 0,3
6:29 3,0
12:44 0,2
18:50 3,0

Fonte: <https://tabuademares.com/br/piaui/
cajueiro-da-praia> (acesso em 20 mar. 2020).

Arredondando os horarios, obtemos a tabela a seguir.

Tempo (horario) Altura (m)
0:30 0,3
6:30 3,0
12:30 0,2
19:00 3,0

Para construir o grafico, primeiro marcamos os pontos

da tabela.

Altura (metro)

12

18 24
Tempo (hora)

Em seguida, construimos uma curva aproximada.

12

18 24
Tempo (hora)

As informacoes selecionadas foram modeladas com uma

funcao seno.
periodo = 24 horas
amplitude = 1,4 m

16. a)
A
cos
-1 - 2n _ An
COS X 2 = X 3 ou x 3

NELSON MATSUDA

b)
cos
1 21 47
< —= 28 = g =L
cos x 2 = 3 X 3
Autoavaliacdo
161 4 1271 4r 4n
s = = 4 = — 9
1. =3 3 3 3 "4m=-"3
alternativa c
227 21 20n 21 2n
2. ==+ === +4n= =
5 5 5 5 05

Logo, uma expressao geral dos arcos congruos a

2n

+ - 2n, com k € Z.

alternativa ¢

221
5 é

3. Observamos, no grafico, que o periodo da funcao € 0,75.
Portanto, o intervalo de tempo de um batimento cardiaco

€ 0,75 s.
alternativa d

4. A funcao seno é perioddica, pois sen x = sen (x + 271) e seu

periodo é 2m.
alternativa b

5.
!
_ _ 3
2-cosx—\/§:>cosx—7
alternativa d
6.0052x=—£:>2x=ﬁ+2knou
2 4 °
51 S
2x = — +2kn, k €EZ &
4 z
?
mgo,x:%+knoux:%+kn,k62 §
&
Portanto,S={x€\R| =%t+knoux=5?n+kn,kel}. <
3

alternativa b

LXXV
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10.

. A amplitude corresponde ao numero que multiplica

sen (x + 7).
Como f(x) = —2 + 3 - sen (x + 7n), a amplitude é 3.
alternativa a

. A imagem da funcao g(x) = cos (2x + 1) € o conjunto

[-1, 1].

A imagem da funcao h(x) = 2 - cos (2x + 1) é o
conjunto [-2, 2]. Portanto, a imagem da funcao
Jd =3 + 2 - cos (2x + 1) € o conjunto [1, 5].
alternativa d

2n
=22 =5

|2]
alternativa b

A massa é maxima quando:
mt nt T

SCHE=1:>%=5$1:=30
m(t), = 4.500 + 3.400 - 1 = 7.900

A massa € minima quando:

nto_ ot _ 3 =
senm— 1:>60 5 = t=90

m(f), . = 4.500 + 3.400 - (—1) = 1.100
Tempo decorrido: 90 — 30 = 60

alternativa c

Compreensdo de texto

1.

3.

&

a) De acordo com o texto, som é uma variacao de pressao
muito rapida que se propaga na forma de ondas em
um meio elastico.

b) O som é causado por uma vibracao de um corpo elas-
tico, o qual gera uma variacao de pressao de acordo
com o meio a sua volta.

c) Segundo o texto, o som é audivel para o ser humano
quando as variacdes ocorrem entre 20 e 20.000 vezes
por segundo.

. O grafico do som senoidal € determinado a partir do grafico

da funcao seno. Portanto, o Gnico grafico que representa
um som senoidal € o que consta no item e.

alternativa c

A variacao maxima de pressdo ocorre quando
sen (1,07nx — 334nt) = 1. Entao:
Ap_./=1,48-1 = 1,48

Portanto, Ap

max.

= 1,48 pascal.

a) Respostas possiveis: metrd chegando na estacao; banda
de rocl; decolagem de um aviao a jato; lancamento de
foguete.

b) No caso de secadores de cabelo, a média do nivel de
ruido € cerca de 80 decibéis; nos liquidificadores e
aspiradores de po, geralmente a média do nivel de
ruido esta na faixa entre 80 e 90 decibéis.

c) Resposta pessoal.

d) Resposta pessoal.

Comentario: Se possivel, finalize a atividade com uma con-

versa coletiva sobre o assunto. Espera-se, com essa ativi-

dade, sensibilizar os alunos em relacao aos danos causados
por ruidos excessivos. Além disso, conscientiza-los sobre

a importancia da colaboracao de cada cidadao com atitu-

des individuais, como falar baixo dentro de salas de aula

ou de espetaculos, regular seu automoével periodicamente
ou ouvir musica em volume mais baixo.

EDUCACAO FINANCEIRA

Bens publicos

Considerando a BNCC, esta secao visa desenvolver as com-
peténcias gerais 7, 9 e 10 e a competéncia especifica 2 de
Matematica. Além disso, trabalha com temas contemporaneos
transversais da BNCC relacionados a educacao financeira
e educacao fiscal, esta ultima abordando os varios tributos
oriundos das esferas federal, estadual e municipal e suas
destinacoes; a educacao em direitos humanos, discutindo
topicos como corrupcao e ética. Se achar conveniente, €
possivel fazer um trabalho interdisciplinar com os profes-
sores da area de Ciéncias Humanas e Sociais no que diz
respeito a competéncia especifica 1, trabalhando a habilidade
EM13CHS102.

As atividades desta secao devem ser um convite a reflexao e
a acao, levando os alunos a pensar em como as atitudes, as
escolhas, o uso das informacées e a cultura financeira podem
impactar em toda a sociedade.

Com a finalidade de oferecer subsidios para o trabalho em sala
de aula e um conjunto de possibilidades de caminhos a serem
percorridos, sao sugeridas nas atividades algumas discussoes.

Para comecar e pensar:

A primeira tarefa a ser realizada é uma oportunidade de discutir
os conceitos iniciais que serao trabalhados nesta secao por meio
da compreenséao do orcamento de um estabelecimento publico.

1. Proponha aos alunos um debate sobre o tema. Se achar
conveniente, para motivar a discussao, peca que assistam
ao video “Educacao Fiscal e Cidadania | Tributos: que
historia € essa?”, disponivel em: <https://www.youtube.
com/watch?v=VUcDz_twyeo>. Acesso em: 23 mar. 2020.

2. Estimule os alunos a refletir sobre a qualidade dos ser-
vicos publicos prestados em sua cidade, como escolas,
hospitais publicos, servico de iluminac¢ao, seguranca,
programas sociais, entre outros.

3. Se julgar conveniente, sugira aos alunos que facam outras
perguntas na conversa com os funcionarios da escola,
tais como: “Quais gastos a escola tem todos os meses?”;
“A escola tem gastos eventuais? Quais?”; “Quanto vocé
avalia que a escola precisa receber por més para custear
todos esses gastos?”.

4. No orcamento de uma escola publica, devem ser con-

siderados gastos mensais com infraestrutura, agua,
energia elétrica; gastos eventuais com obras e aquisi-
cao de moveis; materiais esportivos; merenda para os
alunos; materiais para sala de aula e secretaria: caneta/
giz, apagador, materiais de escritério etc. Além disso,
o governo deve garantir a compra e a distribuicdo de
livros didaticos e o pagamento do salario dos funciona-
rios (inspetores, cozinheiros, secretarios, professores,
faxineiros e gestores).
Para fazer a estimativa de gastos anual de uma escola, é
necessario envolver todas as despesas, avaliando quais
sao fixas, variaveis e eventuais, considerando também
o periodo de férias. Por exemplo, as despesas relativas
a merenda nao ocorrem no periodo de férias; obras nao
ocorrem com frequéncia mensal; o salario dos funciona-
rios ocorre mensalmente, independentemente de feriados
€ recessos.


https://www.youtube.com/watch?v=VUcDz_twyeo
https://www.youtube.com/watch?v=VUcDz_twyeo

Para discutir:

De acordo com o Cédigo Tributario Nacional, os tributos
podem ser classificados como impostos, taxas e contri-
buicoes de melhoria.

Os impostos sao percentuais cobrados sobre patrimoénios
(IPTU, ITBL ITR, IPVA), renda (IR), circulacao de mercado-
rias (ICMS, IPI), contratacao de servicos (ISS), operacoes
financeiras (IOF), entre outros.

As taxas sao cobradas mediante um servi¢o publico espe-
cifico prestado pelo governo diretamente ao contribuinte.
Alguns exemplos sao: os documentos emitidos por 6rgaos
publicos, como prefeituras e departamentos de transito
estaduais e a taxa de coleta de lixo.

A contribuicao de melhoria € cobrada com objetivo de re-
por o custo de obras publicas que resulte em valorizacao
imobiliaria. O proprietario deve pagar essa contribui¢ao
em decorréncia do enriquecimento gerado pela valorizacao
imobiliaria a partir de uma obra realizada pelo governo
municipal, estadual ou federal.

5. Alguns tributos que podem ser encontrados:

Sigla Tributo Esfera)
responsavel
IPTU Imposto Predial e Territorial Urbano
TFA Taxa de Fiscalizagao de Anuincios
1SS Imposto Sobre Servico de Qualquer Governo
Natureza municipal
TFE Taxa de Fiscalizacao de
Estabelecimentos
ITBI Imposto sobre Transmissao de Bens e
Imoéveis
Imposto sobre Propriedade de Veiculos
IPVA
Automotores
Imposto sobre Circulagéo de Governo
ICMS . ;
Mercadorias e Servigos estadual
ITCMD Imposto de Transmlss~ao Causa Mortis
e Doagao
IOF Imposto sobre Operag¢des Financeiras
Pl Imposto sobre Produtos
Industrializados
IR Imposto de Renda
Governo
WIE Imposto de Importagao/ Imposto de federal
Exportacao
Cofins Contribuicao para o Fmangamento da
Seguridade Social
CSLL Contnbwgao,Soc'laI sobre Lucro
Liquido

7. Emitir nota fiscal é dever de todo estabelecimento que
efetua venda direta ao consumidor (Lein® 12.741/12, de
8 de dezembro de 2012). A nota fiscal pode ser utilizada
como comprovante de uma compra, caso haja necessi-
dade de troca ou alguma reclamac¢ao do produto, mas
também é um meio de o governo controlar o pagamento
de impostos devidos nas transacoes.

8. a), b)

Sigla Tributo Esfera responsavel

CIp Conmbu'gaf) d.e lluminacao Governo municipal
Publica
ICMS Imposto sobre Clrculagao de Governo estadual
Mercadorias e Servicos
Cofins Contribuicao para o Flnanqamento Governo federal
da Seguridade Social

PIS Programa de Integracéo Social Governo federal

c) Os percentuais praticados variam de acordo com os
estados brasileiros.

Em uma iniciativa do Instituto Brasileiro de Planejamen-
to e Tributacao (IBPT) e da Associacao Comercial de Sao
Paulo (ACSP), o Impostometro tem por objetivo apresentar
gratuitamente uma estimativa do montante de tributos ar-
recadados no Brasil. E possivel acompanhar pelo endereco
eletronico <https://impostometro.com.br/> (acesso em: 23
mar. 2020) os tributos totais recolhidos, além das arrecada-
coes estaduais e municipais ou por categoria tributaria. Se
for possivel, acesse o site com os alunos e discutam a ordem
de grandeza do montante apresentado. Instigue-os a refletir
sobre o que € possivel fazer com os valores arrecadados.

Para finalizar:

6. Na composicao de precos de um produto, devem ser con-

siderados diversos gastos, como matéria-prima, mao de
obra, infraestrutura, lucro do fabricante e do comerciante,
tributos etc. O percentual da compra destinado aos tributos
dependera da natureza do produto. Os tributos embutidos
na compra de um medicamento, por exemplo, sao diferentes
dos tributos embutidos na compra de um automoével. Outro
exemplo pode ser a compra de um videogame importado, no
qual esta embutido Imposto sobre Produtos Industrializados
(IPI) e Imposto de Importacao (II).

9. Espera-se que os alunos observem as trés situacoes
apresentadas na ilustragao, nas quais ha desrespeito as
leis e aos outros cidadaos.

a) situacdo: uma jovem que recebeu troco a mais do
caixa do supermercado; correcao: a jovem deveria ter
devolvido ao caixa o valor recebido a mais.

b) situacdo: carro estacionado em local proibido; corre¢ao:
o carro deveria estar estacionado em local permitido.

c) situacdo: um menino tentando passar na frente de
outras pessoas; correcao: menino se posicionando no
final da fila.

Pessoas que vivem em uma sociedade tém direitos e
deveres, sendo dever de todo cidadao respeitar os direi-
tos dos outros, em vez de querer que somente seus
direitos sejam respeitados.

Provoque uma discussao sobre os direitos e os deveres de
um cidadao, bem como sobre os direitos e os deveres dos
representantes de uma sociedade (governantes).

10. Proponha aos alunos que discutam sobre o significado
da palavra ética e peca a eles que escrevam, no quadro,
as atitudes listadas, a fim de que toda a turma tome
conhecimento dos tépicos discutidos.

11. Nao é necessario debater esta questao, pois alguns alunos
podem se sentir constrangidos em compartilhar suas
respostas; porém, € importante pedir a eles que repensem
essas atitudes e fagcam uma autorreflexao sobre elas.
Ao final da atividade, reforce que individuos que vivem em
uma sociedade possuem direitos e deveres, sendo dever
de todo cidadao respeitar os direitos dos outros cidadaos.


https://impostometro.com.br/

PESQUISA E ACAO

Maquete

Considerando a BNCC, esta secao favorece o desenvolvimento
das competéncias gerais 2, 4, 6, 7, 8, 9 e 10, das competén-
cias especificas 1, 2 e 3 e das habilidades EM13MAT103,
EM13MAT201 e EM13MAT308, além de favorecer o desen-
volvimento do tema contemporaneo educacao em direitos
humanos.

Com a finalidade de organizar o trabalho, a atividade desta
secao € proposta em etapas, que poderao ser realizadas no de-
correr do semestre escolar. Mesmo que algumas etapas, como
a pesquisa e a elaboracao do produto, possam ser realizadas
fora da sala de aula, € importante verificar o perfil dos alunos
e orienta-los com relagcdo ao planejamento, ao prazo, ao mate-
rial necessario e a outros aspectos necessarios a realizacao do
trabalho, selecionando algumas aulas (momentos presenciais)
para as orientacoes e o acompanhamento do trabalho.

Esta atividade proporciona aos alunos a possibilidade de, com
base em critérios cientificos e utilizando dados, fatos e evi-
déncias, argumentar e propor solu¢des para problemas reais.
Além disso, incentiva modificar e adaptar ideias existentes e
criar propostas novas, colocando-as em pratica, aplicando
conhecimentos matematicos.

Etapa 1:

O objetivo desta etapa € estimular os alunos a partilhar os
conhecimentos prévios sobre os assuntos abordados na
secao, ampliando-os. Também se busca leva-los a refletir
sobre as especificidades de uma sociedade inclusiva, que:
define-se pelo respeito e pela valorizacao das diferencas;
reconhece a igualdade entre as pessoas; considera a
diferenca um principio basico, o que torna inaceitavel
qualquer tipo de discriminacao (inclusive do ponto de
vista da arquitetura e do urbanismo).

1. a) Segundo o Diciondrio Houaiss da Lingua Portuguesa,

acessibilidade € a “qualidade ou carater do que € aces-
sivel” e acessivel € “a que pode se ter acesso; a que se
tem acesso; facil de atingir; que pode ser facilmente
compreendido; inteligivel”.
Segundo a NBR 9050 da ABNT (disponivel em: < https://
www.ufrgs.br/incluir/wp-content /uploads /2017 /07 /
Acessibilidade-a-edifca% C3%A7%C3%B5es-
mobili%C3%A 1rio-espa%C3%A7os.-PDF1.pdf>, acesso
em: 10 fev. 2019): “Acessibilidade: possibilidade e
condicao de alcance, percepcao e entendimento para
utilizacao, com seguranca e autonomia, de espacos,
mobiliarios, equipamentos urbanos, edificacoes,
transportes, informacado e comunicacao, inclusive
seus sistemas e tecnologias, bem como outros servigos
e instalacoes abertos ao publico, de uso publico ou
privado de uso coletivo, tanto na zona urbana como
na rural, por pessoa com deficiéncia ou mobilidade
reduzida; Acessivel: espacos, mobiliarios, equipamen-
tos urbanos, edificacoes, transportes, informacao e
comunicacao, inclusive seus sistemas e tecnologias ou
elemento que possa ser alcancado, acionado, utilizado
e vivenciado por qualquer pessoa.”

b) Acessibilidade fisica, de acordo com o texto inicial
desta secao, € o conjunto de critérios que visa garantir
mobilidade e usabilidade para qualquer pessoa: crian-
cas, adultos altos ou baixos, idosos, gestantes, obesos,
pessoas com deficiéncia ou com mobilidade reduzida.

Os alunos poderao trazer alguns exemplos como: pisos
tateis, elevadores especiais, rampas de acesso, corrimao
de escadas, sanitarios adaptados, semaforos com dis-
positivos sonoros para os deficientes visuais etc.

c) Espera-se que os alunos reflitam sobre sociedade
inclusiva, respeito e valorizacao das diferencas, reco-
nhecendo a igualdade entre as pessoas. Se possivel,
antes de debater este item, providencie uma cadeira
de rodas, um par de muletas e uma venda; com sua
supervisao, peca aos alunos que se locomovam na
escola, observando quais foram as dificuldades para
se locomover. Outra sugestao, dependendo da viabi-
lidade, € dar uma volta na regiao proxima a escola, a
fim de que identifiquem e presenciem as dificuldades.

Etapa 2:

Durante a atividade de pesquisa, oriente os alunos a
buscar informag¢oes em fontes confiaveis, como sites do
governo e de instituicées de ensino e/ou de pesquisa.

A seguir, indicamos as fontes que serviram de bibliografia
para a elaboracao desta secao:

e Associacao Brasileira de Normas Técnicas. ABNT NBR
9050: Acessibilidade a edificagoes, mobiliario, espacos
e equipamentos urbanos. Rio de Janeiro: ABNT, 2015.
148 p. Disponivel em: <https://www.ufrgs.br/incluir/
wp-content/uploads/2017/07/Acessibilidade-
a-edifca%C3%A7%C3%B5es-mobili%C3%Alrio-
espa%C3%A70s.-PDF1.pdf >. Acesso em: 10 fev. 2020.

e Ana Claudia Carletto e Silvana Cambiaghi. Desenho
Universal: um conceito para todos. Disponivel em:
<https://www.maragabrilli.com.br/wp-content/
uploads/2016/01 /universal_web-1.pdf>. Acesso em:
10 fev. 2020.

e Secretaria de Estado da Habitacao e Secretaria de Estado
dos Direitos da Pessoa com Deficiéncia do Governo do
Estado de Sao Paulo. Desenho Universal: habitacao de
interesse social. Disponivel em: <http://www.mpsp.
mp.br/portal/page/portal /Cartilhas/manual-desenho-
universal.pdf>. Acesso em: 10 fev. 2020.

e Universidade de Sao Paulo (USP). Manoel Rodrigues
Alves (edicao), Lucia Vilela Leite Filgueiras (colabora-
cao), Renata Pontin de Mattos Fortes (colaboracao).
Manual de acessibilidade: diretrizes de acessibilidade
fisica e digital em ambientes didaticos. Sao Carlos,
2014. 74 p. Disponivel em: <https://edisciplinas.
usp.br/pluginfile.php/167237 /mod_resource/
content/1/Manual_de_acessibilidade_com_ISBN.
pdf>. Acesso em: 10 fev. 2020.

2. a) E um conceito sobre acessibilidade fisica — conjunto

de critérios que visa garantir mobilidade e usabilidade
para qualquer pessoa: criancas, adultos altos ou bai-
x0s, idosos, gestantes, obesos, pessoas com deficiéncia
ou com mobilidade reduzida. Desenvolvido no final dos
anos 1980, nos Estados Unidos, por profissionais da
area de Arquitetura, visa definir projetos de produtos
e ambientes que contemplem a diversidade humana
adotando sete principios.
Segundo o texto da NBR 9050, desenho universal
€ a “concepcao de produtos, ambientes, programas
e servicos a serem utilizados por todas as pessoas,
sem necessidade de adaptacao ou projeto especifico,
incluindo os recursos de tecnologia assistiva”.
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b) Respostas possiveis:

I. USO IGUALITARIO, EQUITATIVO
Exemplos: rampas com corrimaos e guarda-corpo;
portas com sensores que se abrem sem exigir forca
fisica ou alcance das maos de usuarios de alturas
variadas.

II. USO FLEXIVEL, ADAPTAVEL
Exemplos: os projetos devem prever a possibilida-
de de deslocamento de paredes ou divisérias para
ampliar dormitérios ou outros ambientes; tesoura
que se adapta a destros ou canhotos.

III. USO SIMPLES E INTUITIVO

Exemplos: placas visiveis e legiveis identificando os
sanitarios; projetos que definem percursos simples
e intuitivos para a circulacao.

IV. INFORMACAO DE FACIL PERCEPCAO

Exemplos: pictogramas “homem” e “mulher”, com
informacao em relevo e Braille, sdo conhecidos
universalmente e de facil compreensao; semaforos
sonoros; mapas de informac¢des em alto-relevo;
maquetes tateis.

manusear comandos de janelas e metais sanitarios
muito altos; nao ter espacos amplos para girar; abrir
portas; nao passar por locais estreitos, como portas
de 60 cm; utilizar banheiros que nao permitem a
aproximacao a vasos sanitarios, entre outras.

Pessoas com deficiéncias sensoriais — publico-alvo:
usuarios com limitacdo da capacidade visual, au-
ditiva e da fala; dificuldade: identificar sinalizacao
visual, como placas de orientacao, adverténcia e
numeracao de imoveis; localizar comandos e apare-
lhos, como botoeiras e interfones; localizar imoveis
pela numeracao; detectar obstaculos, como telefo-
nes publicos, caixas de correio e desniveis nao si-
nalizados de forma podotatil (faixas em alto-relevo
fixadas no chao para fornecer auxilio na locomocao
pessoal de deficientes visuais); determinar direcao
a seguir (pessoas com deficiéncia visual); utilizar
comandos sonoros, como campainhas e interfones
(pessoas com deficiéncia auditiva e/ou da fala),
entre outras.

Pessoas com deficiéncia cognitiva — publico-alvo:

usuarios com dificuldades em habilidades adapta-
tivas; dificuldade: compreender simbolos e sinais
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V. TOLERANCIA AO ERRO (SEGURANCA) em placas informativas, entre outras

Exemplos: escadas e rampas com corrimao du-
plo; piso tatil de alerta; faixa contrastante evitam
acidentes; elevadores com sensores em diversas
alturas que permitam as pessoas entrar sem riscos
de a porta ser fechada no meio do procedimento.

d) A norma NBR 9050 “estabelece os critérios e para-
metros técnicos a serem observados nos projetos,
construcoes, instalacdes e adaptacdes do meio
urbano e rural, e de edificacoes as condicoes de
acessibilidade”. “Visa proporcionar a utilizacao
de maneira autonoma, independente e segura do
ambiente, edificacoes, mobiliario, equipamentos
urbanos e elementos a maior quantidade possivel
de pessoas, independentemente de idade, estatura
ou limitacao de mobilidade ou percepcao.”

VI. ESFORCO FISICO MINIMO

Exemplos: sistema de alavanca adequado permite
que um cadeirante abra uma janela com facilidade;
torneiras de sensor ou do tipo alavanca, que minimi-
zam o esforco e a tor¢cao das maos para aciona-las;
macanetas tipo alavanca, que sao de facil utilizacao,
podendo ser acionadas até com o cotovelo, facilitan-
do a abertura de portas no caso de incéndios, nao
sendo necessario girar a mao.

e

~—

“Diversas condicoes de mobilidade e de percepcao do
ambiente, com ou sem a ajuda de aparelhos especifi-
cos, como proteses, aparelhos de apoio, cadeiras de
rodas, bengalas de rastreamento, sistemas assistivos
de audicao ou qualquer outro que venha a comple-
VII. DIMENSAO E ESPACO PARA APROXIMACAO mentar necessidades individuais.”

E USO f) Segundo o Dicionario Houaiss da Lingua Portuguesa,

Exemplos: mobiliario adequado permite que um antropometria é: “parte da antropologia que trata
cadeirante tenha acesso a todos os compartimentos da mensuracéo do corpo humano ou de suas par-
com conforto e seguranca; poltronas para obesos tes”, é o “registro das particularidades fisicas dos
em cinemas e teatros; banheiros com dimensoes
adequadas para pessoas em cadeira de rodas ou as
que estao com bebés em seus carrinhos.

individuos”. Para a determinacao das dimensoes
referenciais da NBR 9050, “foram consideradas as
medidas entre 5% e 95% da populacao brasileira,
ou seja, os extremos correspondentes a mulheres de
baixa estatura e homens de estatura elevada”.

¢) Respostas possiveis:

e Pessoas com mobilidade reduzida ou com deficién-
cia — publico-alvo: gestantes, obesos, criancas,
idosos, usuarios de proteses e orteses entre outros;
dificuldade: vencer desniveis, principalmente subir
escadas sem corrimaos; passar por locais estreitos,
percorrer longos percursos, atravessar pisos escor-
regadios; abrir e fechar portas; manipular objetos;
acionar mecanismos redondos ou que necessitem do
uso das duas maos simultaneamente, entre outras.

Caso algum aluno traga e aborde o conceito de
ergonomia, explique que € o estudo da adaptacao dos
membros do corpo humano ao ambiente a sua volta.
Esse estudo utiliza técnicas da antropometria para
adaptar o espaco ao ser humano, criando produtos e
objetos que sejam faceis e confortaveis de se manusear
e que se adaptem ao corpo humano.

g) Os parametros antropométricos sao apresentados
nas paginas 6 a 29 do documento. Espera-se que
os alunos compreendam que todos os parametros
apresentados sao importantes no ambiente escolar.

e Usuarios de cadeira de rodas — publico-alvo: pa-
raplégicos, tetraplégicos, hemiplégicos, pessoas
que tiveram membros amputados, entre outros;
dificuldade: vencer desniveis isolados, escadas e
rampas muito ingremes; ter alcance visual limitado;

h) Os critérios especificos para os edificios escolares sao
apresentados nas paginas 135 e 136 do documento.
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Etapa 3:

5.

7.

Caso a planta baixa da escola esteja disponivel, compar-
tilhe-a com os alunos.

a) Espera-se que os alunos percebam que os espagos
poderao ser reorganizados de varias formas, desde
que contemplem as exigéncias necessarias.

c) Espera-se que os alunos tenham usado os conceitos
desenvolvidos nos capitulos 1 e 2 deste volume.

Etapa 4:

10.

Nessa etapa, os alunos serdao estimulados a mobilizar
conhecimentos sobre proporcionalidade e semelhanca
de figuras.

Estimule os alunos a usar, se possivel, 100% de materiais
reciclaveis para a criacao das maquetes e optar pelo uso
de madeira ou papeldo para a base, em vez de isopor,
contribuindo para a preservacao do meio ambiente.

11. Converse com os alunos para que eles nao se esquecam

de reservar um lugar na base da maquete para colocar
o nome dos integrantes do grupo e a escala utilizada,
além de indicarem quais altera¢des foram realizadas e
os critérios para realiza-las.

Etapa 5:

Se achar conveniente, incentive os alunos a criar cartazes
divulgando a exposicao para a comunidade escolar.

Etapa 6:

Proponha aos alunos que realizem a autoavaliacao
baseando-se nas experiéncias que tiveram no decorrer
de todo o processo e nas questdes propostas na ativida-
de 15. O objetivo desta etapa é possibilitar que reflitam
sobre seu processo de aprendizagem, os objetivos alcan-
cados, as dificuldades apresentadas, a importancia dos
conhecimentos matematicos em diferentes ambitos e a
contribuicao para a formacao geral.
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Apresentacao

Esta obra é o resultado de um trabalho coletivo motivado
pelo desejo de produzir uma colecdo de Matematica com uma
linguagem acessivel ao aluno.

Este livro apresenta um projeto editorial que favorece a
compreensao, incentiva a leitura e possibilita a atribuicdo de
significado aos conceitos matematicos.

A sequéncia didatica escolhida para a apresentacdo dos
conteldos inicia-se com uma situacdo contextualizada na
abertura do capitulo, sugerindo, com uma imagem, os con-
ceitos que serdo trabalhados. Em seguida, explora a teoria,
intercalada por exemplos, exercicios resolvidos e exercicios
propostos, finalizando cada capitulo com uma lista de exerci-
cios complementares e uma Autoavaliacdo.

As secbes Compreensdo de texto, Educacdo financeira, Pes-
quisa e acdo e Ampliando os conhecimentos complementam
e enriqguecem a obra.

Com esta obra, esperamos contribuir para o trabalho do
professor em sala de aula e oferecer uma ferramenta auxiliar
ao aprendizado do estudante.

Os editores



A BNCC

O Brasil, por suas dimensdes continentais e diversidades regionais, sempre teve
diferentes propostas curriculares e pedagodgicas para a Educa¢do Basica. Para esta-
belecer um nucleo comum, foi publicada a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
documento que orientou a elaboracdo desta obra.

Mas o que é a BNCC?

A BNCC é um documento que define o conjunto de aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver no decorrer das etapas e modalidades da
Educacgdo Basica, a fim de que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e
desenvolvimento.

Competéncias gerais

As orientacdes apresentadas na BNCC tém por base competéncias que devem nortear
o desenvolvimento escolar de criancas e jovens durante as etapas da Educa¢do Basica.

Segundo a BNCC, competéncia é a mobiliza¢do de conhecimentos (conceitos e
procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores
para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania
e do mundo do trabalho.

A BNCC traz dez competéncias gerais que devem ser desenvolvidas nas quatro
areas de conhecimento consideradas no Ensino Médio pela BNCC: Linguagens e suas
Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. Transcrevemos, a seguir, as competéncias

trabalhadas neste volume.

Competéncias gerais da Educagdo Basica

1.

Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente 5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de
construidos sobre o mundo fisico, social, cultural e informacdo e comunicacdo de forma critica, signifi-
digital para entender e explicar a realidade, continuar cativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
aprendendo e colaborar para a construcdo de uma (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
sociedade justa, democratica e inclusiva. disseminar informacées, produzir conhecimentos,
Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abor- resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
dagem prépria das ciéncias, incluindo a investigacéo, na vida pessoal e coletiva.

a reflexao, a analise critica, a imaginagdo e a criativi- 6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias cul-
dade, para investigar causas, elaborar e testar hipo- turais e apropriar-se de conhecimentos e expe-
teses, formular e resolver problemas e criar solu¢des riéncias que lhe possibilitem entender as relagdes
(inclusive tecnolégicas) com base nos conhecimentos proprias do mundo do trabalho e fazer escolhas
das diferentes areas. alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto
Valorizar e fruir as diversas manifesta¢des artisticas e de, .vida, com Iiber.d.ade, autonomia, consciéncia
culturais, das locais as mundiais, e também participar critica e responsabilidade.

de praticas diversificadas da producao artistico-cultural. 7. Argumentar com base em fatos, dados e informacées
Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou vi- confiaveis, para formular, negociar e defender ideias,
sual-motora, como Libras, e escrita), corporal, visual, pontos de vista e decisGes comuns que respeitem
sonora e digital -, bem como conhecimentos das e promovam os direitos humanos, a consciéncia
linguagens artistica, matematica e cientifica, para se socioambiental e o consumo responsavel em ambito
expressar e partilhar informacées, experiéncias, ideias local, regional e global, com posicionamento ético
e sentimentos em diferentes contextos e produzir em relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e
sentidos que levem ao entendimento mutuo. do planeta.
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8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica individuos e de grupos sociais, seus saberes, identi-
e emocional, compreendendo-se na diversidade hu- dades, culturas e potencialidades, sem preconceitos
mana e reconhecendo suas emocgdes e as dos outros, de qualquer natureza.
com autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de con- 10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, respon-

flitos e a cooperacéo, fazendo-se respeitar e promo- sabilidade, flexibilidade, resiliéncia e determinacao,
vendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, tomando decisdes com base em principios éticos,
com acolhimento e valorizacdo da diversidade de democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

Competéncias especificas e habilidades

Além de competéncias gerais, a BNCC estabelece competéncias especificas que
particularizam as competéncias gerais para cada area de conhecimento.

Para assegurar o desenvolvimento das competéncias especificas, a cada uma delas
é relacionado um conjunto de habilidades, que representa as aprendizagens essenciais
a ser garantidas a todos os estudantes do Ensino Médio.

Cada habilidade é identificada por um cédigo, cuja composicdo é a seguinte:

Esse codigo refere-se a habilidade 3 relacionada a competéncia especifica 1

EM 1 3 MAT 1 03 * da area de Matematicae suas Tecnologias, que pode ser desenvolvida em

qualquer série do Ensino Médio, conforme defini¢des curriculares.

_________________________

1: competéncia especifica a qual se relaciona a habilidade

EM: Ensino Médioj X
03: numeracao no conjunto de habilidades relativas a cada competéncia

13: a habilidade pode ser

desenv_olwdalel_'n qualquer série MAT: Matematica e suas Tecnologias
do Ensino Médio, conforme

definicdo do curriculo

E importante ressaltar que a numeracao para identificar as habilidades relaciona-
das a uma competéncia ndo representa uma sequéncia esperada das aprendizagens.
A adequacgdo dessa progressao sera realizada pelas escolas, levando em consideracédo
os contextos locais.

A seguir, transcrevemos o texto oficial referente as competéncias especificas esti-
puladas pela BNCC para a drea de Matematica e suas Tecnologias trabalhadas neste
volume, além das habilidades associadas a elas que serdo abordadas. Em seguida,
transcrevemos as competéncias especificas e as habilidades de outras areas que sdo
favorecidas e também poderao ser trabalhadas no volume.
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Competéncias especificas e habilidades de Matematica
e suas Tecnologias

COMPETENCIA ESPECIFICA 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemati-
cos para interpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam
fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioeconémicas ou tecnolégi-
cas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formac&o geral.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situa¢des econdmicas, sociais e fatos relativos as
Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela analise dos graficos das
funcdes representadas e das taxas de variacdo, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas midias,
que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as conversdes possiveis
entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema Internacional (SI), como as de armazenamento
e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos avancos tecnolégicos.




A BNCC

COMPETENCIA ESPECIFICA 2: Propor ou participar de acées para investigar desafios do
mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base
na analise de problemas sociais, como os voltados a situa¢des de satude, sustentabilida-
de, das implica¢des da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e
articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 2

(EM13MAT201) Propor ou participar de a¢des adequadas as demandas da regido,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medic¢des e calculos de
perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

COMPETENCIA ESPECIFICA 3: Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimen-
tos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucdes
propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 3

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fenémenos
periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e
comparar suas representagdes com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano,
com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

(EM13MAT308) Aplicar as relacdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno
ou as nogdes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que
envolvem tridangulos, em variados contextos.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um
algoritmo que resolve um problema.

COMPETENCIA ESPECIFICA 4: Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacdo de resultados de problemas.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 4

(EM13MAT404) Analisar fun¢des definidas por uma ou mais sentencas (tabela
do Imposto de Renda, contas de luz, 4gua, gas etc.), em suas representacdes
algébrica e grafica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento e
decrescimento, e convertendo essas representacdes de uma para outra, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.
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COMPETENCIA ESPECIFICA 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de di-
ferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos,
como observacdo de padroes, experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando
a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na valida¢do das
referidas conjecturas.



Competéncias especificas e habilidades
de outras areas

Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias

COMPETENCIA ESPECIFICA 1: Analisar fendmenos naturais e processos tecnolégi-
cos, com base nas interacdes e relagdes entre matéria e energia, para propor acdes
individuais e coletivas que aperfeicoem processos produtivos, minimizem impactos
socioambientais e melhorem as condicdes de vida em ambito local, regional e global.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13CNT101) Analisar e representar, com ou sem o uso de dispositivos e de
aplicativos digitais especificos, as transformacdes e conserva¢des em sistemas
que envolvam quantidade de matéria, de energia e de movimento para realizar
previsdes sobre seus comportamentos em situacdes cotidianas e em processos
produtivos que priorizem o desenvolvimento sustentavel, o uso consciente dos
recursos naturais e a preservacao da vida em todas as suas formas.

COMPETENCIA ESPECIFICA 2: Analisar e utilizar interpretacdes sobre a dindmica da
Vida, da Terra e do Cosmos para elaborar argumentos, realizar previsdes sobre o fun-
cionamento e a evolug¢do dos seres vivos e do Universo, e fundamentar e defender
decisbes éticas e responsaveis.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 2

(EM13CNT202) Analisar as diversas formas de manifestacdo da vida em seus
diferentes niveis de organizacdo, bem como as condi¢cdes ambientais favoraveis e
os fatores limitantes a elas, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais
(como softwares de simula¢do e de realidade virtual, entre outros).

(EM13CNT204) Elaborar explica¢des, previsdes e calculos a respeito dos movimentos
de objetos na Terra, no Sistema Solar e no Universo com base na analise das interacdes
gravitacionais, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais (como softwares
de simulacgdo e de realidade virtual, entre outros).
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COMPETENCIA ESPECIFICA 3: Investigar situacdes-problema e avaliar aplicacdes do
conhecimento cientifico e tecnolégico e suas implicacdes no mundo, utilizando pro-
cedimentos e linguagens préprios das Ciéncias da Natureza, para propor solucdes que
considerem demandas locais, regionais e/ou globais, e comunicar suas descobertas e
conclusées a publicos variados, em diversos contextos e por meio de diferentes midias
e tecnologias digitais de informacao e comunica¢do (TDIC).

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 3

(EM13CNT301) Construir questdes, elaborar hipdteses, previsdes e estimativas,
empregar instrumentos de medicdo e representar e interpretar modelos
explicativos, dados e/ou resultados experimentais para construir, avaliar e justificar
conclusdes no enfrentamento de situagdes-problema sob uma perspectiva
cientifica.

(EM13CNT302) Comunicar, para publicos variados, em diversos contextos,
resultados de analises, pesquisas e/ou experimentos, elaborando e/ou
interpretando textos, graficos, tabelas, simbolos, cédigos, sistemas de classificacdo
e equacdes, por meio de diferentes linguagens, midias, tecnologias digitais de
informacédo e comunicacao (TDIC), de modo a participar e/ou promover debates
em torno de temas cientificos e/ou tecnoldgicos de relevancia sociocultural e
ambiental.




A BNCC

(EM13CNT306) Avaliar os riscos envolvidos em atividades cotidianas, aplicando
conhecimentos das Ciéncias da Natureza, para justificar o uso de equipamentos

e recursos, bem como comportamentos de seguranca, visando a integridade
fisica, individual e coletiva, e socioambiental, podendo fazer uso de dispositivos e
aplicativos digitais que viabilizem a estruturacdo de simulacdes de tais riscos.

(EM13CNT307) Analisar as propriedades dos materiais para avaliar a adequacéo
de seu uso em diferentes aplicacdes (industriais, cotidianas, arquiteténicas ou
tecnolégicas) e/ou propor solucdes seguras e sustentaveis considerando seu
contexto local e cotidiano.

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13CHS102) Identificar, analisar e discutir as circunstancias historicas,
geograficas, politicas, econdémicas, sociais, ambientais e culturais de matrizes
conceituais (etnocentrismo, racismo, evolu¢do, modernidade, cooperativismo/
desenvolvimento etc.), avaliando criticamente seu significado histérico e
comparando-as a narrativas que contemplem outros agentes e discursos.

Linguagens e suas Tecnologias

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 6

(EM13LGG601) Apropriar-se do patriménio artistico de diferentes tempos e
lugares, compreendendo a sua diversidade, bem como os processos de legitimacao
das manifestagdes artisticas na sociedade, desenvolvendo visdo critica e histérica.

(EM13LGG602) Fruir e apreciar esteticamente diversas manifestacdes artisticas e
culturais, das locais as mundiais, assim como delas participar, de modo a agucar
continuamente a sensibilidade, a imaginacao e a criatividade.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Objetivos e justificativas

Apresentamos, no quadro a seguir, os objetivos e as justificativas de cada capitulo do

volume.

CAPITULO 1 - A semelhanca e os triangulos

Objetivo

Justificativa

O objetivo desse capitulo é identificar
figuras planas semelhantes e resolver
situagdes-problema que envolvam

a proporc¢do entre segmentos, a
semelhanca de figuras planas, a relagdo
pitagorica e as demais relacdes métricas
no triangulo retangulo.

O conceito de semelhanca e as rela¢des
métricas dai advindas sdo utilizados nas
mais diferentes areas. Um exemplo tipico
é a construcdo de maquetes na area da
engenharia e arquitetura que podem
auxiliar na visdo espacial dos ambientes
que serdo construidos, j& que os espacos
preservam a proporcionalidade.

CAPITULO 2 - Trigonom

etria no triangulo retangulo

Objetivo

Justificativa

O objetivo desse capitulo é identificar
e calcular razées trigonométricas no
triangulo retangulo, além de resolver
problemas que envolvam essas razdes
e usar uma tabela trigonométrica ou
uma calculadora para obter as razées
trigonométricas.

O desenvolvimento da Trigonometria

na historia se deu pela necessidade de
medicdes em locais inacessiveis. Seu uso
continua sendo muito importante em
diversas situacdes da atualidade, como,

por exemplo, em calculos de inclinagdes
maximas e minimas para construcdo de uma
rampa de acesso.

CAPITULO 3 - Ciclo trigonométrico e

trigonometria em um triangulo qualquer

Objetivo

Justificativa

O objetivo desse capitulo é calcular

o comprimento e a medida de um

arco, em grau e em radiano, além de
conhecer o ciclo trigonométrico e os
arcos simétricos, ampliar as razées
trigonométricas para angulos com
medidas maiores que 90°, estender a
relacdo fundamental da Trigonometria
para o ciclo trigonométrico e aplicar a lei
dos senos e a lei dos cossenos.

0O aprofundamento no estudo da
Trigonometria permite ampliar o trabalho
iniciado no capitulo anterior e, assim,
aumentar a sua aplicabilidade em diversas
areas, como engenharia e astronomia.

CAPITULO 4 - Fungdes trigonométricas

Objetivo

Justificativa

O objetivo desse capitulo é relacionar
fungdes trigonométricas com fendmenos
periédicos, além de estender o R,
resolver equacdes trigonométricas,
construir e analisar graficos de funcoes
trigonométricas.

O estudo das fungoes periddicas, em
particular, das fun¢des trigonométricas,
viabiliza a modelagem de fenébmenos
naturais, fisicos e sociais com
comportamento ciclico ou periédico, o

que possibilita a representacdo, de modo
aproximado, de oscilacoes desses fendmenos
no decorrer de um intervalo de tempo,
permitindo, inclusive, que sejam feitas
previsdes em muitas situagdes.




A todo momento realizamos tarefas, as quais sdo
organizadas mentalmente de maneira consciente ou
inconsciente. Por exemplo, durante um dia qualquer pre-
tende-se lavar roupas, fazer uma lista de compras, ir ao
mercado, limpar e organizar a casa, preparar o almogo e o
jantar. Aparentemente, serd uma corrida contra o tempo
para realizar todos os afazeres. De que maneira é possivel
concluir todas essas tarefas até o fim do dia?

Podemos executa-las seguindo uma ordem de preferén-
cia. Entretanto, cabe lembrar que algumas tarefas podem
possuir pré-requisitos. Vejamos: preparar o almoco requer
que os ingredientes estejam disponiveis; limpar a casa re-
quer produtos de limpeza em quantidade suficiente. Assim,
uma opcdo de ordenacdo dessas tarefas inclui, primeiramen-
te, fazer a lista de compras, €, em seguida, ir ao mercado,
deixando para realizar as demais tarefas posteriormente.

Pensar acerca das tarefas que serdo realizadas nos leva
a identificar e extrair informacdes relevantes, dividir o dia
em momentos oportunos e coerentes com os pré-requisi-
tos de cada tarefa e as ordenar para que tudo flua bem.

Esse raciocinio e essa organiza¢do podem ser asso-
ciados aos pilares do pensamento computacional, pois
envolvem a abstracao das situa¢des, a decomposicao das
tarefas e a criacdo de um algoritmo, isto é, praticamente
um passo a passo para realizar as tarefas.

Reconhecimento
de padroes

Abstracao

Pilares do pensamento

Além disso, o reconheci- . omposicao

mento de padroes pode ser |

identificado na realizacdo de

tarefas como lavar roupas e ‘

cozinhar um alimento.
Destaca-se, assim, o pen-

samento computacional como |

um conjunto de habilidades

que viabiliza a modelagem e | N

a automatizacdo de resolu- Algoritmo

¢oes de problemas, podendo

ser estudado e aplicado sem,

necessariamente, envolverum ~ computacional.

computador.

Pensamento computacional e a
Matematica

Em Matematica ha muitas situa¢des em que se em-
prega um ou mais dos quatro pilares do pensamento
computacional. Nesta obra, vocé estudara diversas dessas
situagdes, inclusive algumas representadas com algorit-
mos. Um algoritmo é uma sequéncia finita e bem definida
de passos para se realizar uma tarefa. No caso do estudo
de Matematica, essa tarefa pode ser uma construcdo geomé-
trica, uma divisdo, o calculo de uma expressao numérica etc.

Nesta obra, trabalharemos o fluxo da execucdo dessa
tarefa com algoritmos representados em linguagem
corrente (no caso, em portugués) ou esquematicamente.
E importante que o algoritmo seja escrito de maneira
precisa e clara para que a sequéncia de passos possa ser
seguida e o resultado, alcangado.

Veja um exemplo de algoritmo que nos ajuda a decidir
se um numero natural qualquer é par.

10

Pensamento computacional

Considerando um numero natural n qualquer, sabemos
que o resto da divisdo inteira de n por 2 é 0 quando n é
par, ou 1 quando n é impar. Por exemplo:

312

Outra maneira de
decidir se um nimero

26 |2 natural n qualquer é
par é verificar o Ultimo

-2 15 -2 13 algarismo desse
11 06 ndmero. Se o Ultimo
algarismo for 0, 2, 4, 6
-10 - 6 ou 8, o numero é par;
1 0 caso contrario, ele é

impar.
Em linguagem corrente, podemos descrever gs passos
desse algoritmo da seguinte maneira:
Passo 1. Dado n natural, calcula-se o resto r da divisao
de n por 2.
Passo 2. Verifica-se se r = 0. Se r for 0, va para o passo 3; se
nao, va para o passo 4.
Passo 3. O valor de r é 0, portanto n é par. Encerra-se o
algoritmo.
Passo 4. O valor de r é 1, portanto n é impar. Encerra-se
o algoritmo.
Também podemos utilizar simbolos para mostrar o
fluxo de execucdo de um algoritmo, chamado de fluxogra-
ma. Conheca os simbolos mais utilizados em fluxogramas.

Simbolos Simbolo de Simbolo de
terminais processo estrutura de decisdao
I
[ INiciO ] [ PROCESSO ]

[ [

|

O algoritmo para verificar se um numero natural é
par ou impar também pode ser representado por um
fluxograma da seguinte maneira:

sim @ nio
-

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA

Passo 3 Passo 4

Repare que dentro de cada simbolo ha o passo corres-
pondente. Além disso, os simbolos estdo interligados por
setas para indicar a ordem que deve ser seguida, ou seja,
o fluxo do raciocinio ou da informacao.

Perceba que o passo 2 estd representado em uma
estrutura de decisdo e, a partir da anélise do valor do nu-
mero natural r, decide-se o fluxo do algoritmo, realizando
calculos ou tarefas diferentes de acordo com o planejado.

Nesta obra, vocé encontrara atividades que irdo favorecer
o desenvolvimento do pensamento computacional e das
habilidades necessarias para a construcdo de algoritmos.
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Trigonometria no
triangulo retangulo

2

Objetivos do capitulo

Resolver problemas de Astronomia, como descobri 35 distincias entre
Terra, 5ol @ a Lus, sempre despertou o nteresse do ser humano. Desse tipo

Organizacao da obra

estabel
TerarSol ¢ Terta Lua.

0 grego Avistrco de Samos (310 a.C-230 a.C), considerado por m.

“J Videotutorial

| e Assista ao videotutorial com

orientagdes sobre este volume.

Abertura do capitulo

S01-, 0 angulo , do triangulo form:
mede 90°, conforme mostrado na lustragdo acima

ado entre 0501 (5), 2 ua (1) ¢ 2 Tera (1),

® Objetivos do capitulo.

® Situacdo, traduzida por uma imagem, que
sugere conceitos abordados no capitulo.

Apresentacao
dos conteudos

2.1 Semelhanga de poligonos

® tesde mesma medida e o lados correspondentes proporcionais.

® Um tratamento visual
diferenciado organiza
o conteudo.

® Os exemplos e os
exercicios resolvidos
propiciam a aplicacdo
e a ampliagdo dos
conceitos.

® Os exercicios
propostos apresentam
grau crescente de
dificuldade. Alguns
deles podem ser
resolvidos em grupo.

Reflita

Exemplos
2) Observe 05 poligonos ABCDE e PORST.

2em e
L g T
L]

13
H
P }
o300 H
H
B 1806 £
oF s B
o 12 4 B _co_of_ea i
o618 H
DE 1805 1
1 i
T h
. :

atam o S

e ., s

250m D
13
fa—s D A

1, dizemos

ndicamos asim:

ABCD = EFGH llemos: "ABCD & congruente  EFGH")

o
Exercicios resolvidos
R2.05 quadrados ABCD « PQRS s semelhantes?

iadrados ABCD @ PQRS 530 semelhantes, poi:

Pensamento
computacional

R3.Vejaor
= 1.ums

etingulo ABCD representado abaixo, em que AD = 5C
 eta T intersécta oslados AB ¢ DC desse retingulo determi.

ADPs:

1
30 semelhantes, quanto mede o lado 457

Iado A8,

Exercicios
complementares

® Aplicacdo:
trabalham conceitos
e procedimentos
especificos.

® Aprofundamento:
exigem mais do que a
simples aplicagcdo dos
conceitos e podem
envolver conteudos de
capitulos anteriores.

® Desafio: possibilitam
testar conhecimentos e
habilidades em situacdes
mais complexas.

® Alguns exercicios

dessa se¢do sao
contextualizados.

Aplicacio

p

até a praia, um navegante utilzou o seguinte pro-

Noentanio,

parida

u.w.m,)
ondechegou T

Calcule a largura do rio. (Dados: sen 55° = 08192,
5736, 1g55° = 14281)

£m relagdo & partilha proposta, constatarse que a
porcentagem da drea do terreno que coube 4 Joio
i\ corresponde, aproximadamente, a

‘Sabendo que Lilian tem 1.6 m de altura e estava
80 m do paredo, qual ¢ a altura aproximada
2" = 03746,

do ninho d:

i (Dados: sen
08 220 = 09072, 18 22"

04040)

As B 9 QI 9 19%

o
extingao, devido sobretudo ao trdfico de animais.

ave Apresente seu texto paraa turma e, se julgar
hecessirio, lustre-0 com fotos

cedimento: a parit e um ponto A, mediu 0 angulo
visual « fazendo mira em um ponto fxo P da praia.
Mantendo o barco no mesmo sentido,le segulu até

angulo visual |
2. A igura lustra essa situaclo.

Autoavaliagio

O pensamento
computacional
é destacado por
meio de

boxes ou do
icone: (0.9

Autoavaliagao

o, do cosseno e da tangente do
o, tespectivamente:

L

9 36am
baosm @mpm
C ) I
x | x
BEEERERER
x x| ¢
Pagns o o referees a0 el Sas [ @ew [ [wrase [ s1as [wram [s1ass] ¢

Propde
atividades
cujas solucdes
dependem
unicamente

da boa
compreensao do
conteudo. Traz
um quadro que
relaciona cada
questdao com o
objetivo listado
no inicio do
capitulo, além
da remissdo das
paginas em que
o conteudo foi
explorado.

1



Compreensao de texto

Educacao financeira

-
Aividades

pidtna uc lada
0 g o

|

s bbb, g s
ik cepruneei pasia preny

" i L
i b T 0 bl e
iy -

L e e T
Pt Triwecs sia bettbints, i

T y
B fwarna phgiras

0
9 e g e g g ot
il sl ek A R
i D Scemdmes.

o s ad por

i T
el
il Y s, yaab et ke

Ery s
-k

£ o o e, we pussas <1
oma uchirims & sats s dhes ot w8

Textos variados, extraidos de varias
midias, e questdes que exploram varios
niveis de interpreta¢do

€ compreensao sao recursos que

o livro oferece para o desenvolvimento
da competéncia leitora.

Atividades que
desenvolvem o senso
critico e promovem
atitudes responsaveis
e conscientes no
planejamento e

uso de recursos
financeiros.

Ampliando os conhecimentos

Pesquisa e acao

Atividade pratica
de realizacdo em
grupo relacionada

a algum contetdo
abordado no
volume, envolvendo

a pesquisa e a

elaboracdo de um

produto final, que

sera compartilhado

com a turma ou

com a escola.

As sugestdes de livros, videos,
sites, softwares, visitas a museus,
entre outros recursos, propiciam o
enriquecimento e a amplia¢do do
conhecimento, além do incentivo
a leitura e consulta a outras fontes

12

de informacao.
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Competéncias especificas e habilidade de Matematica
e suas Tecnologias da BNCC trabalhadas neste
capitulo: competéncias 4 e 5; habilidade EM13MAT308.

A semelhanca
e os triangulos

Vista aérea do Museu Paulista
da Universidade de Sao Paulo.
Foto tirada em janeiro de 2014.

| HQ.J :’ .[;f,' _'fw.
./ [ ]

Maquete do Museu Paulista da
Universidade de Sao Paulo.
Observe que a maquete representa,
em dimensdes menores, todos

os detalhes do museu. Ela é uma
representacdo proporcional da
imagem real.
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Objetivos do
capitulo

e Resolver situacgdes-
-problema que en-
volvam a proporcdo
entre segmentos.

Identificar figuras pla-
nas semelhantes.

Resolver situagoes-
-problema que en-
volvam a semelhanca
de figuras planas.

Resolver situagdes-
-problema que en-
volvam a relacdo pi-
tagorica e as demais
relacdes métricas no
triangulo retangulo.

Discutir com os alunos as
imagens apresentadas nesta
abertura. Nessa conversa,
devem surgir palavras

como miniatura, parecido

e semelhante. Nesse
momento, ndo é necessario
se aprofundar; pode-se fazer
isso mais adiante, antes de
iniciar o tema semelhanca
propriamente dito.

Comentar sobre a utilizagdo
das maquetes, por exemplo,
na area da construgao civil.
Pode-se também fazer um
breve histérico de quando o
prédio foi construido, com
qual finalidade.

Ao longo de todo o capitulo, sera favorecido o desenvolvimento da habilidade EM13MAT308 da BNCC, uma
vez que os alunos deverdo resolver problemas envolvendo semelhanga de figuras planas e relagdes métricas no
triangulo retangulo.

®© Proporcionalidade entre segmentos

Vamos iniciar este capitulo com nog¢des de proporcionalidade entre segmentos,
pois esta é a base para trabalhar o conceito de semelhanca de figuras.

1.1 Feixe de retas paralelas e retas transversais

Observe a figura abaixo. As retas r, s e t sdo coplanares, distintas e paralelas entre
si, formando um feixe de retas paralelas. As retas u e v sdo retas transversais
ao feixe, pois pertencem ao mesmo plano do feixe e intersectam todas as paralelas.

As retas paralelas determinam sobre as retas transversais pares de segmentos
correspondentes (segmentos das transversais cujos extremos pertencem as mesmas
paralelas). Na figura anterior:

* AB & correspondente a DE;
« BC é correspondente a EF;
e ACé correspondente a DF.

Reflita | ABeAM; BCe MP; ACe AP

Na figura a seguir, quais sdo os pares de segmentos
correspondentes, sabendo que r, s e t sdo paralelas?

t

Medindo esses segmentos, obtemos:

1 _ 2 .. . AB_ BC . ~ :
Note que W =716 isto é, DE F Ou seja, as razoes entre as medidas dos

segmentos correspondentes sdo iguais. Veja a seguir como usar um software de Geo-
metria dindmica para fazer constru¢des geométricas.

15
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Vale ressaltar que, dependendo
do software escolhido, o passo
a passo da construgéo pode
mudar, de acordo com as
ferramentas disponiveis. Por
isso, é importante se familiarizar
com o programa antes de usa-lo
em sala de aula.

Explom

Use um software de
Geometria dinamica e

faca uma construcéo
similar a esta. Apresente
na constru¢do as medidas
dos segmentos e a razao
entre os segmentos
correspondentes. Feito isso,
com a ferramenta “mover”,
movimente o ponto A de
modo a alterar a medida
dos segmentos. Verifique o
gue acontece com as razoes
calculadas e escreva o que
foi observado.

(Dica: para construir as
retas transversais, utilize

os pontos ja existentes das
retas paralelas, pois esses
pontos sao moveis. Os
pontos construidos com a
ferramenta de interseccdo,
em geral, ndo podem ser
movimentados.)

16

Software de Geometria dinamica

Para realizar constru¢des, podemos baixar da internet softwares livres de Geome-
tria dinamica. Com esses tipos de softwares, podemos realizar diversas construcdes
utilizando o mesmo principio da régua e do compasso, aplicar propriedades, além de
facilitar a observacgdo de relagdes métricas e padroes.

Acompanhe, a seguir, a construcdo de um feixe de retas paralelas cortado por uma
transversal e verifique, realizando medi¢des, as relacdes obtidas no item anterior.

1. Construimos uma reta qualquer no plano clicando na ferramenta "constru¢do de
retas". Depois, basta clicar em uma parte da tela para obter um ponto da reta
e, com o mouse, determinar a direcdo da reta e o outro ponto.

Normalmente, cada um —D - G

dos botdes da parte
superior da tela representa
um grupo de ferramentas.
Com elas, podemos
construir retas paralelas,
circunferéncias, angulos,
segmentos, medir
segmentos etc.

2. Construimos as retas s e t, paralelas a reta r. Para isso, clicamos na reta r e arras-
tamos 0 mouse até o local da tela em que queremos a paralela.

e
R '

Esta ferramenta
serve para construir
retas paralelas.
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3. Com a ferramenta de "construcdo de retas" e a partir dos pontos A e B, cons-
truimos as retas u e v, transversais as retas paralelas. Depois, com a ferramenta
"interseccdo entre dois objetos" obtemos os pontos de interseccdo entre as retas.

2 AN 4] o] AN ST
Esta ferramenta serve E E <
para obter o ponto !

de interseccdo entre
dois objetos.

4. Com a ferramenta "medida de segmento"”, obtemos as distancias AC, BD, CE,
DF, AE e BF e, posteriormente, com a "calculadora dindmica" do software, cal-

culamos as razoes A—C i e ——— AE

BD '’ DF =~ BF "’

IEIIIEII y " )

|

Esta ferramenta
serve para medir

Ao movimentar um dos pontos

da figura, espera-se que os

alunos percebam que as razdes
permanecem as mesmas, mesmo
que as medidas dos segmentos
correspondentes se alterem.

Esta atividade favorece o
desenvolvimento das competéncias
gerais 2, 4 e 5 da BNCC, assim como
as competéncias especificas 4 e 5,
quando propde a utilizagdo de uma
ferramenta computacional de maneira
investigativa, possibilitando testar
hipoéteses ao alterar a configuragao
inicial da construgdo geométrica.

Essa calculadora utiliza as medidas
realizadas de forma dinamica, ou seja,

o0 segmento. . - e
9 =1.01 ao movimentar a construcdo modificando
as medidas iniciais, a calculadora refaz
=1.01 o calculo, automaticamente, com as

S = 1.01

Perceba que para essa constru¢do as razdes entre os segmentos correspondentes
também sdo iguais. Por isso, dizemos que esses segmentos sdo proporcionais.

Sera que esse fato ocorre para qualquer feixe de paralelas cortado por retas transversais?

O teorema de Tales afirma que essa proporcionalidade, vista nos exemplos ante-
riores, sempre ocorre. Mas, antes de estuda-lo, veremos outro teorema, enunciado a
seguir, que podera auxiliar no entendimento e na demonstra¢do do teorema de Tales.

novas medidas.

Observacao

Cada software calcula e apre-
senta as razdes das medidas
dos segmentos de modo di-
ferente, seja por meio de
selecdo dos elementos, seja
por meio de um editor de
texto matematico. Em geral,
o célculo é expresso na tela
e, qualquer movimentacao
em elementos da construcao,
os valores sao alterados au-
tomaticamente.

Em caso de duvidas na uti-
lizagcdo de algum software,
pesquise na internet. Ha
muitos tutoriais disponiveis.
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Observacao

Considere o triangulo ABC
representado a seguir.

C

A area desse triangulo pode
ser dada por:

Atriéngulo = % *BC- AH

Em contextos que envolvem
areas, a superficie poligonal
serd chamada pelo nome do
poligono que a determina.
Por exemplo: em vez de dizer
“a area da superficie trian-
gular”, diremos “a area do
triangulo”.

Observacao

A reciproca desse teorema
também é valida, isto é:

se uma reta que intercepta
dois lados de um triangulo
em pontos distintos deter-
mina sobre eles segmentos
proporcionais, entdo essa
reta é paralela ao terceiro
lado do triangulo.

18

1.2 Teorema fundamental da proporcionalidade

Se uma reta paralela a um dos lados de um triangulo intersecta os outros dois lados
em pontos distintos, entdo ela determina, sobre esses lados, segmentos proporcionais.

Demonstracao
— 5
1° Considere o triangulo BCM e a reta W paralela a BC, tal que P€ BM e Q € MC.
Vamos mostrar que MpP _ MQ
PB QcC
M

P/\Q
/

B C

2° Os triangulos QMP e QPB tém a mesma altura de medida h relativas aos lados MP
e PB, respectivamente. Entdo, a razao entre suas areas é:
1

— - (MP) - h
Aoqup _ 2 ( ) Aoqup _ MmpP ()
Agrs % < (PB) + h Aogrs PB
M

32 Os triangulos QMP e QPC tém a mesma altura de medida h’ relativas aos
lados MQ e QC, respectivamente. Entdo, a razdo entre suas areas é:

1 . (MQ) - h

Aome _ 2 Aomr _ MQ ()
Aopc % -(QQC) - k' Agre  QC
h
P/ Q
B/\C
4° De (1) e (Il), vem que:
A
Laowr _ MP Ao =MP LA,
Agps PB PB MP ., 0 A
Aowp _ MQ S A M A [ PB QP8 ocC QpPC
A orc —Q C QmP QcC QPC

5° Os triéng_ulos QPB e QPC tém base PQ e altura de medida h” em relacdo ao lado
comum PQ. Logo, tém a mesma area.

M Com esta demostragéo,

/\ favorecemos o
desenvolvimento da

P Q

O L

competéncia especifica 5 da
B C

BNCC.

Assim, podemos concluir que: % - MQ

QcC
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(W 1
Exercicio resolvido
R1. Dois pilares paralelos de sustentagdo de uma rampa distam 1,5 m entre 3
si. O pilar de menor altura em relacdo ao chao estd a 2,7 m do pé da
rampa, e seu topo dista 1,8 m do topo do pilar mais alto, como mostrado
na representacao ao lado. Determinar o comprimento ¢ dessa rampa.
» Resolucdo
Esquematizando a situagdo, obtemos a figura abaixo.
B
A 1,5m D 2,7m ¢

Como o segmento DE é paralelo ao lado AB do tridngulo ABC, con-
cluimos que DE determina sobre AC e BC segmentos proporcionais.
Assim, temos:

CE_ D

EB DA

c—18 _ 27

1,8 1,5
c—1,8=1324
c =504
S Logo, a rampa tem 5,04 m de comprimento. )

1.3 Teorema de Tales

Pouco se sabe sobre Tales de Mileto. Apontado como o primeiro filésofo grego,
acredita-se que tenha vivido aproximadamente entre 625 a.C. e 546 a.C. A ele séo atri-
buidas diversas descobertas matematicas, sendo considerado o criador da Geometria
demonstrativa.

Entre outros feitos, Tales teria realizado o estudo da proporcionalidade entre seg-
mentos; por isso, o enunciado a seguir é conhecido como teorema de Tales.

Os segmentos correspondentes determinados por um feixe de retas paralelas sobre
duas retas transversais sdo proporcionais.

Demonstracao
( Com esta demostracéo,
Sejam a, b e c retas paralelas intersectadas pelas retas transversais t e v nos pontos favorecemos o
desenvolvimento da
PQ QR competéncia especifica 5 da
P, Q, R, M, N e S. Vamos mostrar que = =
Q que N = NS BNCC.
t v
P M a
Q N b
R S
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Observacgoes

20

’ o
Exercicios propostos

Da figura, decorrem outras
proporcdes, por exemplo:

PQ _ MN PR _ MS
PR MS ~ QR NS
O teorema de Tales garan-
te que a razao entre dois
segmentos quaisquer de
uma mesma transversal é
igual a razdo entre os seg-
mentos correspondentes
da outra transversal.

Considere uma reta x, paralela a reta v e que passe por P, intersectando as retas
b e c nos pontos F e G, respectivamente.

x\t/ v\

P M a

/ AN

No tridangulo PRG, vale o teorema fundamental da proporcionalidade. Assim, con-
PQ _ PF

cluimos que: OR ~ FG n

Os quadrilateros PMNF e FNSG sao paralelogramos. Entéo, seus lados opostos tém
mesma medida: PF= MN e FG = NS (Il)

] . PQ _ MN
De (1) e (1), concluimos que: OR NS ({ID]
. PQ _ QR
Logo: VIN NS
Exemplo

Na figura representada abaixo, as retas r, s e t sdo paralelas, intersectadas por duas
transversais, u e v.
Vamos determinar x.

Pelo teorema de Tales, temos:

S _7
7 X 10 X
. 5x =70

x =14
u \

1. Sabendo que as retas 1, s e t sdo paralelas, determine o valor de x em cada item.

Registre as respostas em seu caderno.

a) <)
18 u ! \V , 15 \U / v
N r
X X 10
\ S N
6/ \7\ ; 4/ \6 .
/ / N
Apenas com
b) d) u r s ¢ os dados
5 informados,
u ’s \ ¥ n&o é possivel
R determinar o
valor de x.
925 3 4
12 B v
r s t
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2. Refaca a figura do item d do exercicio anterior e indique medidas para
os segmentos correspondentes aos segmentos x + 2 e 3x + 4. Peca a um
colega de sala que determine o valor de x do seu exercicio e faca 0 mesmo
com o exercicio dele. Antes de entregar o exercicio ao colega, verifiquese A
hé coeréncia em sua resposta. resposta pessoal

B
3. Para a cobertura de um galpao, instalou-se uma estrutura metdlica na
forma de treliga, conforme mostra a figura ao lado, na qual as pegas AD
e BE sao paralelas.
Determine AB, sabendo que BC = 3,6 m,DE = 1,12meEC=288m.14m p 5 c
4. Um terreno foi dividido em trés lotes, conforme mostra a figura a seguir.
Rua A
20m =
- 2
% Lote 1
=] .
o
ne

x=3852mey=245m
Dado que as divisas entre os lotes sdo paralelas as ruas C e D, encontre
as medidas x e y, que fazem frente para as ruas B e A, respectivamente.

5. Considere duas circunferéncias, de centros O, e O,, tangentes entre
si, e a reta r, tangente a essas circunferéncias nos pontos T, e T,,
respectivamente, como mostra a figura ao lado.

Sabendo que OT, = 12 cm, OT, = 27 cm e 00, = 13 cm, determine a o]
distdncia entre os centros O, e O,. 16,25 cm

N\

®© Semelhanga 7z

Em muitas situacdes do cotidiano, encontramos figuras e objetos semelhantes:
em maquetes, miniaturas, ampliacdes e redug¢des de fotografias, entre outras. Nessas
situacdes, as figuras ndo tém necessariamente o mesmo tamanho, mas tém a mesma
forma. Por isso, dizemos que essas figuras sdo semelhantes.

Por exemplo, a fotografia Il é uma reducédo da fotografia I, sem deformacédo da
imagem. Assim, elas sdo semelhantes. O mesmo nao ocorre com as fotografias I e IlI.

Fotografia | Fotografia lll

X

Tamandua-bandeira.

Além de estar presente na ampliacdo ou na reducdo de fotografias (sem defor- Reflita
macgao), a ideia de semelhanca também esta presente nas figuras geométricas. Dois circulos s3o sempre se-

Sim, dois circulos sdo sempre semelhantes, pois a forma é mantida e apenas o raio é modificado; apesar de as melhantes? E dois rEtangl"IOS?

medidas dos angulos correspondentes serem sempre iguais, dois retangulos nem sempre séo semelhantes, pois
os lados correspondentes podem nao ser proporcionais.
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Reflita

O que é preciso para garan-
tir que dois poligonos sdo
congruentes?

Espera-se que os alunos percebam
que os angulos e os lados
correspondentes das figuras séo
congruentes e proporcionais,
respectivamente.

22

2.1 Semelhanca de poligonos

Dois poligonos sao semelhantes quando tém os angulos internos corresponden-
tes de mesma medida e os lados correspondentes proporcionais.

Exemplos
a) Observe os poligonos ABCDE e PQRST.

S 3cm T
-] N
D 150° 2cm
1,2 cm 2cm 60°(> P
T 150° 2cm
¢ 18m B =l >
R 3am Q

Esses poligonos sdo semelhantes, pois:

I. tém os angulos internos correspondentes (Ae P, Be O,CeR,De S, Ee T) de
mesma medida;

Il. tém os lados correspondentes proporcionais.

Observe:
AB _ 12 _
g 2 08
BC _ 18 _
OR 3 0,6

RS 2 PQ QR RS ST TP
DE 1.8 _
ST = 3 0,6 A razdo entre as

medidas dos segmentos
EA 12 correspondentes é chamada
Tp '2 =0,6 de razdo de semelhanca.

b) Os quadrilateros ABCD e EFGH abaixo também sdo semelhantes, pois tém édngulos
internos correspondentes (Ae E, Be F, Ce G, D e H) de mesma medida e lados
correspondentes proporcionais (nesse caso, a razdo de semelhanca é 1).

G
A 1,3cm p <
3cm 55°
125°
3cm
3cm
2,5cm H 1250
1,3cm
55°
-] ol [
B C
3cm E 2,5cm F

Quando a razdo de semelhanca entre dois poligonos semelhantes é 1, dizemos
que eles sdo poligonos congruentes. Entdo, nesse exemplo, os poligonos, além
de serem semelhantes, sdo também congruentes. Indicamos assim:

ABCD = EFGH (lemos: “ABCD é congruente a EFGH")

Note que, para dois poligonos serem semelhantes, ndo é necessario que estejam na
mesma posicdo. Porém, ao indicar a semelhanca ou a congruéncia, devemos respeitar
a ordem dos vértices correspondentes: ao escrever ABCD = EFGH, esta implicito que
A é correspondente a E, B é correspondente a F e assim por diante.
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Exercicios resolvidos
R2. Os quadrados ABCD e PQRS sao semelhantes?

A

» Resolugao

Os quadrados ABCD e PQRS sao semelhantes, pois:

e tém todos os angulos internos medindo 90°;
¢ os lados de cada quadrado sao congruentes entre si; entao, os lados

correspondentes serdo proporcionais:
PQ QR RS SP
A argumentacdo acima é valida para quaisquer dois quadrados. Por-
tanto, podemos concluir que dois quadrados sdo sempre semelhantes.

.Veja o retangulo ABCD representado abaixo, em que AD = BC =

= 1. Uma reta r intersecta os lados AB e DC desse retangulo determi-
nando o quadrado PBCQ de lado 1. Sabendo que os retdngulos ABCD e
ADQP sao semelhantes, quanto mede o lado AB ?

A P 1 B

» Resolucao
Vamos representar por x a medida do lado AB. Assim, AP mede x — 1.
Como os retangulos ABCD e ADQP sdo semelhantes, temos:

ﬂ = £ 1 = 1 XZ —x—1=0
AD AP 1 x-1_ R
_1+45 1-45
=5>X=-——oux=-——
2 2
Como x é a medida do lado de um poligono, descartamos o valor

negativo. Logo, o lado AB mede

1+45
—

Reflita

Sendo r a razdo de semelhanca
entre os quadrados do exercicio
R2:

e qual é a razdo entre a medida
de suas diagonais?

e qual é a razdo entre seus pe-
rimetros?

e qual é arazdo entre suas areas?

e comparando essas razdes, o
que vocé observa?

Espera-se que os alunos percebam que:

¢ a razao entre as medidas das diagonais &
igual a razdo de semelhanga r;

® arazdo entre os perimetros € igual a
razéo de semelhancar;

® arazao entre as areas é igual a razéo de
semelhanca elevada ao quadrado.

("\’ Pensamento
» computacional

Reconhecimento
de padroes

Esse pilar do pensa-
mento computacional
auxilia tanto a resolucao
de problemas similares
quanto a identificacdo de
padrdes que geram um
problema. Dessa manei-
ra, podemos considerar
que uma solucdo pode
ser aplicada em outras
situacdes.

Na semelhanca de poli-
gonos, o reconhecimento
de padrées é empregado
ao analisar as caracteristi-
cas das figuras geométri-
cas planas que as fazem
semelhantes. Uma vez
que essas caracteristicas
sdo verificadas, pode-se
utilizar a razdo de seme-
lhanca para encontrar
uma medida de valor
desconhecido, como foi
feito no exercicio R3.
Verificar que os poligo-
nos ABCD e ADQP sao
semelhantes permite de-
terminar e utilizar a ra-
zao de semelhanca para
encontrar a medida do
lado AB.
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Se achar conveniente, propor aos
alunos que pesquisem na internet

Observacoes

informacdes sobre a razdo aurea.
A reproducao dessa obra de arte

a4

| >3
de Antonio Peticov tem como base ; . . 1+ \/? | 3
retangulos 4ureos. e O numero irracional — é conhe- £
Pode-se trabalhar o tema da o
obra com a &rea de Linguagens cido como numero de ouro, razdo 8
e suas tecnologias, explorando a . .. ~ . z
competéncia especifica 6 dessa area aurea ou divina proporcao, usualmen ] 23
e as habilidades EM13LGG601 e te representado pela letra grega ¢ :
EM13LGG602, pois a apreciacdo e o Y . i |
entendimento sobre a contextualizag&o (lemos: “fi"). Esse nimero tem diversas | 3
de uma obra de arte, podem auxiliar aplica¢gbes na Matematica. |
os alunos a desenvolver visao a < 2
critica e historica, de modo a agugar * Retangulo aureo & aquele no qual a
continuamente a sensibilidade, razdo entre seu comprimento e sua
aimaginagéo e a criatividade; o 14 \/g PETICOV, Antonio. Obra 1.618, 1983. Madeira
desenvolvimento da competéncia geral 3 largura é ——=——. O retangulo ABCD e tinta sobre tela, 220 cm X 350 cm. Espiral
também é favorecido com esse tema. 2 P A
- . R . construida tendo como base retangulos
do exercicio R3 é um retangulo dureo.
aureos.
Mais informagdes sobre o nimero de ouro podem ser encontradas no livro Razdo durea: a histdria de Fi, um numero surpreendente (ver pagina 114, na
segd@o Ampliando os conhecimentos).
~ )
EXG].‘CiCiOS propostos Registre as respostas em seu caderno.
6. Responda as questoes e justifique sua resposta. e B
a) Todos os tridngulos retdngulos sao poligonos B g
semelhantes?
b) Dois tridngulos equilateros sdo sempre poli- 3cm
gonos semelhantes? Ver resolugéo no Guia do professor.
7.Um guardanapo retangular de medidas 3 dm por o o
D c

24

29 3y3 dm é dobrado em trés partes iguais, conforme
mostra a figura.

3dm

3\/§dm

Os retangulos correspondentes ao guardanapo
aberto e a ele dobrado sao semelhantes? Se forem,

qual é a razao de semelhanca?
Sao semelhantes; a razéo de semelhanga é /3.

8. Considere os retangulos semelhantes a seguir.

A B

] -]

j F cm

3cm

D C

a) Qual é o comprimento do retdngulo maior?9 cm
b) Qual é arazdo de semelhanca entre o primeiro
3 2 L
e 0 segundo retangulo? 7
¢) Qual é a razdo entre o perimetro do primeiro
retdngulo e o do segundo? %

d) Qual é a razdo entre a area do primeiro retan-
gulo e a do segundo? %

9. A maquete de uma casa foi construida na escala
~ 1
1:100 (razao de semelhanca W) Um quarto
retangular dessa maquete tem 3 cm e 4 cm de
dimensoes. Com base nisso, responda as questoes.
a) Quais sao as dimensodes reais desse quarto?
3medm

b) Qual é a razdo de semelhanca entre as areas

do quarto da maquete e da casa real? 5 2)00

10. Em um terreno retangular de 1.440 m’ de area,
foi construida uma oficina com planta retangular,
semelhante a do terreno.

Sabendo que a razao entre as larguras da oficina

.2
e do terreno é < responda.

a) Qual é a razdo entre a area da oficina e a drea
total do terreno? Escreva essa razao na forma

4
S 16%
de porcentagem. - 16%

b) Qual é a area da oficina? 230,4 m?

7. Para identificar se dois ou mais poligonos sdo semelhantes, o aluno deve buscar por padrdes entre os poligonos. Dessa maneira, coloca em
pratica o reconhecimento de padrées, um dos pilares do pensamento computacional.
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11. Espera-se que os alunos percebam que o retangulo ABFG construido é dureo, pois a razdo obtida é uma aproximagéo do nimero de ouro: 1,61...

11. Utilizando um software de Geometria dindmica,
reproduza os passos a seguir. (Dica: utilizar a
figura abaixo como referéncia.)

1.Construir um quadrado ABCD.

2.Construir a semirreta BC.

3.Marcar o ponto E, ponto médio de BC.

4.Tragar uma circunferéncia c de centro E e raio
ED.

5.Marcar o ponto F, interseccio de BC com a cir-
cunferéncia c.

6.Construir uma reta perpendicular a BC,
passando por F.

7.Construir a reta AD.

8.Marcar o ponto G, interseccdo de AD com a
perpendicular construida no passo 6.

9.Com as ferramentas do software, medir BF e
FG e encontrar a razao entre essas medidas.

Observe a razdo obtida. O que podemos concluir

sobre a construcao realizada?

N J

Solicitar aos alunos que movimentem os pontos méveis da construgdo e analisem o que aconteceu com a razdo obtida. Eles deverdo perceber que a razao
néo se altera mesmo com a mudanca da configuragao inicial da construgdo geométrica. A postura investigativa nesta atividade favorece o desenvolvimento
das competéncias gerais 2, 4 e 5 da BNCC e especificas 4 e 5.

2.2 Semelhanca de triangulos

Para determinar se dois triangulos sdo semelhantes, precisamos verificar se satisfa-
zem as condicdes de semelhanca de poligonos, isto é, se os lados correspondentes sao
proporcionais e se os angulos internos correspondentes sdo congruentes.

Observagoes

¢ Quando dois angulos tém

a mesma medida, dizemos
que eles sdo congruentes.

| e Lembre que o simbolo =

Exemplo é usado para indicar uma

Comparando as medidas dos angulos internos
e dos lados dos triangulos ABC e PQR, podemos
perceber que:

e A=Pp BEQ,C;ﬁ

PQ QR

Assim, podemos concluir que: AABC ~ APQR
(lemos: “o triangulo ABC é semelhante ao triangulo PQR")

Entretanto, o tridngulo é um poligono especial, pois, verificada apenas uma das
condicdes de semelhanca, automaticamente a outra também ocorre. Em outras pa-
lavras, para que dois triangulos sejam semelhantes, basta que uma das condic¢des a
seguir seja satisfeita:

e Os lados correspondentes sejam proporcionais.
e Os angulos internos correspondentes sejam congruentes.

Exemplos
a) 6

Esses dois triangulos sdo semelhantes, pois os lados correspondentes sdo propor-
cionais, isto é:
3 2 4

45 =3=%" 0,666... (razédo de semelhanca)

Consequentemente, os angulos correspondentes sdo congruentes.

ADILSON SECCO

congruéncia. A = P sig-
nifica que o angulo A é
congruente ao angulo P,
ou seja, eles tém a mesma
medida.

e O simbolo ~ é usado para
indicar a semelhanca.

Observacgao

Os lados correspondentes
podem ser identificados de
acordo com seus tamanhos.
Por exemplo, o maior lado
de um triangulo é corres-
pondente ao maior lado do
outro.

25



b) Estes outros dois tridangulos também sdo semelhantes:

/|

30°
Tow Y

45°

Note que, como a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é 180°, em
ambos os triangulos o angulo ndo identificado mede 180° — 30° — 45° = 105°.
Assim, podemos perceber que a segunda condi¢do de semelhanca para triangu-
los também pode ser simplificada: basta que dois angulos correspondentes sejam
congruentes para que os dois triangulos sejam semelhantes.

a 4 N\
Exercicios resolvidos

R4. No tridngulo ABC representado abaixo, os segmentos AB e XY sdo paralelos.
O angulo A mede o, e o 4ngulo B_ é reto. As medidas estdo expressas em
centimetro. Calcular a medida XY.

A

Observacao

Os angulos indicados na
figura abaixo sdo angulos
correspondentes.

» Resolucao

Como AB e XY sdo paralelos e intersectados pelos segmentos transversais
\ AC e BC, temos BAC = YXC e ABC = XYC. Assim, os tridngulos ABC e XYC
sdo semelhantes, pois tém dois angulos correspondentes congruentes.

100°

Uma reta transversal a um
feixe de paralelas determina

sobre elas angulos corres- AB _ BC 12 7+8 _8-12

pon\dentes congruentes. XY _vC o XY g = XY T = XY =64

Logo, os lados correspondentes desses tridngulos sdo proporcionais, isto é:

Portanto, XY mede 6,4 cm.

R5. Os tridngulos ABC e MNP representados a seguir tém dois lados correspon-
dentes proporcionais (medidas expressas em centimetro), e os dngulos
compreendidos entre eles sdo congruentes. Mostrar que esses tridngulos
sao semelhantes.

ECCO

M
2 Nos exemplos da pagina anterior, A
% abordamos os casos LLL (lado- 4 8
3 -lado-lado) e AA (angulo-angulo)
& de semelhanca de tridngulos. No B c
b exercicio R5, temos o caso LAL 5 N 30°
(lado-angulo-lado). 10 P

ILUSTRAG

N
=)}
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» Resolucao

o ponto A’".

"M

No tridngulo MNP, sobre o lado MN marcamos 4 cm a partir de N, obtendo

Do mesmo modo, no lado NP obtemos o segmento NC’ de 5 cm.

5 (ad

10

sao congruentes:
A=MeC =P

Como % = %, os segmentos NA’, NM, NC’ e NP sdo proporcionais; entao,
pela reciproca do teorema fundamental da proporcionalidade, temos que as

retas AC e MP sdo paralelas (A’C’ /MP). Assim, os angulos correspondentes

Dessa forma, mostramos que os tridngulos ABC e MNP sdo semelhantes,
L pois tém os trés angulos internos correspondentes congruentes.

Observacao

Se quaisquer dois triangulos
estiverem nas mesmas con-
di¢des do exercicio resolvi-
do R5, ou seja, se tiverem
dois lados respectivamen-
te proporcionais e os an-
gulos formados por esses
lados forem congruentes,
entdo os triangulos serdo
temelhantes.

y

Os exercicios propostos neste bloco favorecem o desenvolvimento da habilidade EM13MAT308 da
BNCC, que propde a resolucdo de problemas utilizando nogdes de congruéncia e de semelhanga.

L)
Exercicios propostos

12. (Vunesp) A sombra de um prédio, num terreno
(x) plano, numa determinada hora do dia, mede
15 m. Nesse mesmo instante, préximo ao prédio,
a sombra de um poste de altura 5 m mede 3 m.

2 —J
'.!!_1r___Dj
prédio |CEUTIFITTTIT
] [
[T
o s
'E!?"_‘m poste
=\
| |gioujg] |
15 3

A altura do prédio, em metro, mede: atternativa a

a) 25 c) 30 e) 75
b) 29 d) 45
13. Determine, em cada item, o valor das incégnitas.
X =1,5;
a) y_9
C
4 5
A B

6

Registre as respostas em seu caderno.

c
//Q\
A B
y
b) xX=2
A
2E\
: C
B x+4
c 12 'B
X+ 2
A

14. Uma pessoa de 1,7 m de altura estd a 5,7 m da
base de um poste e projeta uma sombra de 2,3 m,
conforme o esquema a seguir. Qual é a altura
aproximada do poste? 59m

Sol

E

1,7 D

B 57 23

No exercicio 12 os alunos devem identificar as informagdes relevantes e criar uma representagéo para resolver a atividade, buscando, inclusive,

por padrdes dentro da propria representacdo. Nesse caso, estao praticando habilidades relacionadas aos pilares do pensamento computacional:

abstracao e reconhecimento de padrées, respectivamente.

N
N

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO



15. Determine x e y sabendo que BC /DE. x = 14;y = 6

A

B 21 C

16. 0 angulo B de um tridngulo ABC é reto. A altura
relativa a hipotenusa desse tridngulo divide-o em
dois tridngulos: ABH e CBH. Mostre que esses trés
tridngulos sdo semelhantes.

Ver resolucao no Guia do professor.

A

17. Com a figura a seguir, é possivel obter conclusdes
importantes.

AN

o Ver resolﬁéo no Guia do professor.
Sabendo que RS € paralelo a BC e que R € ponto
médio de AB, faga o que se pede.

B

a) Mostre que S é ponto médio de AC.

b) Pela conclusao do item a, mostre que RS é
metade de BC.

) Agora, verifique que a medida da altura do
triangulo ARS relativa ao lado RS é metade
da medida da altura do tridngulo ABC relativa
ao lado BC .

d) Discuta com um colega e, em seguida, elabo-
rem um pequeno texto com as conclusoes a
que vocés chegaram.

® Relacdes métricas no
tridangulo retangulo

L E

Composicao horizontal de vigas de carvalho, arquitetura do final da Idade Média, séc. XV.

Crémieu em lIsére, regido do Rédano-Alpes na Franca.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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Os triangulos retangulos tém diversas aplicagdes: estdo presentes nas construgoes,
nos trabalhos de topografia e de agrimensura, nas situacdes em que é preciso calcular
distancias inacessiveis, entre outras.

Ha registros de que os egipcios utilizavam um tridangulo retdngulo em particular
como um esquadro: o de lados 3, 4 e 5.
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Esse esquadro era constituido por uma corda com 12 nés igualmente espacados.
O espaco entre os nos correspondia a uma unidade de medida de comprimento. Esse

instrumento era usado por agrimensores na demarcac¢do de angulos retos.

E possivel inserir as medidas 3, 4 e 5 desse triangulo em uma importante relacio:
a? + b? = ¢?, que ficou conhecida como relagdo pitagorica, pois acredita-se que te-
nha sido estudada pelos pensadores gregos da escola de Pitdgoras. Com a soma dos
quadrados 32 + 42, obtemos 25, que é o quadrado de 5; assim: 32 + 42 = 52, Qutros

numeros naturais servem a essa relacdo, como 5, 12 e 13.

3.1 Explorando o teorema de Pitagoras

Vamos explorar uma relacdo demonstrada pelos gregos ha cerca de 2.500 anos.
Em um software de Geometria dindmica, podem ser realizados os seguintes passos:

1. Construimos um triangulo retangulo qualquer.

(2] AN 4]e] £

l— fcone para exibir

quadriculada.

2. Construimos um quadrado sobre cada um dos lados, chamados de Q,, Q, e Q.
Depois, com a ferramenta do software, medimos a area desses quadrados.

Esta —@

ferramenta
constroi
poligonos
quaisquer
(irregulares).

Este botdo disponibiliza ferramentas de
medidas, entre elas a que fornece a area

|_ de um poligono.

ARG AEPAN

Esta

Area Q,=12,08
Area Q, = 6,87
Area Q, = 5,21

ferramenta
constroi
poligonos
regulares.

os botdes de eixos
cartesianos e malha

ADILSON SECCO

Os conhecimentos historicamente
construidos favorecem o
desenvolvimento da competéncia
geral 1 da BNCC.

Observacao

Em um triangulo retangulo:

¢ catetos sdo os lados ad-
jacentes ao angulo reto;

¢ hipotenusa é o lado opos-
to ao angulo reto.

Os alunos devem perceber que, para
construir um tridngulo retangulo,

€ preciso construir uma reta
perpendicular a um segmento de
reta, que posteriormente serd um dos
catetos.

Alguns softwares nao possuem
ferramenta especifica para a
construgao de poligonos regulares;
nesse caso, orientar os alunos

a construi-los usando retas
perpendiculares e retas paralelas.
Para garantir que todos os lados
tenham a mesma medida, pode-se
usar a ferramenta de construgéo de
uma circunferéncia para transportar
medidas.

29
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Observacao

Na medicdo das areas,
pode ocorrer erro de
aproximacdo na ultima
casa decimal, o que pode
acarretar uma pequena
diferenca na soma das
areas. Desconsidere essas
eventuais diferencas.

E importante esclarecer aos alunos
que essa verificagcao, realizada com
o apoio do software de Geometria
dindmica, ndo é uma demonstragao;
porém, utilizar a Geometria
dindmica para verificar a validade
de uma proposicdo em diferentes
configuragdes pode favorecer o
entendimento e o desenvolvimento
das competéncias gerais 2, 4 e 5 da
BNCC e especificas 4 e 5.

ADILSON SECCO
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Busto de Pitagoras. Ilha de
Samos, Grécia. Foto tirada em
setembro de 2017.

Embora a existéncia de
Pitadgoras seja discutivel, varios
escultores modelaram sua
suposta imagem.
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Esta ferramenta —E]@] A ' - oox

3. Com a "calculadora dindmica" do software, adicionamos as areas dos dois qua-
drados menores.

_ Esta ferramenta fornece a area
do poligono selecionado.

A ferramenta
“calculadora
dinamica” atualiza

pode ser usada B <
para selecionar i@E

um objeto ou

Ar =12
mover uma Area Q, ,08 os resultados dos
- Area Q, = 6,87 calculos simultanea-
construcao Area Q. = 5,21 mente &
através de T movimentacao das
seus pontos. tag
construgdes
geométricas.
Area Q,+

+Area Q,=12,08

Observe que essa soma é igual a area do quadrado maior (construido sobre a
hipotenusa).

4. Agora, movimente um dos vértices do triangulo ABC. Observando a soma das
areas dos quadrados menores, verificamos que a relagdo anterior continua vélida.

Concluimos assim, experimentalmente, que a soma das areas dos quadrados so-
bre os catetos é igual a drea do quadrado sobre a hipotenusa. Esse é o principio do
teorema de Pitagoras.

3.2 Demonstrando o teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras pode ser enunciado da seguinte forma:

Em um tridangulo retangulo com os catetos de medidas b e c e a hipotenusa de
medida a, a medida da hipotenusa ao quadrado é igual a soma dos quadrados
das medidas dos catetos, ou seja:

a’=b’+c’

Existem diversas demonstracoes para esse teorema. Acompanhe a seguir uma delas
com base na area de figuras planas.

Com esta demostragao, favorecemos o desenvolvimento da competéncia

Demonstracao especifica 5 da BNCC.

I

Vamos considerar um quadrado de lado b + c. Se retirarmos quatro tridangulos
retdngulos com catetos de medidas b e c e hipotenusa de medida a, restard um
quadrado de lado a, como mostra a figura 1. Note que os tridngulos retangulos
sao congruentes.

Na figura 2, também temos um quadrado de lado b + ¢ . Retiramos quatro trian-
gulos retangulos com catetos de medidas b e c e hipotenusa a, porém os triangu-
los estdo em posicdes diferentes da mostrada na figura 1.

b c b C
L L
b b b b g
c -] g
=1y -
5
¢ c c §
¢ 8
b 5
o
¢ b b c £
figura 1 figura 2 g

Para auxiliar os alunos no entendimento dessa demonstragéo, pedir a eles que construam em papel-cartdo o
quadrado de lado a (figura 1) e todas as pecas da figura 2. Depois de montar o quadrado da figura 2, solicitar a eles
que retirem os tridngulos da figura 2 e, com esses tridngulos e o quadrado de lado a, formem o quadrado de lado

b + c (figura 1).

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Ao comparar as duas situagdes, podemos verificar que a area do quadrado de
lado a é igual a soma das areas dos quadrados de lado b e de lado c.

Observando a figura 1, a area do quadrado de lado b + ¢ pode ser dada por
b-c
4 .

ser dada por 4 - % +b? + 2.

Como essas areas sao iguais, podemos escrever a seguinte igualdade:

b-c

+ a2 e, observando a figura 2, a &rea do quadrado de lado b + ¢ pode

g.b°¢

> +<32=4°T+b2+c2:>a2=b2+c2

Exemplos

a) O lado de um quadrado mede 12 cm. Quanto mede cada uma de suas diagonais?
A diagonal d desse quadrado forma com dois de seus lados consecutivos um

triangulo retangulo cujos lados medem 12 cm, 12 ¢cm e d (em cm).
12cm

12 cm .

ADILSON SECCO

Assim, podemos aplicar o teorema de Pitagoras:

d?=12+122 = d* =144 + 144 = d =288 = d =122

Como as diagonais de um quadrado sdo congruentes, cada uma delas mede

12\/5 cm.

b) Um grupo de amigos acampou a 7 km de uma estrada. Com um equipamento
de radio cujo alcance é de 10 km, eles pretendem se comunicar com os caminho-
neiros que circulam nessa estrada. Quantos quilémetros da estrada podem ser

alcancados pela onda sonora do radio?

1A
\‘;04‘
X \\% o
o Q
> 8
vl i.?,k,’:”,“-‘:‘gg
S
> a
/I <
X
o
PN
N
B

Vamos determinar 2x, que representa o comprimento da borda da estrada (AB)

atingida pelas ondas desse radio.

Observando o triangulo isésceles representado na figura acima, vemos que ele
esta dividido em dois triangulos retangulos congruentes. Aplicando o teorema

de Pitdgoras em um desses triangulos retangulos, temos:
x?+72=10>=x=51 =>x =7,14

De A até B, temos: 2x = 2+ 7,14 = 14,28

Portanto, a onda de radio alcanca aproximadamente 14,28 km da estrada.

3.3 A semelhanca e o teorema de Pitagoras:
outras relacoes métricas no tridangulo
retangulo

E possivel demonstrar o teorema de Pitadgoras por meio da semelhanca de trian-
gulos. Nessa demonstragao, encontramos outras relagdes métricas entre os elementos

de um tridngulo retangulo. Acompanhe a seguir.

Observacao

A reciproca do teorema de
Pitagoras também é vélida.
Ou seja, um tridangulo com
lados de medidas a, be ¢
tal que a> = b> + ? é um
triangulo retangulo.

A reciproca do teorema de
Pitagoras pode ser deduzida
com a lei dos cossenos, que
sera estudada no capitulo
"Ciclo trigonométrico e
trigonometria em um triangulo
qualquer".

Reflita

Uma diagonal de um poligo-

no é um segmento de reta
que tem extremidades em
dois vértices ndo consecu-
tivos desse poligono.

Existe poligono sem diagonal?
Easo exista, identifique-o.

Sim; o triangulo.
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Observacao

Os segmentos CH e BH, de
medidas m e n, respectiva-
mente, sdo conhecidos por
projecoes ortogonais dos
catetos sobre a hipotenusa.

Explore

Com auxilio de um software
de Geometria dinamica,
reproduza o triangulo
retangulo ABC, ao lado,

e trace sua altura relativa

a hipotenusa. Com a
ferramenta "medidas",
obtenha as medidas a, b,

¢, m, nehe, utilizando a
"calculadora dinamica"

do software, escreva as
relacdes encontradas (I a
IV). Em seguida, movimente
os vértices do triangulo e
observe como as relacgdes se
comportam.

Espera-se que os alunos percebam
que as relagdes sdo validas nas
diferentes configuragdes do triangulo
retangulo. O uso de ferramentas
computacionais favorece o
desenvolvimento das competéncias
gerais 2, 4 e 5 e especificas 4 e 5.
Formar grupos de 4 a 6 alunos e
propor a cada um que pesquise

um tipo de demonstracdo do
teorema de Pitagoras, diferente

das apresentadas neste capitulo.
Indicar uma bibliografia para a
pesquisa inicial. Acertar com os
grupos a demonstragcdo que sera
feita por cada equipe, de forma que
sejam trabalhadas demonstracdes
diferentes. A partir dai, combinar
com os alunos a data para realizar
as apresentacoes. Ao final, abrir

uma roda de conversa discutindo as
similaridades e as diferencas entre as
demonstragdes, qual delas os alunos
acharam mais clara ou mais dificil
etc. Essas demonstracées, assim
como a apresentada, favorecem o
desenvolvimento da competéncia
especifica 5 da BNCC.
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Demonstracao
et

Considere:

e um tridngulo retangulo com catetos de medidas
b e c e hipotenusa de medida g;

¢ a altura relativa a hipotenusa desse triangulo,
de medida h;

¢ os segmentos CH e BH de medidas m e n, res-
pectivamente.

Com a altura AH do triangulo ABC, obtemos outros dois tridangulos retangulos: HAC
e HBA. Esses trés triangulos sdo semelhantes, pois possuem trés angulos internos
respectivamente congruentes.

AB _BC _ c
AABC ~ AHBA = 1B BA = p c
h

AAHC ~ ABHA — AH _ HC _h _'m _ p2—mp v
“BH HA n _h ()

Somando as relagdes Il e Ill, membro a membro, temos:

B +E=alm+n) =b+c2=a’

Assim, demonstramos o teorema de Pitagoras e obtemos outras rela¢des no trian-
gulo retangulo.

a 4 )
Exercicio resolvido

R6. Na figura ao lado, o tridngulo ABC é equilatero.
Determinar:

a) a medida h da altura desse tridngulo;

b) a medida d da altura relativa ao lado AC, no
triangulo HCA.

» Resolucao

TR

a) No tridngulo ABC, a altura AH relativa a0 C! H 'B
lado BC determina dois tridangulos retangulos ! 6 !
congruentes (AHC e AHB) de hipotenusa 6 e
catetos h e 3. Assim, aplicando o teorema de
Pitdgoras no tridangulo AHB, obtemos:

h?+32=62=>h=+36—-9 > h=3V3

b) No tridngulo HCA, a altura relativa ao lado AC determina o tridngulo
retdngulo DHA, semelhante ao tridngulo HCA. Da proporcionalidade

entre os lados correspondentes, temos: E L
AC HC
Assim: £:£:>3J§.3:6.d:>d:£
6 3 2
- Y,
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I 4
Exercicios propostos

18. (FEI-SP) Na figura, x mede: alternativa b

8
XL
. 5
! 17 !
a)3 d)3+2£
10 15
b 21_5 e) nra

c) Faltam dados para calcular x.

19. Calcule as alturas das figuras em relacdo ao lado AB .

a) 82 dm b) 20cm
C p, 10m -
12dm 12dm 25cm 25cm
A B
8dm A 40 cm 5
20. ]%gtermine o perimetro do losango.
cm

54 cm

a) Determine:
¢ a medida da diagonal de uma face; 5v2 cm
¢ a medida da diagonal do cubo. 5/3 cm

b) Com um colega, analisem o item anterior e respondam: dado um cubo
cuja aresta mede a, qual é a relacao entre as medidas de sua aresta e
de sua diagonal? d,,, = a/3

(Observagdo: Nesta questao, “n.r.a.” significa “nenhuma resposta anterior”

N

)

Os exercicios deste bloco
contemplam parcialmente a
habilidade EM13MAT308 da BNCC,
que propde a resolugdo de problemas
envolvendo triangulos por meio de
relagdes métricas.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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A . a_4
22. No retangulo a seguir, temos "3 e BD = 10 cm. Quanto mede cada
lado do retangulo?a =8cmeb =6cm
DR c
b
A a ~IB

23. Uma barraca tem o mastro central de sustentacao perpendicular ao cen-
tro do piso quadrado. Sabendo que o mastro tem 1,60 m de altura e o piso,
5,76 m? de area, determine, com o auxilio de uma calculadora, o com-
primento de cada haste lateral da barraca. =2,33m

haste

lateral .

/\

/ a8

piso mastro central

.- 24. Trés nimeros naturais ndo nulos que obedecem a relacao pitagérica
24, ¢) Sim; por exemplo, 1,1 e 2 - ) X A
formam um triangulo retangulo, sdo conhecidos como terno pitagérico, por exemplo, 3,4 e 5, e formam

mas nao um triangulo sa . £
pitagorico, ja que v/2 ndo é um um trlangulo pitagorico.

ndmero natural. a) Dé as medidas de outros d01s tridngulos pitagoéricos.
resposta possivel: 6, 8, 10 e 5, 12, 1

b) Que tipo de tnangulo obtemos quando as medidas de seus lados

formam um terno pitagérico? Justifique.
Triangulo retangulo pois se torna possivel a aplicagao do teorema de Pltagoras

c) Pode existir um triangulo retdngulo cujas medidas nao formam
um terno pitagorico? Justifique.

25. Observe o triangulo retangulo PIA.

P

1

1

. 15 cm

'h

1

1

1

m 7 n

I r A
o 17 cm o

Sabendo que PH é a altura relativa & hipotenusa, determine:
a) a medida do cateto PI; P/ = 8cm

b) a medida aproximada h dessa altura; h = 7,1cm

c) as medidas aproximadas m e n das proje¢oes ortogonais dos catetos
sobre a hipotenusa. m = 3,8cmen = 13,2 cm

26. Em duplas, elaborem uma situacao-problema que utilize, em sua re-

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

doexefc"lci?’ 26 Iavgfeﬁebﬁ,d ; solucao, uma ou mais relagoes métricas do tridngulo retdngulo apre-
esenvolvimento da hablligaae ’ . ~

EM13MAT308 da BNCC, que propde a sentadas neste capitulo. Depois, troquem a questao com outra dupla,
elaboraco de uma situagao-problema para que eles resolvam a questao que vocés elaboraram e vice-versa.
utilizando as relagbes métricas do " " |

triangulo retangulo. g esposta pessoa J

34
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Exercicios complementares

Os exercicios desse bloco contemplam parcialmente a habilidade EM13MAT308 da BNCC, que propde a resolucdo de problemas que envolvam triangulos utilizando

semelhanca e relagdes métricas.

No capitulo "Ciclo trigonométrico e trigonometria em um tridngulo qualquer”, serdo apresentadas as leis do seno e do cosseno, que complementardo essa habilidade.

Aplicacao

1. (Enem) Para uma atividade realizada no laboratério
de Matematica, um aluno precisa construir uma
maquete da quadra de esportes da escola que tem
28 m de comprimento por 12 m de largura. A maquete
deverd ser construida na escala de 1: 250.

Que medidas de comprimento e largura, em cm, o

aluno utilizard na construcao da maquete?
alternativa ¢

a) 4,8e 11,2 d) 28,0 e 12,0
b) 7,0 3,0 €) 30,0 e 70,0
c) 11,2e4,8

2. (Enem) Um pesquisador, ao explorar uma floresta,
fotografou uma caneta de 16,8 cm de comprimento
ao lado de uma pegada. O comprimento da caneta
(c), alargura (L) e o comprimento (C) da pegada, na
fotografia, estdo indicados no esquema.

Caneta

A largura e o comprimento reais da pegada, em

centimetro, sdo, respectivamente, iguais a: alternativa d

a)49e7,6 d) 26,4 e 40,8
b) 8,698 €) 27,5 € 42,5
) 14,2 € 15,4

3. (Enem) Um quebra-cabeca consiste em recobrir um
quadrado com tridngulos retangulos isésceles, como
ilustra a figura.

ERICSON GUILHERME LUCIANO

A

Uma artesa confecciona um quebra-cabega como o
descrito, de tal modo que a menor das pecas é um
tridngulo retangulo isésceles cujos catetos medem
2 cm.

Registre as respostas em seu caderno.

O quebra-cabeca, quando montado, resultard em

um quadrado cuja medida do lado, em centimetro, é
alternativa a

a) 14 d) 6+ 4v2
b) 12 e) 6+ 42
o 742
. . A
. (Mackenzie-SP) Na figura, se &
AB =5 (AD) = 5- (FB), a razdo DPE
FG )
—— vale: alternativa b
DE 5
a)3 d) =
) ) 2 FA G
b) 4 o) L A c
2
)

. Um quadrado estd inscrito em um tridngulo como

mostra a figura a seguir. Calcule a medida da altura
relativa ao lado BC do tridngulo ABC sabendo que o
perimetro do quadrado inscrito é 19,2 cm e que BC =

=12 cm.
8cm

B¢ 3 C

. (UFV-MG) Sob duas ruas paralelas de uma cidade

serdo construidos, a partir das estacoes A e B, pas-
sando pelas estacdes C e D, dois tineis retilineos,
que se encontrardo na estacao X, conforme ilustra
a figura abaixo.

X
tunel 1 tanel 2
C D rua 2
1 km/ 1,5 km
g rua 1

A distdncia entre as estacoes A e C é de 1 km e entre
as estacoes Be D, de 1,5 km. Em cada um dos tineis
sdo perfurados 12 m por dia. Sabendo que o tinel 1
demandard 250 dias para ser construido e que os
tuneis deverdo se encontrar em X, no mesmo dia, é
correto afirmar que o nimero de dias que a cons-
trucdo do tinel 2 deverd anteceder a do tinel 1 é:

alternativa e
a) 105
b) 145
c) 135
d) 115
e) 125

35

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO



ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

Exercicios complementares

7. (UFBA) Na figura abaixo, todos os tridngulos sao
retangulos isésceles, e ABCD é um quadrado.

G

Nessas condicdes, determine o quociente i—g 4

8. (UFS-SE) Na figura, sao dados AC = 8 cm e CD = 4 cm.

B

A medida de BD é, em centimetro: alternativa c
a)9 b) 10 c) 12 d) 15 e) 16
9. Considere o tridangulo ABC a seguir.

C

A D B
a) O que representa CD nesse tridngulo? 222 EEtva
b) Mostre que (CD)? = (AD) - (DB).

Ver resolugé@o no Guia do professor.

Aprofundamento

10. As bases de um trapézio medem 20 cm e 32 cm, e a
altura mede 9 cm. Prolongando os lados nao para-
lelos, obtemos um tridngulo. Calcule a medida da
altura desse triangulo, relativa a base maior do tra-
pézio, em centimetro. 24 cm

11. Na figura, AB é o didmetro da circunferéncia de cen-
tro O. A altura relativa a hipotenusa do tridngulo
retangulo ABC mede 18 cm, e H é o ponto médio de
OB . Determine o raio dessa circunferéncia. 123 cm

Registre as respostas em seu caderno.

36

12. (UFSCar-SP) Um programa de radio é gerado em
uma cidade plana, a partir de uma central C loca-
lizada 40 km a leste e 20 km ao norte da antena de
transmissdo T. C envia o sinal de radio para T, que
em seguida o transmite em todas as dire¢ées, a uma
distancia maxima de 60 km. O ponto mais a leste
de C, que esta 20 km ao norte de T e poderé receber
o sinal do radio, estd a uma disténcia de C, em km,
igual a: alternativa

a) 20(v2 — 1) d) 403 - 1)
b) 30(v3 — 1) e) 50(2 — v2)
) 40(v2 — 1)

13. Um grupo de escoteiros deve atravessar um rio cau-
daloso. Para isso, 0 melhor nadador deve cruzar o rio
com uma corda e amarra-la do outro lado. Observe
a imagem a seguir.

PAULO MANZI

e Qual deve ser o comprimento aproximado da
parte esticada da corda? aproximadamente 44 m

14. (PUC) Na figura, esta a planta de um lago poligonal de
lados AB = 2CD, BC = 6 m e AD = 2421 m.Os 4ngu-
los internos de vértices B e D sdo retos. A medida do
segmento AC, em metro, é: alternativa a

a) 10
b) 12
c) 14
d) 16
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Autoavaliagio

~
1. Na figura abaixo, as retas s, r e t sdo paralelas e u 5. O Sol projeta no chao plano as sombras de um
e U sdo transversais que intersectam essas parale- poste e de uma haste verticais, que medem, res-
las. Os valores indicam as medidas dos segmentos pectivamente, 12 m e 0,6 m. Se a altura da haste
determinados. Quanto vale x? alternativa c mede 1 m, a altura do poste é: alternativa d
a) 1 3.8 >/ v a) 6m b)7,2m c) 12m d) 20 m
b) 2 572 6. Um tridngulo com base de 20 m e altura relativa
03 a essa base de 12 m estd circunscrito a um qua-
r drado ABCD. O lado desse quadrado mede:
d) 1,9 X alternativa a
a)7,5m
o b) 4,5 m B C
2. No quadrado AMOR, o segmento MI é parte de uma c) 30m 12m
de suas diagonais. Portanto, é possivel afirmar que d) 18 m
os pares de poligonos mmmm s3o semelhantes. ‘ L] ‘
alternativa a ! A D !
a) AIM e AMO A M ‘ 20 m ‘
b) ARSI e AMOR 7. Observe a figura. A medida x vale: alternativa d
¢) AISOM e AISR ! a) 12,75m
b) 12,25 m
d) ROIMA e MAISO R S o ’ 20
) ¢) 11,75 m P 15m
3. Todos os tridngulos equilateros sdo semelhantes, d) 11,25 m y
pois eles: alternativa c
a) sdo acutangulos. “om
b) néo sfio retangulos. 8. Em um tridngulo retdngulo, os catetos medem
c) tém todos os angulos internos medindo 60°. 9 cm e 12 cm. A medida da hipotenusa é
d) tém os lados de medidas diferentes. I cm, a medida da altura relativa a hipotenusa
4. Na fi lad é WM cm e as medidas dos segmentos deter-
- Na ligura ao lado, A minados por essa altura sobre a hipotenusa séo
BC e MN sao para- B C BN cm e . cm.
lelos.
N A alternativa que completa, adequadamente, o
Se AB = 107, M —N texto acima é: atternativa d
AM =35cme
AC = 15 cm, a medida de CN, em centinlqetro, é: a) 17;7,2;7,4;9,6 c) 19;7,2;10,6; 8,4
alternativa ¢
a) 7,5 b) 45 C) 37,5 d) 30 b) 15; 5,4; 7,2, 9,6 d) 15; 7,2, 5,4; 9,6

Retomada de conceitos

Se vocé nao acertou alguma questdo, consulte o quadro e verifique o que precisa
estudar novamente. Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

Numero da questao

Objetivos do capitulo 1 2 3 4 5 6 7 8
Resolver situacdes-problema que envolvam a proporcdo X X X X X X
entre segmentos.
Identificar figuras planas semelhantes. X X X X X X X

Resolver situa¢des-problema que envolvam
a semelhanca de figuras planas.

Resolver situa¢des-problema que envolvam a relacéo
pitagorica e as demais relagdes métricas no tridangulo X X
retangulo.

L. . . 15a | 21a | 25a | 15a | 25a | 25a | 28a | 28a
Paginas do livro referentes ao conceito
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Este infografico permite um trabalho interdisciplinar com a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias. O desenvolvimento da habilidade EM13CNT301 é

favorecido com a exploracdo dessa atividade, pois os alunos poderdo fazer questdes e elaborar hipéteses sobre a representacdo de modelos explicativos para
justificar conclusdes em situacdes-problema em uma perspectiva cientifica. Com a atividade 3, pode-se discutir sobre os tipos de materiais e as estruturas estaveis
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Torre de canudinhos
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A estabilidade e a resisténcia de estruturas que aproveitam as propriedades
dos triangulos permitem construcoes leves e arrojadas que véo de torres feitas
apenas com canudinhos e linha de costura a galpbes e prédios imensos.

Distribuicao da forca
No triangulo, a forca

seus veértices, representada |
pelo vetor vermelho, |
distribui-se até atingir

o equilibrio, tornando o
sistema mais resistente e
estavel. Em outros formatos,
a forca exercida pode

gerar deslocamentos em
sentidos variados, causando
instabilidade.

Trelicas

Em conjunto, os triangulos
formam estruturas muito fortes
chamadas trelicas, utilizadas
em pontes, telhados e nessa
torre de canudos.

!
exercida sobre um dos | :

usadas em construgoes. Com isso, desenvolve-se a habilidade EM13CNT307 da BNCC.
E favorecido também com esse trabalho o desenvolvimento da competéncia geral 2 da BNCC.

Resisténcia
Toda essa estrutura,
dependendo do material
utilizado e de como foi
construida, tem capacidade =
de suportar a forca de

tracdo ou de compressao

aplicada a ela. Essa forca

tem intensidade, direcao

e sentido. Aqui, a forca

aplicada pela mao pode

testar a resisténcia da torre.



Quadrilateros
Sensiveis ao movimento dos seus
vértices e a distribuicao desigual

das forcas, as estruturas baseadas
em moédulos quadrilateros B
Sao menos resistentes r

e muito instaveis.

»

2. O triangulo nao pode alterar sua;forma sem alterar o
compriménto de seus lados; assim, um sistema de tridngulos
< apresenta grande estabilidade, pois n4o sofre deslocamento
~ pela agéc{da forca aplicada. A forga exercida sobre um
‘%' dos vértiges do triangulo se distribui até atingir o equilibrio,

r—  \——oacore cdm 'modulos quadrilateros,ja que séo sensiveis ao
~ movimento dos seus vértices e a distribuicio desigual das

_ § : Atividades Registre as respostas em seu caderno.

N 1. Observe as construgoes ao redor da sua escola.
Desenhe ou tire fotos de estruturas que utilizam
tridngulos. Pesquise em livros, revistas, jornais,
sites etc. construgoes de outras cidades e paises

. que também usam tridngulos em suas estruturas.
Monte um mural com as diferentes construgoes

Estabilidade encontradas. Por que o tridngulo é tdo usado nas
0 triéngulo ED) pode alterar sua forma construgées? Ver resolugéo no Guia do professor.
sem alterar o comprimento dos seus 2. Por que médulos triangulares sdo mais estaveis
lados; assim, uma estrutura triangular, do que os médulos quadrilateros?
como a dessa torre, por exemplo,
apresenta grande estabilidade, pois 3. Aresisténcia de uma estrutura depende somente
nado sofre deslocamentos pela acao da material utilizado? Justifique sua resposta.
forca aplicada. Outros modelos, como o ) »
quadrado, nio tém a mesma estabilidade. 4. Construa um médulo quadrilatero usando canudos
e linha de costura e responda: como poderiamos
. - deixar esse moédulo estavel? Faca algumas tentati-
Dados obtidos em: LEET, Kenneth M.; UANG, Chia M.; .
GILBERT, Anne M. Fundamentos da andlise estrutural. 3. ed. vas € compare coim os modulos de outros COIEgaS'

S30 Paulo: AMGH, 2009; HIBBELER, R. C. Resisténcia dos Ver resollicaainol Gliiadoprofessor.
materiais. 7. ed. Sao Paulo: Prentice Hall, 2009.

3. N&o. A resisténcia de uma estrutura depende também da forca aplicada sobre
ela e de como essa estrutura foi construida. 39



NELSON MATSUDA

CAPITULO

Competéncias especificas e habilidades de Matematica e suas Tecnologias da BNCC
trabalhadas neste capitulo: competéncias 3, 4 e 5; habilidades EM13MAT308 e EM13MAT315.

Trigonometria no
triangulo retangulo

-,

Objetivos do capitulo

Identificar e calcular ra-
zdes trigonométricas no
triangulo retangulo.

Resolver problemas que
envolvam razdes trigo-
nomeétricas.

Usar uma tabela trigo-
nométrica ou uma cal-
culadora para obter as
razdes trigonométricas.

Resolver problemas de Astronomia, como descobrir as distancias entre a
Terra, o Sol e a Lua, sempre despertou o interesse do ser humano. Desse tipo
de especulagdo nasceu a Trigonometria, parte da Matematica que se dedica ao
estudo das relagdes entre as medidas dos lados e dos angulos de um triangulo.

O grego Aristarco de Samos (310 a.C.-230 a.C.), considerado por muitos o
primeiro grande astronomo da Histéria, usou as ideias da Trigonometria ao
estabelecer um método geométrico para investigar a razdo entre as distancias
Terra-Sol e Terra-Lua.

Seus calculos partiram da observacao de que, quando a Lua estad no quarto
crescente — ocasido em que exatamente metade dela aparece iluminada pelo

Sol -, 0 angulo L, do triangulo formado entre o Sol (S), a Lua (L) e a Terra (T),
mede 90°, conforme mostrado na ilustracdo acima.




Essa abertura favorece o
desenvolvimento da competéncia
especifica 3 e da habilidade
EM13CNT301 da area de Ciéncias
da Natureza e suas Tecnologias,
pois apresenta uma questao feita
na Antiguidade, com elaboracao de
hipéteses, estimativas e um método
para medir. Com isso, obtendo
representacdo e interpretacédo

de resultados experimentais

para justificar conclusdes no
enfrentamento de situagdes-
-problema sob uma perspectiva
cientifica, valoriza os conhecimentos
historicamente construidos sobre o
mundo fisico, colaborando para a
compreensao da realidade, além de
exercitar a curiosidade intelectual,
favorecendo o desenvolvimento das

competéncias gerais 1 e 2 da BNCC.

Representacdo esquematica sem escala;
cores-fantasia.

Aplicando os conhecimentos da época, Aristarco observou que o angulo B, for-
mado entre as linhas de vista da Terra ao Sol e da Terra a Lua, media 87°. Com base
nisso e em conceitos trigonométricos, concluiu que a razdo entre as distancias Terra-

-Sol e Terra-Lua (;_—'ZJ estaria entre 18 e 20, o que significava que a distancia Terra-Sol

era 18 a 20 vezes a distancia Terra-Lua.

Atualmente, sabemos que a distancia Terra-Sol é cerca de 400 vezes a distancia Terra-
-Lua. A grande diferenca entre esse valor e o encontrado por Aristarco esta relacionada ao
angulo B, cuja medida correta é de aproximadamente 89,83°. Mesmo assim, o raciocinio
de Aristarco foi correto.

Neste capitulo, estudaremos conceitos basicos da Trigonometria no triangulo retangulo
e veremos que ela tem grande aplicacdo no calculo de distancias inacessiveis: na Astrono-
mia, como fez Aristarco; na Topografia, para determinar a altura de morros, montanhas e
colinas; na Engenharia, para estabelecer o comprimento de uma rampa etc.




Esse tépico favorece o
desenvolvimento das competéncias
gerais 2 e 5 da BNCC, pois inclui
investigacao, reflexdo, andlise
critica, imaginacgao e criatividade na
elaboracéo e testes de hipéteses,
na resolucdo de problemas e
criagdo de solugdes. Os alunos
também compreendem e utilizam
uma ferramenta digital de modo
critico, significativo e reflexivo para
comunicar, acessar e disseminar

informacgoes, produzir conhecimentos

e resolver problemas.

Se possivel, faga a atividade com os
alunos no laboratério de informatica
ou apresente a construgdo em um
projetor em sala de aula.

Ao longo de todo capitulo sera favorecido o desenvolvimento da habilidade EM13MAT308 da BNCC, pois os
alunos poderdo compreender as razdes trigonométricas, como uma aplicagdo da semelhanga, para resolver e
elaborar problemas que envolvem tridngulos em vérios contextos.

© Razoes trigonométricas

Com base no conceito de semelhanca de tridngulos, dados dois ou mais triangulos
retangulos semelhantes, exploraremos algumas razées entre as medidas de seus lados.

1.1 Explorando razées em um triangulo
retangulo usando o computador

Utilizando um software de Geometria dindmica, vamos acompanhar o passo a
passo da construcdo a seguir.

1. Construimos um triangulo retangulo BCA, retangulo em A, tracando primei-
ramente o segmento AB e, em seguida, uma perpendicular a esse segmento
passando pelo ponto A. Marcamos um ponto C qualquer nessa perpendicular,
C = A, e tragamos o segmento BC.

(2] A 4]e]l4]N] -

Ferramenta
para construir

segmentos de reta.

Ferramenta para —
construir retas
perpendiculares.

ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO
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2. Construimos DE e FG, paralelas a reta CA.

‘

Comentar com os alunos que, nessa construcao, para que os pontos D e F possam ser movimentados,
marcamos sobre o segmento BC os pontos que definem as retas paralelas DE e FG.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Nesse boxe, sera favorecido o desenvolvimento da competéncia especifica 4 e da habilidade
EM13MAT315, uma vez que os alunos vao ler e interpretar um algoritmo em um fluxograma.

3. Tracamos os segmentos CA, DE e FG e utilizamos um recurso do software para

3
esconder as retas que os continham (.") ST
a : ¥ computacional
N
v Algoritmo
Um algoritmo é uma
Para facilitar sequéncia finita e bem
a construgéo definida de passos para
dos triangulos,
orientar os . resolver um problema
alunos a utilizar » ou realizar uma tarefa.
as ferramentas
disponiveis no Um [passO a passo como
software, como . o descrito ao lado é um
as ferramentas . .
“perpendicular” F algorltmo e esta repre-
e “paralela”. sentado em linguagem
g}gﬁiﬁ:‘tze:; . corrente. Entretanto, um
permite esconder algoritmo também pode
23;52::;”%063 ser representado por um
construgéo B e : A fluxograma. Cada passo
Sem O excesso corresponde a um proces-
de tragados .
proporciona uma so no fluxograma. Veja:
anélise mais
eficiente. INicIO
Os triangulos BFG, BDE e BCA sao semelhantes, pois tém angulos correspondentes
congruentes. m
4. Com a ferramenta apropriada, medimos os lados de cada tridangulo. Utilizando
a calculadora do software, obtemos as seguintes razdes:
FG DE CA Esse procedimento pode variar ou ser diferente entre os
BF ' BD BC softwares, orientar os alunos com relacdo a essas diferencgas.
. BG BE e BA *
555 ° 5
. FG DE e CA ¢
BG' BE BA
r Ferramenta para mover pontos moveis.
- o x
2] LA 4] el Cew
<
c . )
D
F
B & ° * A Pode haver pequenas diferencas
G E na ultima casa decimal por erro
de aproximagao.
FG _ 1.55 DE _ 2.28 CA _ 3.25 De modo geral, os pontos
"BF. 2877661 0.58 BD 39 0.58 BC 557 0.58 obtidos com a ferramenta
“intersec¢@o” ndo sao
pontos moveis. Verificar as
BG = 2.16 =0.81 BE = 3.19 =0.81 BA = 4.53 =0.81 funcionalidades do software
BF  2.66 BD 3.92 BC 5.57 escolhido e orientar os alunos.
Se julgar conveniente, pedir
FG _ 1.55 _ 0.72 DE _ 2.28 _ 0.72 CA _3.25 _ 0.72 aos alunos que gravem essa
BG  2.16 BE 319 BA~ 453 construgdo para explora-la em
outros momentos.

Observe que as razdes entre os lados correspondentes sdo constantes. Em geral,
0 programa aproxima as razdes para duas casas decimais e usa o sinal de igual para
essas aproximacoes.

Agora, movimentamos os pontos do triangulo, modificando as medidas dos lados,
e observamos que as razdes continuam constantes.

ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO
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Reflita

O seno, o cosseno e a tan-
gente podem ser nimeros
irracionais? Justifique.

Sim, pois a medida de um dos lados
pode ser irracional, por exemplo:

& AN
V2

Nesse caso, sen o. e 0 Cos 0. S80 0

numero irracional 7V22

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

Y
D

1.2 Seno, cosseno e tangente de um angulo

Seja o.a medida do angulo B.

A semelhanca entre os triangulos BFG, BDE e BCA nos permite escrever as seguintes
proporgoes:

BF BD BC

As razdes entre as medidas dos catetos opostos ao angulo o e das hipotenusas dos
triangulos sdo iguais a uma constante, chamada de seno do angulo o.

medida do cateto oposto a o

sen o = - -
¢ medida da hipotenusa

Do mesmo modo, podemos dizer que:
BG _ BE _ BA

BF BD BC

As razdes entre as medidas dos catetos adjacentes ao angulo o e das hipotenusas
dos triangulos sdo chamadas de cosseno do angulo o.

medida do cateto adjacente a o

cos o = - :
medida da hipotenusa

Igualmente, podemos escrever:

Asrazdes entre as medidas dos catetos opostos ao angulo o e dos catetos adjacentes
ao mesmo angulo sdo chamadas de tangente do angulo o.

medida do cateto oposto a o
medida do cateto adjacente a o

tg o =

As razdes sen o, cos o e tg o sdo conhecidas como razoes trigonométricas.

Exemplo

No triangulo retdngulo DEF representado abaixo, o e B sdo angulos agudos, DF é
o cateto oposto ao angulo o e DE é o cateto adjacente ao angulo o.

O

3cm 4 cm

AL -

5cm

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Considerando o angulo o, aplicando as defini¢cdes, podemos escrever:

°senoc=%=0,6 'tgoc=%:0,75

Em relacdo ao angulo agudo P, o cateto oposto é DE e o cateto adjacente é DF.

Aplicando as definicoes, obtemos:

°senB=i=O,8

- 3_
S ocosB—S 0,6

-tg[3=%z1,33

Podemos usar as razdes trigonométricas para determinar medidas desconhecidas

de um tridngulo retangulo, como veremos nos exercicios R2 e R3.

Exercicios resolvidos C

R1.Determinar o seno, o cosseno e a tangente
dos angulos agudos de um triangulo retan-
gulo cujos catetos medem 6 cm e 4 cm.

4cm =>B

-\ 6 cm

- A
» Resolucao

Para o calculo do seno, do cosseno e da tangente dos angulos a. e B, é
necessario determinar a medida a da hipotenusa. Aplicando o teorema
de Pitagoras, obtemos:

a?=36+16 = a = 2413

Agora, podemos calcular as razoes:

seno = —+_-_4 . \/ﬁZZ\/ﬁ
213 2J13 J13 13
g 6 _ 6 B _3yB
213 2J13 J13 13
2413 13
cos B = L = ﬂ
2413 13
- _ 2
tga = 3
_ 6.3
tg B - 4 2
R2.Determinar a medida do lado AC do B
triangulo retangulo representado ao lado. M1em
(Considerar: sen 23° = 0,39; cos 23° = 0,92;
gl o 0’42) Para facilitar os calculos, A 23°
os valores das razdes X C

> Reso}ucéo foram aproximados.

Pela figura, temos a medida da hipotenusa e queremos obter a medida do
cateto adjacente ao angulo de 23°. A razdo trigonomeétrica que relaciona
essas duas medidas é o cosseno de 23°.

Como cos 23°= 0,92 e cos 23° = % , temos:

% —x=11-0,92 = x = 10,12

Portanto, o lado AC mede 10,12 cm.

0,92 =

~

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

Reflita

Considere a afirmacao: o
seno e o cosseno de um an-
gulo agudo é sempre um
numero maior que zero e
menor que 1.

Ela é verdadeira? Explique.

E verdadeira, pois, como séo razdes
entre medidas de lados de um
triangulo, devem ser maiores que
zero; e como no denominador dessas
razdes esta a medida da hipotenusa,
que é o maior lado de um triangulo
retangulo, o valor sempre sera um
ndmero menor que 1.

Reflita

Que relacées podemos es-
tabelecer entre os valores
obtidos no exercicio R1?

Espera-se que os alunos percebam
as seguintes relagdes:

sen o, = cos B
cosa =senf

1
tgo =——
tg B

O objetivo desta atividade é
instigar os alunos a observar
algumas relagdes entre as razbes
trigonométricas de angulos
complementares (o e B séo angulos
complementares) que seréo
estudadas no préximo tépico.

45



Esse bloco de exercicios favorece o desenvolvimento da competéncia especifica 3, pois o aluno podera utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos
matematicos na resolugéo de problemas em diversos contextos, de modo a construir argumentagao consistente.

K'No enunciado das atividades 3 e 5, foram dados os valores de sen o, cos o. e tg o. E importante que os alunos percebam que é possivel descartar "\
duas das razdes e trabalhar apenas com uma delas. Pode ser que
algum aluno use outra razéo, diferente da usual, para resolver o

problema. Caso isso aconteca, discute

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

distancia dessa ponta ao mastro.

» Resolucao

No esquema ao lado, ¢ representa o
comprimento da fita, e d, a distancia
da ponta da fita ao mastro.

Considerando as informacoes apre-

R3. Na danca folclérica de tranca-fitas, usa-se um mastro com, geralmente,
3 metros de altura. Para certa passagem da danca, precisa-se que o angulo
formado entre a fita esticada (com a ponta no chao) e a horizontal tenha
30°. Sabendo que sen 30° = 0,5, determinar o comprimento da fita e a

CESAR DINIZ/PULSAR IMAGENS

@ .nm
Grupo de danca folclérica de
tranca-fitas, no Festival de
Cultura Tradicional Paulista,

Pelo teorema de Pitdgoras, temos:
d2+32=6=2d?2=27=d=3/3=>d=52

madamente, 5,2 metros do mastro.

\_

sentadas, podemos escrever: : 30°
sen 30° =3 ‘
c
Substituindo sen 30° por 0,5, obtemos
o valor de c:
0,5 = % =c=6

Portanto, a fita tem 6 metros de comprimento e sua ponta esta a, aproxi-

N S0 Paulo, SP, 2018.

J

Exercicios propostos

1. Determine o seno, o cosseno e a tangente do
angulo o do tridngulo retédngulo representado

abaixo.
sen o = £
13 o
5 13 cm
cosa—ﬁ 5cm
tg o= 12
5 12 cm

2. Em um triangulo ABC, retangulo em C, o cateto
oposto ao vértice A mede 8 cm e a hipotenusa mede
12 cm. Determine o seno, o cosseno e a tangente
doangulo A oo 3 - 2, cos - L5, A= 205

3. No tridngulo retédngulo representado a seguir,
considere sen o = 0,6, cos a = 0,8 e tg o = 0,75.
Calcule x. 36 cm

45 cm

4. Naregido do municipio de Obidos, no Par4, encon-
69 tra-se a garganta mais estreita do rio Amazonas.
De um ponto na margem esquerda avista-se, per-
pendicularmente, certa arvore na outra margem.

Registre as respostas em seu caderno.

com a sala outros modos de resolugéo.
Caminhando 1.100 m pela margem esquerda,

avista-se a mesma arvore sob um angulo de 60°,
conforme a figura abaixo.

o N\
1.100 m

Sabendo que tg 60° = 1,7321, calcule a largura
aproximada do rio Amazonas nesse local. = 1.905 m

5. Um avido levanta voo sob um angulo o. Depois
de percorrer uma distancia x, em quiléometro, ele
atinge 4 km de altura.

a) Faca um esquema dessa situagao.
b) Calcule a distancia x. (Dados: sen o = 0,1045;
cos o = 0,9945; tg oo = 0,1051) = 38,3 km
6. Elabore um exercicio em que seja necessario uti-

lizar, a0 menos, uma das razoes trigonomeétricas
para determinar a altura de um penhasco.

Peca a um colega de sua sala para que resolva
o seu exercicio e vocé deve resolver o dele. Use

sen 60° = 0,86; cos 60° = 0,5 e tg 60° = 1,73

4. Ao selecionar as informagdes relevantes numa situacéo cotidiana para
resolver um problema, os alunos estéo praticando um dos pilares do
pensamento computacional: a abstragao.

46

resposta pessoal
5. a) X
4 km
. o

ADILSON SECCO

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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1.3 Relagdes entre seno, cosseno e tangente
de angulos agudos

Seno e cosseno de angulos complementares

Considere o triangulo ABC, retangulo em A, e todas as razdes trigonométricas que
envolvem os angulos agudos e complementares o e j3.

eseno=L e coso=5 -tgoczﬁ
a a C
osenﬁ:£ ocos"j:£ otg[_)):£
a a b

Com base nessas razdes, vamos estabelecer algumas rela¢des importantes.

Note que podemos escrever B em funcdo de o, ou seja, B = 90° — o.

Observe que % = sen o = cos B. Como B = 90° — a, concluimos que:

sen oo = cos (90° — o)

Veja também que % = cos o = sen f.

Substituindo B = 90° — a nessa igualdade, concluimos que:

cos o = sen (90° — o)

Relacao fundamental da Trigonometria

Sendo oo um angulo agudo, a equagdo abaixo, conhecida como relacdo fundamental
da Trigonometria, é sempre valida:

sen’ o + cos’ o = 1

Demonstracao
e 5

No triangulo ABC, representado ao lado, sabemos que

sen o = % e cos o = %. Assim:

Portanto, quaisquer que sejam as medidas dos angulos agudos de um triangulo
retdngulo, vale a igualdade: sen” o + cos® o = 1.

competéncia especifica 5 da BNCC.

Observacao

Angulos complementares
sdo angulos cuja soma de
suas medidas resulta em 90°.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

sen? B + cos® 52(1_5)2 +(1i)2

17 7
_ 225 64 _ 289 _

289 289 289

Explore

Dado o triangulo represen-
tado abaixo, verifique que
sen’B + cos’ B = 1.

17 cm

15cm

A utilizagdo de demonstracdes pode auxiliar no entendimento e na validag@o das proposi¢oes, favorecendo o desenvolvimento da

47



Relagz’io entre o seno, 0 Cosseno e a tangente

Agora, vamos demonstrar a equacdo abaixo, que relaciona o seno e o cosseno do

angulo agudo o com sua tangente.

Demonstracao
paaiietille Sl

7. | Angulo | Seno [Cosseno|Tangente

20° 0,3420 | 0,9397 | 0,3639

70° 0,9397 | 0,3420 | 2,7476

50° 0,7661 | 0,6428 | 1,1918

40° 0,6428 | 0,7661 | 0,8391

No triangulo ABC, sabemos que

senoc=£,cosoc:£e tgo=—.
a a

Escrevendo b em funcdo de sen o, temos:

senoc=%:>b=a-senoc(l)

sen o
Cos o

tga =

b
C

8.a) Também podemos escrever ¢ em funcdo de cos o:

25
x cosoc=%:>c=a-cosoc(ll)

2 Substituindo (1) e (Il) na razdo que fornece a tangente de o, temos:
X+ 282 =25x=49=x=7 ¢ b a-senao sen o

(x = —_— = =
24 9 c a-: cos o cos o,

Logo, cos a = E etga = 7

Exercicios propostos

7. Copie a tabela abaixo em seu caderno, preenchen-

do as lacunas com as informagoes que faltam.
(Vocé pode usar uma calculadora, mas nao use
as fungoes “sin”, “cos” ou “tan”.)

~

Registre as respostas em seu caderno.

8. Seja 0. a medida de um angulo agudo. Sabendo que

_ 24
sen o = 7z, vamos calcular o cosseno e a tangente
desse angulo de dois modos diferentes.

a) Siga os passos abaixo.

¢ Desenhe um triangulo retadngulo, de modo
que um de seus angulos agudos seja o.

Angulo Seno Cosseno | Tangente :
¢ Depois, com base no valor de sen o, escreva as
20° 0,3420 | 0,9397 medidas da hipotenusa e de um dos catetos.
70° - e Calcule a medida do outro cateto.
e Finalmente, calcule cos o e tg o.
>0 - b) A partir da relacao fundamental da Trigonome-
20° 0,6428 tria (sen’ o + cos’ o = 1), calcule cos a.. Depois,
calcule tg o.
N\
8. b) sen® o + cos® 0*1:‘»(24] +cos’o=1=cos’o.=1— 276 = cos’ o = A9 = Ccos o = -
25 625 625 25

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

)
(-]

.. = ,®Seno, cosseno e tangente

Temos: tgoo = ——— = —— = —

cos o 7 7

% dos angulos notaveis

Na Trigonometria, os angulos de 30°, 45° e 60° sdo conhecidos como angulos
notaveis. Com figuras geométricas conhecidas, podemos obter os valores do seno,

do cosseno e da tangente desses angulos. Acompanhe a seguir.

Angulo de 45°
5 X A Considere o triangulo retdngulo ACD representado ao lado, obtido da divisao do
45°\ quadrado ABCD por sua diagonal AC.
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos y? = x*> + X%, ou seja, y = x2.
Y De acordo com as defini¢des, temos:

o o 1 1 .2 _\2

e sen45° =cosd5° =X =X - _1 - NS =

2 2 2 2 2
] ° o X =
B tg 45° = x 1
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Angulos de 30° e 60°

Agora, considere o triangulo equiladtero ABC dividido pela sua altura AH em dois
triangulos: ACH e ABH.

A A A
30° 30°
60°
X X X h h X
60° 60° + 60° L 60°
C X B c X H X B C X H H X B
2 2 2 2

Aplicando o teorema de Pitdgoras em um dos triangulos obtidos, temos:

XZ:(L)Z+h2=>h2:—3"2 Sh=X

3
2 4 2
Entdo, de acordo com as definicdes:

X+/3 X
osen60°=%=+:g -sen30°:%=%
X x\3
x3 X X 5
o__h _ 2 _ o_ 2 _ 2 _ N3
OtgGO—zf 5 =3 -tgao—h “BE 3
2 2 2

Os resultados obtidos, frequentemente usados em problemas de Trigonometria,
podem ser organizados na seguinte tabela:

Habitualmente os alunos
se deparam com um
problema contendo
diversas informacoes.
Desse problema, extraem
as informacdes relevantes
para resolvé-lo, criando

a abstracao da situacgéo.
Neste momento, propde-se
o exercicio da criatividade
e do pensar o caminho
inverso, determinando uma
situagao cuja abstragéo
dada pode representar.

seno

cosseno

=~ vl ol &

60°

REN
2
1
2

NE)

tangente

w
w|ﬁ‘ N|ﬁ, o= Q

Nos préximos exercicios, vamos usar esses valores.

4 4 N\
Exercicio resolvido

R4.Uma pequena arvore, cuja altura esta representada por x, ao ser replan-
tada, foi escorada por duas vigas de madeira representadas por AD e AC,
como mostra o esquema.

A
X
o 60° 30°
B y D 2m 3

Determinar a altura x da arvore e a distancia y até a escora mais proxima
a arvore.

Observacao

A altura de um triangulo é
um segmento de reta per-
pendicular a um dos lados
desse triangulo, tendo uma
das extremidades nesse lado
e a outra no vértice oposto
a esse lado.

()

Pensamento
computacional

Abstracao

Ao observar uma situacdo
e extrair os dados relevan-
tes para resolver um pro-
blema relacionado a ela,
pratica-se um dos pilares
do pensamento computa-
cional: a abstracao.
O esquema do exercicio
R4 poderia ser a abstra-
¢do de alguma situacédo
diferente da descrita. Por
exemplo: um construtor
civil escorou uma coluna
com duas tabuas de ma-
deira de reflorestamento.
Uma tabua formava um
angulo de 60° em rela-
¢do ao solo, e a outra
formava um angulo de
30°, também em relacdo
ao solo. As tabuas esta-
vam separadas a uma
distancia de 2 m entre
si e se encontravam no
ponto mais alto da colu-
na. O construtor cobrou
R$ 4 200,00 pelo servico,
e as tabuas custaram
R$ 50,00. Qual é a altura
da coluna escorada e qual
¢ a distancia da tdbua que
forma 60° em relacdo ao
solo da referida coluna?
e Quais dados ndo sao
utilizados para resol-
ver o problema?

. J

N

¢ O tipo da madeira, o valor do
servigo e o prego das tabuas.
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Como o triangulo ADC é
isésceles, temos AD = DC = 2.

Q
Q
2
w
X z
g
DA AN o)
B v o 2 C <
sen60°*%ﬂx:\/§
00560°:%:y:1

Aqui, € um bom momento para
enfatizar que sempre convém
examinar se ha mais de uma maneira
de resolver um dado exercicio.

Reflita

» Resolugao

Analisando o tridngulo ABC, observamos que podemos usar a tangente
de 30°, pois ela relaciona x (medida do cateto oposto ao angulo de 30°)
com y + 2 (medida do cateto adjacente ao angulo de 30°):

X V3o x _ Y3123

= y+2 =X 3 @

Agora, analisando o tridngulo ABD, observamos que podemos usar
a tangente de 60°, pois ela relaciona x (medida do cateto oposto ao
angulo de 60°) com y (medida do cateto adjacente ao dngulo de 60°):

tg60°=§:>\/§:%:>?<:}7\/§ (1)

30" =375 7 3

Substituindo (II) em (I), obtemos: y+/3 = y=1

Considerando o fato de que
o tridngulo ADC é isosceles,
resolva o exercicio R4 de
uma maneira diferente da
que foi apresentada.

yv3 + 243
73 =

Como x = y+/3, temos x = /3.
Assim, x = 3 mey=1m.

Esse bloco de exercicios favorece o desenvolvimento da competéncia especifica 3, pois os alunos poderao utilizar estratégias, conceitos, definicoes e
procedimentos matematicos na resolucdo de problemas em diversos contextos, de modo a construir argumentacdo consistente.

Exercicios propostos

a) b)

y = 5J3 cm

X

10. Uma das extremidades de
um cabo de ago esté presa ao
topo de um poste, formando
com este um angulo de 30°,
enquanto a outra extremidade
estd fixada no chdo a 5m do
pé do poste.

Considerando essas informa-

coes, determine: 60°

9. Determine x e y nos seguintes tridngulos:

x =43 cm;y = 30°

30°

a) o comprimento ¢ do cabo
de ago.c=10m
b) a altura h do poste. h=8,7m

11.

Um ajudante de pedreiro estava descarregando
areia de um caminhdo por uma rampa de ma-
deira apoiada a cagamba. Se a rampa tem 3 m de
comprimento e forma com o solo um angulo
de 30°, qual é a altura entre a cagamba e o solo,
representada por h? 1,5m

”

30°

12.

13.

14.

Registre as respostas em seu caderno.

Um tridngulo equilatero tem 18 cm de altura.

Determine a medida aproximada de seus lados.
= 20,8 cm

Uma antena de 15 m de altura é presa ao chao

8cm por quatro cabos de aco. O angulo que cada um
4cm deles forma com a ponta da antena mede 45°.
a 2 Quantos metros de cabo de aco foram usados,

x aproximadamente, para prender essa antena?

=85m
Um recipiente com forma de bloco retangular,

com 18 cm de altura, foi tombado, como mostra
a figura.

15.

Determine a altura aproximada h entre o solo e

o nivel da 4gua contida no recipiente tombado.
=15,6 cm
(Vunesp) Uma pessoa, no nivel do solo, observa o

ponto mais alto de uma torre vertical, a sua frente,
sob o angulo de 30°. Aproximando-se 40 metros da
torre, ela passa a ver esse ponto sob o angulo de 45°.
A altura aproximada da torre, em metro, é:

a) 447 alternativa ¢
b) 48,8
c) 54,6
d) 60,0
e) 65,3

~
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Apesar de as tabelas trigonométricas ndo serem mais usadas por conta das novas
tecnologias, € importante ressaltar seu valor histérico na construgédo do conhecimento.
Essa pratica favorece o desenvolvimento da competéncia geral 1 da BNCC.

® Uso da calculadora e da
tabela trigonometrica

Vimos que as razdes trigonométricas dos angulos notaveis sdo valores conhecidos
e que, para obter aproximacdes, basta usar uma calculadora simples.

Mas como obtemos as razdes trigonométricas de outros angulos agudos?

Esses valores podem ser encontrados em tabelas trigonométricas, que contém as
razdes trigonométricas de diversos angulos agudos (veja na proxima pagina). Elas foram
desenvolvidas inicialmente por astronomos da Antiguidade, devido a necessidade de
usar esses valores em seus estudos. Com base em conhecimentos babildnicos, Hiparco
de Niceia (190 a.C.-120 a.C.) construiu o que deve ter sido a primeira tabela trigono-
métrica, e por isso é considerado o “pai da Trigonometria”.

No entanto, apds a invencdo e a difusdo das calculadoras, essas tabelas passaram
a ser menos usadas. Atualmente, podemos calcular o seno, o cosseno e a tangente de
angulos em calculadoras cientificas, em computadores e até mesmo em alguns tele-
fones celulares.

Calculadora com as teclas “sin”, “cos” e “tan”
(seno, cosseno e tangente, respectivamente).
As calculadoras cientificas costumam ter
também as funcdes “sin”'", “cos '” e “tan ",
que fornecem a medida do angulo a partir
do seno, do cosseno ou da tangente dele,
conforme veremos no exercicio R6.

Exemplos

a) Vamos calcular sen 53° na calculadora.
Primeiro, verificamos se a opcdo “graus” esta selecionada para que a calculadora

reconhega 53 como 53°. Em geral, essa opgéo ¢ indicada por (deg], que significa
“grau” (grau, em inglés, é degree).

Em seguida, digitamos: @ @ B

O resultado sera 0,7986355, que é uma aproximacao para sen 53°.

b) Para calcular cos 12°, acionamos as teclas: @ E]

Concluimos que: cos 12° = 0,9781476

¢) Para calcular tg 73°, digitamos: =)

Assim: tg 73° = 3,2708526

Observagdes

—— z

1. Normalmente, as calculadoras oferecem trés opcoes para as unidades de medida dos
angulos:
Por isso, é importante verificar se a opcao esta selecionada.

2.Em algumas calculadoras, dependendo do modelo, o procedimento pode ser outro:
primeiro, digitamos a tecla @; em seguida, a medida do angulo escolhido; e, por
ultimo, apertamos B

3.0 numero de casas decimais que aparecera para sen 53°, por exemplo, vai depender
da capacidade méaxima de digitos do visor da calculadora, ja que o valor é uma apro-
ximag¢ao de um numero irracional, com infinitas casas decimais ndo periddicas.

()

Explore

Considerando os valores
da tabela da pagina 49 e
usando uma calculadora
simples, obtenha uma apro-
ximacgdo, com trés casas de-
cimais, para:

e sen 45° 0,707

e cos 30° 0,866

e tg30° 0,577

Com essa atividade, espera-se que
os alunos se familiarizem com o

célculo de aproximagdes das razbes
trigonométricas dos angulos notaveis,

as quais serdo bastante usadas nos
exercicios contextualizados:

Pensamento
computacional

=

Com base nos exemplos
de uso da calculadora, ela-
bore um algoritmo em
linguagem corrente que
descreve como calcular o
valor do cosseno de um
angulo o. Em seguida, re-
presente esse algoritmo
em um fluxograma.

.

J

Exemplo de resposta:
Passo 1. Ative a
funcéo “grau” da
calculadora.

Passo 2. Digite a
medida do angulo
em grau.

Passo 3. Pressione

a tecla da fungéo
cosseno “cos”.
Passo 4. Pressione a
tecla “=".

Nesse boxe sera
favorecido o
desenvolvimento

da competéncia
especifica 4 e

da habilidade
EM13MAT315, uma
vez que os alunos
teréo de escrever
um algoritmo em um
fluxograma.

INiCIO

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

FIM

Explore

Usando uma calculadora
cientifica, calcule cos o (es-
colha o, sendo 0° < o < 90°).
Em seu caderno, anote o va-
lor obtido com aproximagéo
de quatro casas decimais.
Em seguida, calcule sen o e
divida-o por cos o. Verifique
que o quociente obtido é
uma aproximacao de tg o.

resposta pessoal

gadidgiy |

(%}
iy

NELSON MATSUDA



Observagio 3.1 Tabela de razoes trigonométricas

Note que, para 0° < x < 90°, A tabela a seguir apresenta aproximacdes para as razdes trigonométricas com
um aumento na medida do quatro casas decimais.
angulo x implica aumento do

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

sen x, diminuicdo do cos x = : o
e aumento da tg x. _ Tabela de razées trigonométricas
Angulo Seno Cosseno | Tangente | Angulo Seno Cosseno | Tangente
1° 0,0175 0,9998 0,0175 46° 0,7193 0,6947 1,0355
. 2° 0,0349 0,9994 0,0349 47° 0,7314 0,6820 1,0724
Reflita 3° 0,0523 | 0,9986 | 0,0524 | 48° 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
Sendo x e y éngulos dispom’- 4° 0,0698 0,9976 0,0699 49° 0,7547 0,6561 1,1504
veis na tabela, vocé percebe 5° 0,0872 0,9962 0,0875 50° 0,7660 0,6428 1,1918
alguma relacdo entre xe y, 6° 0,1045 0,9945 0,1051 51° 0,7771 0,6293 1,2349
de forma que sen x = cos y? 7° 0,1219 0,9925 0,1228 52° 0,7880 0,6157 1,2799
P _ 8° 0,1392 0,9903 0,1405 53° 0,7986 0,6018 1,3270
ara que sen x = cos y, devemos ter
X +y = 90° isto &, x e y devem ser 9° 0,1564 0,9877 0,1584 54° 0,8090 0,5878 1,3764
angulos complementares. 10° 0,1736 0,9848 0,1763 55° 0,8192 0,5736 1,4281
11° 0,1908 0,9816 0,1944 56° 0,8290 0,5592 1,4826
12° 0,2079 0,9781 0,2126 57° 0,8387 0,5446 1,5399
13° 0,2250 0,9744 0,2309 58° 0,8480 0,5299 1,6003
14° 0,2419 0,9703 0,2493 59° 0,8572 0,5150 1,6643
15° 0,2588 0,9659 0,2679 60° 0,8660 0,5000 1,7321
16° 0,2756 0,9613 0,2867 61° 0,8746 0,4848 1,8040
17° 0,2924 0,9563 0,3057 62° 0,8829 0,4695 1,8807
18° 0,3090 0,9511 0,3249 63° 0,8910 0,4540 1,9626
19° 0,3256 0,9455 0,3443 64° 0,8988 0,4384 2,0503
20° 0,3420 0,9397 0,3640 65° 0,9063 0,4226 2,1445
Explore 21° 0,3584 | 0,9336 |0,3839 |66° 0,9135 | 0,4067 | 2,2460
22° 0,3746 0,9272 0,4040 67° 0,9205 0,3907 2,3559
Utilizando um software de 23° 0,3907 0,9205 | 0,4245 68° 0,9272 0,3746 2,4751
Geometria dinamica, cons- 24° 0,4067 | 09135 |0,4452 | 69° 0,9336 | 0,3584 | 2,6051
trua um triangulo retangulo 25° 0,4226 | 0,9063 | 0,4663 | 70° 0,9397 | 0,3420 | 2,7475
qualquer de maneira que 26° 0,4384 | 0,8988 | 0,4877 | 71° 0,9455 | 0,3256 | 2,9042
f;ra;%‘ﬂﬂicé;%‘g‘iou’é’;ag 27° 0,4540 | 0,8910 | 0,5095 | 72° 0,9511 | 0,3090 | 3,0777
lados do triéngu.lo e, com 28° 0,4695 0,8829 0,5317 73° 0,9563 0,2924 3,2709
a calculadora do software, 29° 04848 | 08746 | 05543 | 74° 0,9613 | 0,2756 | 3,4874
calcule 0 seno, o cosseno ea 30° 0,5000 | 0,8660 | 0,5774 | 75° 0,9659 | 0,2588 | 3,7321
tangente de um dos 3ngu|05 31° 0,5150 0,8572 0,6009 76° 0,9703 0,2419 4,0108
agudos e, entdo, procure na 32° 0,5299 0,8480 0,6249 77° 0,9744 0,2250 4,3315
tabela trigonométrica essas 33° 0,5446 0,8387 0,6494 78° 0,9781 0,2079 4,7046
razdes para descobrir a me- 34° 0,5592 0,8290 0,6745 79° 0,9816 0,1908 4,1446
dida aproximada do &ngu- 35° 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 | 80° 0,9848 | 0,1736 | 5,6713
lo. Movimente a construcao 36° 0,5878 | 0,8090 | 0,7265 | 81° 0,9877 | 0,1564 | 6,3138
99‘;’?:19tgcagm°dl'f'cand§ ai 37° 0,6018 | 0,7986 | 0,7536 | 82° 0,9903 [0,1392 |[7,1154
i t'rigngz fO”?:tg;Z%‘:of 38° 0,6157 | 0,7880 |0,7813 | 83° 0,9925 |0,1219 | 8,1443
localize, na tabela de razées 39° 0,6293 0,7771 0,8098 84° 0,9945 0,1045 9,5144
R o dliitas, a médida 40° 0,6428 | 0,7660 | 0,8391 | 85° 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
aproximada do novo angulo. 41° 0,6561 | 0,7547 |0,8693 | 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
(Dica: da maneira que cons- 42° 0,6691 0,7431 0,9004 87° 0,9986 0,0523 19,0811
truimos os triangulos re- 43° 0,6820 0,7314 0,9325 88° 0,9994 0,0349 28,6363
tangulos da pagina 42, 44° 0,6947 0,7193 0,9657 89° 0,9998 0,0175 57,2900
podemos modificar as me- | 45° 0,7071 0,7071 1,0000
didas dos angulos agudos.)_/
I J N
Ao final da atividade, sugerir aos s e o
alunos que megam o angulo com a Exercicios resolvidos
ferramenta de medidas do software
e comparem com o valor obtido na RS. Calcular o valor de x no tridngulo ABC C
tabela trigonométrica.
representado ao lado.
» Resolucao X
Observando a figura, podemos escrever: A 20,5°
tg 20,5° = X v B
§0>" = 17

Avaliar a conveniéncia de explorar mais a tabela de razdes trigonométricas pedindo aos alunos que, com uma calculadora, verifiquem que tg x é o
52 inverso de tg y, quando x + y = 90°.

ADILSON SECCO



Reflita
Em uma calculadora, obtemos

tg 20,5° = 0,37. Assim: 0,37 = % = x = 6,29 Como vocé usaria a tabela

trigonométrica para obter

R6.Um fio de 15 m de comprimento, esticado, eleva uma pipa até a altura de tg 20,5°7

6,8 m. Determinar a medida do angulo formado pelo fio com o solo. Na tabela trigonométrica, ndo hé o
angulo de medida 20,5°. No entanto,
espera-se que os alunos observem
os valores:

e tg20° = 0,3640 etg21° = 0,3839
Assim, devem concluir que a tg 20,5°

esta entre esses valores, ou seja, é
aproximadamente 0,37.

» Resolucao

Pelos dados informados no
enunciado, podemos escrever:

seno = o
15

Na calculadora cientifica, temos as teclas:

= sen o =0,4533

¢ [sin ), que, dada a medida do &ngulo, calcula o valor de seu seno; Explore

* [sin7),
Entao, para descobrir a medida o, digitamos 0,4533 e acionamos a tecla

(sin 1}, obtendo 26,955606.

Resolva o exercicio R6 usando
a tabela trigonométrica da
pagina anterior.

que, dado o valor do seno, calcula a medida do dngulo agudo.

Espera-se que 0s alunos procurem na coluna
dos senos da tabela trigonométrica o valor

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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&

Logo, o fio forma um angulo de aproximadamente 27° com o solo.

mais proximo de 0,4533. Eles encontrardo
0,4540, que € o seno de 27°.

J

Esse bloco de exercicios favorece o desenvolvimento da competéncia especifica 3, pois os alunos poderao utilizar estratégias, conceitos,

definicdes e procedimentos matematicos na resolugcéo de problemas em diversos contextos, de modo a construir-argumentagao consistente.

4 .
Exercicios propostos

Nos exercicios a seguir, utilize uma calculadora ou a
tabela trigonométrica da pagina anterior para obter
os valores necessarios para a resolugao.

16. Ao levantar voo, um avido percorre uma trajetéria
retilinea com inclinacédo de 20° com a horizontal,
conforme mostra a figura.

3 km

20°

Calcule a altura em que ele estard ap6s percorrer
3 km. = 1,026 km

17.Vamos voltar a ideia de Aristarco, vista na
abertura do capitulo. Quando a Lua estd no
quarto crescente, um tridngulo retangulo LTS é
formado entre a Lua, a Terra e o Sol, conforme
mostra a figura.

12m
L s b) Para um desnivel de 3 m entre dois andares,
(c quantos metros lineares de rampa devem ser
B construidos? =34,5m
c) Na construcao de uma rampa de acessibilida-
de, além de sua inclinacao, outros elementos
T devem ser levados em consideracao, como o
Sabendo que o angulo  mede aproximadamente tipo de corriméo e a sinaliza¢ao com piso tatil,
. . por exemplo.
89,83° e considerando TL = 384.000 km, determine: E . bre o tema e produ-
2) a medida TS, ~ 126.000.000 k m grupo, pesquisem sob produ
zam um texto que especifique como esses ou-
b) a razdo % ~ 333 tros elementos devem ser integrados a rampa
L para permitir a acessibilidade. resposta pessoal

Registre as respostas em seu caderno.

18. Na construgao civil, existem diversas regras de
acessibilidade para pessoas com deficiéncia.

Uma delas é que a
rampa de acesso te-
nha inclinacdo ma-
xima de 8,33%. Isso
significa que, a cada
1 m de altura, deve-se
ter, no minimo, 12 m
de afastamento hori-
zontal a partir do ini-
cio da rampa. (Note que 1:12 = 0,0833 = 8,33%.)
Considerando uma rampa com inclinacao maxima,
responda as questdes a seguir.

XARTPRODUCTION/SHUTTERSTOCK

a) Qual é a medida do angulo formado entre a
rampa e a horizontal? (Considere o ntimero
inteiro mais préximo.) = 5°

o
/\YL/Fl“n

J

Aproveite o exercicio 18 para discutir esse tema com os alunos, questionando, por exemplo, se a escola em que estudam preenche os requisitos de

acessibilidade, se eles conhecem lugares publicos que ndo possuem rampas de acesso em conjunto com as escadas ou se as rampas de acesso

que conhecem permitem a circulagdo do publico-alvo de maneira satisfatoéria.
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Esse bloco de exercicios favorece o desenvolvimento da competéncia especifica 3, pois os alunos poderao utilizar estratégias, conceitos, definicbes e

Exercicios complementares

A arara-azul-de-lear é uma das aves brasileiras que estdo em extin¢éo, principalmente por causa do trafico de animais.
Incentivar a producao da pesquisa solicitada no exercicio. Na apresentacao dos trabalhos, se julgar necessario, perguntar aos alunos, por exemplo, 0 que pensam

procedimentos matematicos na resolugédo de problemas em diversos contextos, de modo a construir argumentagéo consistente.

Com o exercicio 2, pode-se trabalhar o tema

contemporaneo Educacao ambiental.
Registre as respostas em seu caderno. —|

sobre o comércio de animais, sobre a ocupagao desordenada de territérios e sobre medidas do governo no auxilio a preservacdo das espécies.

Aplicacao

1. Um barqueiro pretendia ir de uma margem a outra de
um rio pela travessia mais curta possivel. No entanto, a
correnteza o arrastou 24 m, conforme mostra a figura.

partida

correnteza

rio

onde chegou 7

Calcule a largura do rio. (Dados: sen 55° = 0,8192;
cos 55° = 0,5736; tg 55° = 1,4281) = 34,27 m

2. Lilian é bidloga e trabalha
na Bahia, em um projeto
de conservacao da arara-
-azul-de-lear. Uma de suas
tarefas é mapear os ninhos
dessas araras.

Lilian avistou um ninho e, com um teodolito, mediu
o angulo formado entre a linha de visao e a hori-

zontal, obtendo 22°.

ki

(largura do rio)

[-]
24m ™ onde deveria chegar

FABIO COLOMBINI

Suponha que o navegante tenha medido o angulo
o = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou que o bar-
co havia percorrido a distdncia AB = 2.000 m. Com
base nesses dados e mantendo a mesma trajetoria,
a menor distancia do barco até o ponto fixo P sera:

\/§ alternativa b
a) 1.000 m ¢) 2.0003- m €) 2.000/3 m
b) 1.000+/3 m d) 2.000 m

. (Enem) Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou

como heranga um terreno retangular de 3 km X 2 km
que contém uma area de extracao de ouro delimi-
tada por um quarto de circulo de raio 1 km a partir
do canto inferior esquerdo da propriedade. Dado o
maior valor da drea de extrag¢do de ouro, os irmaos
acordaram em repartir a propriedade de modo que
cada um ficasse com a terca parte da area de extra-
¢ao, conforme mostra a figura.

‘ 3 km :

2 km

Em relacdo a partilha proposta, constata-se que a
porcentagem da area do terreno que coube a Jodao
corresponde, aproximadamente, a: alternativa e

3. (Enem) Para determinar a disténcia de um barco

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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Sabendo que Lilian tem 1,6 m de altura e estava
a 80 m do paredao, qual é a altura aproximada
do ninho das araras? (Dados: sen 22° = 0,3746;
cos 22° = 0,9272; tg 22° = 0,4040) = 33,92 m

o A arara-azul-de-lear é uma das aves brasileiras em
extincao, devido sobretudo ao trafico de animais.
Faca uma pesquisa e escreva um texto sobre essa
ave. Apresente seu texto para a turma e, se julgar
necessario, ilustre-o com fotos. resposta pessoal

[considere g = 0,58]

a)50%  b)43% ) 37%

5. Duas circunferéncias, C; e C,,

d)33%  e) 19%

CZ
sdo tangentes externas (tém
um Unico ponto de intersec-
¢do), e a distancia entre seus 0,

centros é de 15 cm. Observe

a figura ao lado e determine
o raio aproximado de cada
circunferéncia. = 6,34 cm; = 8,66 cm

30°

até a praia, um navegante utilizou o seguinte pro-
cedimento: a partir de um ponto A, mediu o dngulo
visual o fazendo mira em um ponto fixo P da praia.
Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até
um ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo
ponto P da praia, no entanto sob um angulo visual
20.. A figura ilustra essa situacao.

P

A B

Desafio

6. Um reldgio possui um pén-
€29 dulo de 80 cm de compri-
mento. Sua extremidade
percorre, em seu mMovi-
mento, um arco de 120°.
Observe no esquema as
distancias x (vertical) e y
(horizontal) que a extre-
midade desse péndulo

percorra e calcule-as. x = 40 cm; y = 404/3 cm

6. Uma maneira de resolver o desafio é decompor a figura, encontrando um tridngulo, para calcular o valor de x e y por meio de trigonometria. Além
de extrair as informagdes relevantes para resolver o problema, o aluno decompde a resolugdo em problemas menores, em etapas. Pratica-se,
assim, os pilares de abstracao e decomposicao do pensamento computacional.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Autoavaliacao

Registre as respostas em seu caderno.

1. No triangulo retdngulo ABC representado abaixo,
os valores do seno, do cosseno e da tangente do
angulo o sdo, respectivamente: alternativa c

3.4.4
a) ooy

) )

B

=X

wlun vlw ulsd U»

Dl ld nlw w»
Wi Dl W w

(g}
~

c B
4 A

R

2. 0 angulo agudo o de um tridngulo retangulo é
tal que sen o. = 0,6. Podemos, entao, afirmar que:
COS o = N e tg oo = W, alternativa b

a) 0,6;1 c) 0,75; 0,8
b) 0,8; 0,75 d) 1;0,6

3. Um tridngulo retdngulo tem um angulo medindo 30°.
Se a hipotenusa desse tridngulo mede 8 cm, entdo
seus catetos medem I cm e aproximada-
mente BN cm. alternativa a

a) 4; 6,93 c) 4,5; 5
b) 4; 5 d) 56

4. Ao levantar voo, um avido percorre uma tra-
jetéria retilinea com inclinag¢édo de 20° com
a horizontal. Determine a altitude, em metro,
em que o avido estard quando passar sobre
um prédio situado a 1,5 km do ponto de par-
tida. (Dados: sen 20° = 0,3420; cos 20° = 0,9397;
tg 20° ~ 0,3640) = 546 m

5. Uma turista estd em uma das margens de um rio.
Perpendicularmente a essa margem, ela avista uma
pedra na outra margem. Depois de percorrer 35 m
pela beira do rio, avista a mesma pedra sob um
angulo de 55° em relagdo a sua trajetéria. Qual é,

nesse local, a largura aproximada do rio? =50m

6. Considerando a figura abaixo, a medida do seg-

mento BD é M cm. alternativa a

B

45°

. 30°
ALl

10 cm

9 9 157
1043

b)T d) 1

. Uma rampa para pedestres forma 6° com a ho-

rizontal e tem 4 m de altura.

1,5m

B

Logo, a distancia (d) entre o inicio A da rampa e
a porta B do prédio a que ela da acesso é aproxi-
madamente: alternativa d

a) 33,8m c) 38,3 m

b) 40,9 m d) 39,8 m

Retomada de conceitos

Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

Se vocé nao acertou alguma questdo, consulte o quadro e verifique o que precisa estudar novamente.

Numero da questao

Objetivos do capitulo 1

3 4 5 6 7

Identificar e calcular razes trigonométricas
no tridangulo retangulo.

Resolver problemas que envolvam razdes
trigonométricas.

Usar uma tabela trigonométrica ou
uma calculadora para obter as
razdes trigonométricas.

Paginas do livro referentes ao conceito 42 a 46

42a46 | 47a50 | 47a50 | 51a53 | 47a50 | 51a53

N
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CAPITULO Competéncia especifica e habilidade de Matematica e suas lecnologias da
BNCC trabalhadas neste capitulo: competéncia 5; habilidade EM13MAT308.

Ciclo trigonomeétrico e
trigonometria em um
triangulo qualquer

Objetivos do capitulo

e Calcular o comprimento e
a medida de um arco, em
grau e em radiano.

Conhecer o ciclo trigo-
nométrico e os arcos si-
métricos.

Ampliar as razdes trigono-
métricas para angulos com
medidas maiores que 90°.

Estender a relacdo funda-
mental da Trigonometria
para o ciclo trigonométrico.

r

Aplicar a lei dos senos e a

) Engrenagens na antiga Fazenda
lei dos cossenos.

oy Ipanema, em Sorocaba-SP. Foto tirada
-i i . em janeiro de 2019.

A introdugao deste capitulo favorece o desenvolvimento da competéncia geral 1 da BNCC, apresentando

conhecimentos historicamente construidos. Na area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias € interessante . .

comentar com os alunos sobre a descoberta dos As engrenagens sao pecas dentadas, normalmente circulares, que, unidas a

cientistas em 2013 e pesquisar, em conjunio com o ajygg, transmitem movimento a diversos tipos de maquina. As engrenagens fun-
professor da area, mais sobre essa descoberta. Sera

MAURICIO GRAIKI/SHUTTERSTOCK

— que a funcéo das “engrenagens” encontradas no cionam em pares, encaixando os dentes de uma na outra.

A primeira engrenagem de que se tem conhecimento é em uma carruagem
chinesa do ano 260 a.C. chamada “carro que segue o sul”. Ela movia uma estatua
com um braco estendido apontando em certa direcdo; era usada como uma espécie
de bussola. Os primeiros registros escritos de uma engrenagem foram feitos por
Aristoteles, no século 4 a.C.

Em 2013, cientistas descobriram uma estrutura similar a uma engrenagem em
um inseto, o Issus coleoptratus, uma espécie de percevejo encontrado nos jardins
europeus. Os pesquisadores afirmam que essa engrenagem biologica é muito
parecida com os mecanismos utilizados nas maquinas.

MALCOLM BURROWS & GREG SUTTON -
UNIVERSIDADE DE CAMBRIDGE, CAMBRIDGE

Nos capitulos anteriores, estudamos as razdes trigonométricas (seno, cosseno e
tangente) em um tridngulo retdngulo e as usamos para obter a medida de lados
e de angulos. No entanto, elas foram definidas apenas para angulos agudos e
ndo se mostram praticas para trabalhar com tridangulos que ndo sejam retangulos.

Neste capitulo, definiremos os conceitos de seno, cosseno e tangente em

Imagem ampliada 2.369x mostra as uma circunferéncia, o que possibilitara a aplicacdo da Trigonometria a tridngulos
engrenagens nas patas do inseto fssus quaisquer e servira de base para o desenvolvimento do préximo capitulo “Funcdes
coleoptratus. trigonométricas”.

inseto tem similaridade com a que utilizamos em uma maquina? E interessante levar essa tematica como uma curiosidade, mas, ainda assim, € possivel abordar e
buscar favorecer o desenvolvimento da habilidade EM13CNT202, que faz parte da competéncia especifica 2, considerando os diferentes niveis de organizagao de
56 diversas formas de manifestagao da vida.
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Ao longo de todo o capitulo, sera favorecido o desenvolvimento da habilidade EM13MAT308 da BNCC,
uma vez que os alunos deverao resolver problemas aplicando a lei dos senos e a lei dos cossenos.

© Arcos de uma circunferéncia

Dois pontos, A e B, de uma circunferéncia a dividem em duas partes. Cada uma
das partes, incluindo esses pontos, é chamada de arco de circunferéncia. Na figura ao
lado, temos:

e APB: arco de extremidades A e B, contendo P;
e AP'B: arco de extremidades A e B, contendo P’

Se ndo houver dﬂda sobre qual das partes estamos considerando, podemos indicar
O arco apenas por AB.

Podemos obter duas medidas de um arco: o comprimento e a medida angular.

1.1 Comprimento de um arco

O comprimento de um arco é sua medida linear e pode ser indicado em milimetro,
centimetro, metro etc.

Considere o arco CD, destacado em vermelho na figura ao
lado. Se pudéssemos retificar esse arco transformando-o em um
segmento, conseguiriamos medi-lo com uma régua graduada.

No Ensino Fundamental foi trabalhado o conceito de com-
primento de uma circunferéncia (C), chegando-se a férmula
C = 2nr (sendo r, o raio da circunferéncia). Essa formula sera
usada para obter o comprimento de arcos de circunferéncia,
conforme veremos no exercicio R1.

E importante se familiarizar com o software de Geometria dinamica escolhido, antes de usa-lo
em sala de aula. Dependendo do programa, as ferramentas disponiveis podem ser diferentes e,

Explore talvez, seja preciso modificar o passo a passo da construgao.

Com auxilio de um software de Geometria dinamica, realize os procedimentos a seguir..l

1. Trace uma circunferéncia de centro A passando por um ponto qualquer B.

2. Trace um diametro da circunferéncia. Para isso trace uma reta passando pelos pontos
A e B; essa reta interceptard a circunferéncia em B e em outro ponto que denomina-
remos D; depois, basta tracar o segmento BD, que é um diametro da circunferéncia.

3. Com a ferramenta para medir comprimentos, meca o comprimento C da circunferéncia
e seu diametro d (segmento BD).

4. Com a calculadora do software, calcule %

5. Movimente os pontos A e B. O que acontece com a razdo calculada no item anterior?

(W , )
Exercicio resolvido

R1. Calcular o comprimento de um arco de 50° contido em uma circunferéncia
com 8 cm de raio.
» Resolucao

Lembrando que uma circunferéncia tem 360° e seu comprimento é dado
por 2xr, podemos montar a seguinte regra de trés:

medida do arco (grau) comprimento (cm)

360° 2n - 8
50° X
_21-8-50° _ 20n
360° 9
Substituindo & por 3,14, obtemos:
e B e e

Logo, o arco mede aproximadamente 6,98 cm.

Observacao
Lembre-se de que © é um

numero irracional cujo valor
é 3,14159265... Para fins de
calculos, € comum adotarmos
| como aproximagao 1 = 3,14.

A seguir, algumas consideragdes em
relagdo aos itens 2, 3 e 5 do boxe
Explore.

2. Orientar os alunos a esconder alguns
elementos da construgéo (a maioria
dos softwares possui essa funcéo),
a fim de que ela ndo fique muito
poluida visualmente.

. Dependendo do software, o modo
de realizar essas medicdes pode ser
diferente; em alguns, por exemplo,
para medir o comprimento da
circunferéncia é necessario separa-la
em arcos e medir o comprimento
desses arcos.

. Os alunos deverao perceber
que a razdo é constante e
aproximadamente igual a 3,14.

w

(&)

Com a atividade apresentada nesse
boxe, é possivel proporcionar a
oportunidade de investigar a situacao
geométrica proposta. Assim, o aluno
podera fazer conjecturas por meio da
explorag@o em uma Unica construgcéo
com diversas configuracdes diferentes,
0 que é possivel pela movimentagéo
da construcao realizada com um
software de Geometria dinamica, ja que
suas propriedades sdo preservadas.
Portanto, essa atividade favorece o
desenvolvimento das competéncias
gerais 2 e 5 da BNCC e especifica 5.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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Explore

Com auxilio de um software
de Geometria dinamica,
construa duas circunferén-
cias concéntricas, com raios
diferentes. Construa um an-
gulo central de medida o
qualquer, que determine,
nessas circunferéncias, res-
pectivamente os arcos AB
e AB.
¢ As medidas angulares de
ABe AB sio iguais?
e Os comprimentos de AB
e AB sio iguais?

B’

ADILSON SECCO
o
R

yu

Espera-se que os alunos percebam
que a medida angular do arco
depende apenas da medida do
angulo central; logo, as medidas
angulares sdo iguais. Ja os
comprimentos dos arcos sao
diferentes, pois dependem do raio da
circunferéncia que contém cada um
deles; quanto maior o raio, maior o
comprimento da circunferéncia.

58

1.2 Medida angular de um arco

Sempre que nos referimos a medida de um arco de circunferéncia, estamos fazendo
referéncia a sua medida angular, que é igual a medida do angulo central correspondente.

Por exemplo, na figura a seguir, temos o arco AB (destacado em vermelho) e seu
angulo central correspondente AOB.

A Como o angulo AOB mede 80°, o arco AB também mede 80°.
Harco@ Indicamos: med(AB) = med(AOB) = 80°.
B

Geralmente, as unidades usadas para medir um arco sdo o grau e o radiano.

O grau

Considere uma circunferéncia dividida em 360 arcos de comprimentos iguais. Define-
-se um grau (1°) como a medida angular de cada um desses arcos. Por isso, dizemos
que a circunferéncia tem 360°.

A ideia de dividir uma circunferéncia em 360 partes surgiu com os astrénomos babi-
I6nicos, milénios antes da era comum. Acredita-se que esses estudiosos tenham escolhido
essa divisdo ao notar que um ano tem aproximadamente 360 dias. Essa divisdao também
foi adotada por matematicos gregos, como Hiparco de Niceia (século Il a.C.) e Ptolomeu
de Alexandria (c. 90-168 d.C.), tornando-se usual na Geometria e na Trigonometria.

Também foram criados submultiplos do grau, como se pode observar a sequir.

« Dividindo 1 grau em 60 partes iguais, obtemos 1 minuto (17), e informagdes do
. ° , contexto histérico do

Ou seja, 1° = 60'". surgimento do grau, como

« Dividindo 1 minuto em 60 partes iguais, obtemos 1 segundo (1), “Ndade de medida,

. pode favorecer o
Ou seja, 1" = 60". desenvolvimento

da competéncia

(0] radiano geral 1 da BNCC.

Para medir arcos e angulos, também podemos usar o radiano. A medida angular
de um arco é 1 radiano (1 rad) quando seu comprimento é igual ao raio da circunfe-
réncia que o contém.

Observe a circunferéncia de raio r representada abaixo. Como o comprimento do
arco AB é r, sua medida angular é 1 radiano. Indicamos: med(AB) = 1 rad.

A < B

No exercicio resolvido a seguir, veremos que uma circunferéncia (ou seja, um arco
de 360°) mede 2x rad.

a )
Exercicio resolvido

R2. Calcular a medida angular, em radiano, de uma circunferéncia.

» Resolucao
Dada uma circunferéncia de raio r, um arco de medida 1 rad tem o com-
primento igual a r. Como o comprimento da circunferéncia é 2xnr, temos:

medida do arco (rad) comprimento (cm)

1 r
o 2nr
a=2 _op
r
Logo, uma circunferéncia mede 2 rad.
- J
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1.3 Relacao entre grau e radiano

Y
—=rad
Um angulo que determina uma circunferéncia corresponde a um arco que mede 360° 30 ag 2
ou 2r rad. Assim, um angulo raso, que determina uma semicircunferéncia, corresponde g " T ad
a um arco que mede 180° ou = rad. 4
A tabela abaixo fornece a relacdo entre as medidas, em grau e em radiano, de
alguns éangulos. Observe também a figura ao lado. 7 rad
2
Grau 0 | 45 | 90 | 135 | 180 | 270 | 360 \J mrad
g n R 3n 3n Q
Radiano 0 2 > 2 b > 2n ; g
Tn rad g
Exemplos 2
a) Vamos obter a medida, em grau, de um arco de % rad. *
grau radiano
18 ——
X — 0T
6
180- L
x=—-58 =30

T

Assim, um arco de % rad mede 30°.

b) Vamos obter a medida, em radiano, de um arco de 200°.

radiano grau
n——— 180
X —— 200
x=200-m _ 10m
180 9
Assim, um arco de 200° mede % rad.

¢) Vamos determinar a medida x, em grau e em radiano, de um arco com aproxima-
damente 12,56 cm de comprimento, em uma circunferéncia com 12 cm de raio.

Observacao

Veja outro modo:

n.,_ 180° _ ..
6 rad = 3 30
Observacao

N\

Exercicios propostos
1. Estabeleca, em grau, a medida dos arcos de:
b) % rad 210°

a) % rad 225° ) % rad 90°

2. Determine, em radiano, a medida dos arcos de:

a) 30° d) 150°
b) 60° e) 210°
¢) 120° f) 240°

3. Determine, em grau e em radiano, a medida do

arco que representa % da circunferéncia.
144°; % rad

4. O ponteiro das horas de um relégio tem 7 cm de

. Um péndulo oscila e forma, entre suas posi¢oes

* Medida em grau: » Medida em radiano: Pela definicao de radiano,
. . . . poderiamos ter feito o cal-
comprimento medida comprimento medida culo assim:
(cm) (grau) (cm) (rad) comprimento medida
12,56 ——— x 12,56 X (cm) (rad)
2.1 12— 360 2.1+ 12 2n 121'256—)1(
360 - 12,56 2n - 12,56 _ 12,56 12,56
X=———""""7>=x=60 4 T = 500 o =422 o
2-314-12 X > r-12 12 1,047 X 12 1,047
e Assim, o arco mede aproximada- e Assim, o arco mede aproxima-
mente 60°. damente 1,047 rad.
(& )

Registre as respostas em seu caderno.

120°; 2% rad
3

comprimento.

a) Quantos graus esse ponteiro percorre das 13 h
as 17 h? Qual é essa medida em radiano?

b) Quantos centimetros sua extremidade percor-

redas13h as 17 h? = 1465cm

extremas, um angulo de 70°. Sabendo que esse
péndulo tem 25 cm de comprimento, calcule o

comprimento aproximado do arco que ele descreve.
=3050m )

2n

2.a) X rad b)Erad ¢) 2% rad d) 2% rad e) L& rad ) 2T rad
6 3 3 6 6 3

59
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Os arcos com medida negativa e
com medida maior que 2n serao
abordados no préximo capitulo.

Observacao

Daqui em diante, conven-
cionamos que a notagao
AB representa um arco da
circunferéncia orientada no
sentido anti-horario, com
origem em A e extremidade
em B.

Observacao

No ciclo trigonométrico,
pelo fato de o raio ser unita-
rio, a medida de um arco em
radiano é numericamente
igual ao seu comprimento.

Se achar conveniente,
repetir a pergunta para
R arcos do 3° e do
Reflita |4° quadrantes.

Entre quais valores, em grau,
estd a medida de um arco do
2° quadrante? E em radiano?

entre 90° e 180°; entre % rad e m rad

Ol:serv;agao_l_
Quando a extremidade P
de um arco AP pertence a
algum quadrante, dizemos

que o arco AP é um arco
desse quadrante.

60

® Ciclo trigonométrico

Em uma circunferéncia pode-se adotar

dois sentidos: o sentido horario e o sentido 5 sentido
anti-horario. Na circunferéncia represen- gos\anti-horario
tada ao lado, sendo A o ponto de partida,
estabelecemos: o, A
e 0 sentido anti-hordario para medidas
positivas. Assim, med(fA_E) =60°. \ sentio!o
—300 horario

¢ o sentido hordrio para medidas negati-
vas. Assim, med(AB) = —300°.

A circunferéncia trigonométrica, ou ciclo trigonométrico, tem centro na origem
0(0, 0) de um plano cartesiano e raio de 1 unidade. O eixo das abscissas e o eixo das
ordenadas do plano cartesiano dividem o ciclo em quatro quadrantes. No ciclo trigono-
métrico, o ponto A(1, 0) é a origem de todos os arcos, ou seja, é o ponto a partir do qual
percorremos a circunferéncia até um ponto P qualquer para determinar o arco AP (Pé
a extremidade do arco). Adotando o sentido anti-horario como positivo, associaremos,
a cada ponto P da circunferéncia, a medida de AP tal que Orad = med(Zﬁ) < 2w rad,
ou 0° < med(AP) < 360°.

eixo das
ordenadas
P

ZQ 12
quadrante | quadrante

o Y A eixodas
30 20 abscissas

quadrante | quadrante

NELSON MATSUDA

Observe que a medida de um arco do 1° quadrante, por exemplo, esta entre 0° e 90°.

As interseccdes entre os eixos e o ciclo trigonométrico sdo as extremidades dos
arcos de 0°, 90°, 180°, 270° e 360°.

b1
90° ) rad
& &
180° Al0° ou ntrad AlOrad
o[~——"[360° Of———"2nrad
1 1
o 3n
270 = rad
S

2.1 Simetria no ciclo trigonométrico

Vamos estudar trés tipos de simetria no ciclo trigonométrico: em relagdo ao eixo
das ordenadas, em relagdo a origem O e em rela¢do ao eixo das abscissas.

Na figura ao lado:

e Pe P’sdo simétricos em relacdo ao eixo das ordenadas; \
7o E i At s . S r---2> WP
e Pe P”sdo simétricos em relagdo a origem O; \
e Pe P sdo simétricos em relacdo ao eixo das abscissas. S F/
Se as extremidades de dois arcos sdo pontos que apre- p P
sentam uma dessas simetrias, dizemos que os arcos sdo arcos /
simétricos.
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Exemplo
Dado o arco de 30°, vamos obter as medidas de seus arcos simétricos.

Observe o ciclo trigonométrico representado ao lado. 180° — 30° = 150° £-

As medidas de seus arcos simétricos sdo:

e em relacdo ao eixo das ordenadas: 180° — 30° = 150°
e em relacdo a origem: 180° + 30° = 210°
e em relacdo ao eixo das abscissas: 360° — 30° = 330°

Esse mesmo raciocinio pode ser usado para outros arcos,
medidos em grau ou em radiano.

180° + 30° = 210°

/ 330° = 360° — 30°

270°, 300°, 315°, 330° e 360°. .
Ver resolugé@o no Guia do professor. a) 70
7. Considere o ciclo trigonométrico desenhado no

exercicio anterior. Determine, em radiano, as
medidas dos arcos indicados no ciclo.

(@ )
Exercicio resolvido
R3. Determinar as medidas, em radiano, dos arcos simétricos ao arco de % rad
em relacdo ao eixo das ordenadas, a origem O e ao eixo das abscissas.
» Resolucao
Os arcos simétricos ao arco de % medem:
¢ em relagdo ao eixo das ordenadas: & — g = %
e em relagdo a origem O: ©t + % = %T’
e em relagao ao eixo das abscissas: 21 — g = HT“
Veja a solugdo grafica no ciclo trigonométrico representado abaixo.
Observacao
Em um ciclo trigonométri-
co, quando um valor, sem
unidade de medida, estiver
associado a um ponto, su-
bentende-se que esse valor
representa a medida de um
\ ) arco em radiano.
(& X A
Exercicios pl‘OpOStOS Registre as respostas em seu caderno.
6. Desenhe um ciclo trigonométrico e assinale os 9. Obtenha a medida dos arcos do 1° quadrante que
pontos que sa@o extremidades dos arcos de 30°, 029 sdo simétricos aos arcos cujas medidas estdo
45°,60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, 210°, 225°, 240°, indicadas nas figuras.

Uma maneira de resolver a
atividade 9 se da por meio
do reconhecimento de
padrdes (um dos pilares do
pensamento computacional)
relacionados aos arcos

Ver resolugéo no Guia do professor.
8. Calcule a medida dos arcos de extremidades A,

B e C nos ciclos trigonométricos representados
abaixo. An - bn

b) % rad

ANy

simétricos. Pedir aos alunos
que expliquem com as
proprias palavras alguns
padrdes, por exemplo:
qualquer simétrico de um
arco do 12 quadrante em
relagé@o a origem pode ser
obtido adicionando-se
180°; qualquer simétrico

em relagé@o ao eixo das
ordenadas que estiver no 1°
ou 2° quadrantes pode ser

\_ A =160°, B =200°, C = 340°

’
’
’
/
’
’
’

obtido subtraindo-se de t a
medida do arco.

o

°|
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Nesta obra, ndo faremos distingédo
entre seno de um arco ou de um
angulo e seno da medida de um arco
ou da medida de um angulo.

Reflita

Determine o sinal do seno

e do cosseno de arcos do:

e 12 quadrante;sen > 0; cos >0
e 2° quadrante;sen > 0; cos <|0
e 3% quadrante.sen < 0; cos <0

62

® Seno, cosseno e tangente

Ja estudamos o seno, o cosseno e a tangente de angulos agudos em um trian-
gulo retédngulo. Agora, vamos ampliar esses conceitos para arcos da circunferéncia
trigonométrica.

3.1 Seno e cosseno de um arco

P
Considere um arco AP de medida o no 1° quadrante 1
do ciclo trigonométrico. Lembrando que o ciclo tem raio
unitario, no triangulo OPC, temos: o A
o) C
sen o — Mmedida do cateto opostoaa _ CP _ CP _ p
medida da hipotenusa OoP 1

_ medida do cateto adjacenteao _ OC _ OC _
cos o= medida da hipotenusa oP 1 - o¢

Ou seja, nesse caso, o seno de o corresponde a ordenada do ponto P, e 0 cosseno
de o, a abscissa de P.

Essa conclusdo, obtida a partir de um arco do 1° quadrante, pode ser ampliada.
Vamos definir seno e cosseno para qualquer arco do ciclo trigonométrico.

Para todo arco AP do ciclo trigonométrico, de medida o rad, com 0 < o < 27, temos:

eixo dos
senos
777777 P
1 |
seno !
(0 0 A

of—n— eixo dos
peoi (0 Cossenos

¢ seno de o é a ordenada do ponto P,
e cosseno de o é a abscissa do ponto P.

Assim, podemos chamar o eixo das ordenadas de eixo dos senos e o eixo das abs-
cissas de eixo dos cossenos.

Note, portanto, que o seno e o cosseno podem ser positivos ou negativos, depen-
dendo do quadrante ao qual o arco pertence.

Exemplo
Vamos analisar o sinal do seno e do cosseno de um arco do 4° quadrante de medida c.

eixo dos Observando o ciclo, concluimos que:
senos e seno de o é negativo (sen o < 0);

e cosseno de o é positivo (cos o > 0).

eixo dos

sen o Cossenos
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I J
Exercicios resolvidos

nm3n 2r n 7n 107

2’6’ 223’1247 9
» Resolucdo

1 = 180°
%: 1860° —30°
3n_2 20 oo

R4. Conside os senos dos arcos a seguir e escreva-os em ordem crescente.

Como nao aparece a unidade de medida, as medidas dos arcos estao em
radiano. Para facilitar, podemos converter essas medidas em grau:

anz 10-9180° — 00°

Agora, vamos representd-las no ciclo trigonométrico.

4 eixo dos senos

3r n 107w

2’ 4’ 9

» Resolucao

AN

—_

sen —, sen —, sen ———, sen «, sen

Observando o eixo dos senos, escrevemos 0s senos em ordem crescente:

T T 2n T
E’ sen g, sen ?, sen E

3n

R5. Obter o seno e o cosseno de 0, %, T, = e 2m.

2

Vamos representar essas medidas no ciclo trigonométrico.

eixo dos senos

0

2
n {
o

sen0=sen2n =0
T _

sen§—1

senmt =0

3r _
senT— 1

|21 eixodos
1 Cossenos

3n

2

Lembrando que o raio do ciclo vale 1, obtemos:

cosO0O=cos2n=1

T _
cosZ—O
cosmt=—1

3n _
cos 5 =0

4l

10t 7=n

TN I o 31
Reflita 9 ' 4 ° 2

Observe a figura representa-
da ao lado. Quais das medi-
das representadas tém seno
negativo?

Observacao

Em um ciclo trigonométrico,
sendo o a medida de um
arco, sempre teremos:

—T<sena=1
—1T<cosa=<1
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ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO



ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

J

Observacao
§ R6. Obter o seno e o cosseno de 150°.
Vamos relembrar os valores Resoluci
do seno e do cosseno dos - L O
angulos notaveis. Vamos determinar esses valores por simetria no ciclo trigonomeétrico.
3 3 o} o
30° | 45° | 60° Primeiro, marcamos o arco de 150° e seu correspondente no 1° quadrante.
ou | ou | ou )
T T T eixo dos
6 | 4 3 senos
2 2 2
NERRP I
cos = i
> 2 > eixo dos
Cossenos
Depois, observamos que:
¢ sen 150° é positivo e tem o mesmo valor que sen 30°;
e cos 150° é negativo e vale o oposto de cos 30°.
Como conhecemos os valores para 30°, concluimos que:
e sen 150° = sen 30° = %
e cos 150° = —cos 30° = ,g
Podemos aplicar raciocinio similar para arcos de outros quadrantes.
_
(W
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Exercicios propostos

10. Indique o sinal das expressoes.
a) sen 215° - sen 280° positivo
b) (cos 50° + cos 325°) - (cos 215° + cos 145°)

negativo
Escreva os cossenos dos arcos abaixo em ordem

crescente sem calcular seus valores.
4n 6 8
O) _n) _Tc) Te _Tc

5
cosn<c036—7n<cos47n<coss?“<coso

11.

12. Dado sen 55° = 0,8, calcule o valor aproximado de:

a) sen 125° b) sen 235° c) sen 305°
=08 =08 =-08

13. Sabendo que cos 25° = 0,9, registre o valor apro-
ximado de:
a) cos 155°

~-09

b) cos 205° c) cos 335°
~ 09 =09

14. Descubra os valores aproximados de sen o, sen
e sen 6, sabendo que os pontos de mesma cor
sao simétricos em relacao a origem O. (Dados:
sen 27° = 0,45; sen 50° = 0,77 e sen 80° = 0,98)

sen o = —0,45

sen = —0,77

sen 6 = 0,98
»27°

Registre as respostas em seu caderno.

15. Descubra os valores aproximados de cos ao, cos 8
e cos 6, sabendo que os pontos de mesma cor
sao simétricos em relacao a origem O. (Dados:
cos 48° = 0,67; cos 70° = 0,34 e cos 80° = 0,17)

cos o = —0,67
cos f=0,34
cos 6= 0,17

._/‘
260° B
senlzsens—n:isenﬂ:senm:—i
6 6 2 6 , 6 2
16. Determine o seno dos arcos simétricos a - rad

6
nos demais quadrantes.

17. Calcule o valor das expressoes.

a) sen 2n + cos 21 + sen w + Cos w0

T 3r n_ 3n
b) sen 5 ~Sen - +cos 5 — Cos S~ 2
2n 11n 5n 5
C == _ = _— =0
) sen 3~ Sen =z= —cos 5%+ cos =
cos & — cos 4m
2 3 1
d) 51 2
2-sen =—

6
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Explicar aos alunos que os valores obtidos sdo aproximagoes. A quantidade

de casas decimais varia de acordo com o modelo do aparelho.

18. Para calcular o seno de 2_515’ Edna alterou a confi- 19. Com base nos valores encontrados no exercicio
guracdo da calculadora do seu celular do modo anterior, classifique cada igualdade em verdadeira
grau para radiano. Digitando no painel a sequéncia ou falsa.
de teclas: 2

a)2-sen X =sen =& fasa
9 9
[sin] & B,
obteve 0,9510565162951. b) sen  + sen 2% = gen 3% fasa
. . 2r 9 9 9
Assim, concluiu que sen 5 = 0,95.
20. Em que quadrantes os arcos tém seno e cosseno
Agora, com a calculadora de um celular ou com .
s e com mesmo sinal? Nesses quadrantes, para que
uma calculadora cientifica, calcule os valores a
. N o valores de o tem-se sen o = cos o?
seguir dando o resultado com trés casas decimais. . L  bn
1?2 quadrante: oo = — ; 3° quadrante: o. = ——
a)sen L oss2  b)sen 2F 063 c) sen 3T 0866 A ! .
9 9 v 9 21. Dé o valor de x, em grau, com 0° < x < 360°, para
(Observagdo: O procedimento pode variar depen- 0s quais:
dendo do modelo do aparelho. Em alguns, por 1
exemplo, a medida deve ser digitada antes da a) Sen X = 5 x = 30° oux = 150°
tecla @ Nas calculadoras cientificas, também
é preciso verificar se a unidade de medida utili- b) cos x = 7% X = 135° oll x = 925°
zada - rad - estd selecionada.)
N

3.2 Tangente de um arco

Considere o ciclo trigonométrico representado ao lado, um arco AP de medida o.do
1° quadrante e a reta perpendicular ao eixo das abscissas pelo ponto A. Prolongando o o T

tga =

— . . P
segmento OP, obtemos na reta vertical o ponto T, conforme mostra a figura.
Lembrando que o ciclo trigonométrico tem raio unitario, no tridngulo AOT, temos: 1
medida do cateto opostoaa  _ AT _ AT _ AT o A
medida do cateto adjacenteaa  OA 0

Note que, nesse caso, a tangente de o corresponde a ordenada do ponto T.

Essa conclusdo, obtida a partir de um arco do 1° quadrante, pode ser ampliada.
Vamos definir tangente para qualquer arco do ciclo trigonométrico que ndo possua

extremidade no eixo das ordenadas.

Considere um arco AP do ciclo trigonométrico, de medida o rad, com 0 < o < 2xn

3n

e L =g 2L Seja T o ponto de interseccio da reta OP com a reta perpendicu-

2

2

lar ao eixo das abscissas, passando pelo ponto A.

eixo das

T

tgo

A tangente de o é a ordenada do ponto T.

tangentes

Reflita

Vimos que, para qualquer
valor o, os valores de seno
e cosseno estdo contidos no
intervalo:

—Tssenoas<1
—1<cosa=<1
Observe a figura ao lado e

responda: isso também é
valido para tg o?

Espera-se que os alunos concluam
que ndo ha limitagao para tg o,
uma vez que ela pode assumir
qualquer valor real.

Vamos considerar areta AT o eixo das tangentes, com origem A e o mesmo sentido
e a mesma unidade do eixo dos senos.

Observe, portanto, que a tangente pode ser positiva ou negativa, dependendo do
quadrante ao qual o arco pertence.
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Reflita

Para arcos de quais quadran-
tes a tangente é positiva? E
para quais ela é negativa?

positiva: 1¢ e 3% quadrantes;
negativa: 2° e 4° quadrantes

Observacao

Dois triangulos sdo seme-
lhantes quando seus angu-
los correspondentes tém
mesma medida e seus lados
correspondentes sdo pro-
porcionais.

Reflita

Observe a figura ao lado
e determine:

e tg0o

e tgmo

e tg2n 0

66

Exemplo eixo das
. — . t t
Considere um arco AP de medida o do 2° qua- angentes
. ~ P,
drante. A intersec¢do do prolongamento do seg-
mento OP com o eixo das tangentes é o ponto T, o .
conforme mostra a figura ao lado. Observe que, o :
nesse caso, tg o. € negativa.
tgo
]
-
Observe a figura ao lado. Note que os triangulos eixo das
AOT e COP sao semelhantes. Entdo: tangentes
Pa------ s
AT _ CP _ AT _ OS !
OA ocC 1 ocC | o
: \a
Assim, concluimos que, no ciclo trigonométrico, C 0
também vale a seguinte relacdo: ™
.
tg o= SEN @
cos o
Observacao
< sen x < -
Note que a relagdo tg x = os x ¢ coerente com o fato de a tangente nao estar definida
para x = % ex= 37” Isso porque, para tais arcos, cos x vale 0, e assim teriamos uma

divisdo com o denominador zero, o que é impossivel.

e 4 N
Exercicios resolvidos

R7. Considere as tangentes dos arcos a seguir, e escreva-as em ordem crescente.

n 3n 1lm _ 15%¢

5 2°710 © 8
» Resolucao

Inicialmente, vamos converter essas medidas em grau e, em seguida,
representa-las no ciclo trigonomeétrico.

n = 180° )
eixo das

n_ 180° _ ..o tangentes
5~ "5 °°
3x _ 3-180° o

2 - gz 135 A
11g  11-180° . .

0 10 8
157 15-180° s

s~ 8 337,5
Observando o eixo das tangentes, escrevemos as tangentes em ordem
crescente:

3n 15n 1in T

%8587 85
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R8. Obter a tangente de 150° e de 210°.

» Resolucao

Vamos determinar esses valores por simetria no ciclo trigonométrico.
Primeiro, marcamos no ciclo trigonométrico os arcos, seus correspon-
dentes no 1° quadrante e os prolongamentos dos raios, até intersectarem
o eixo das tangentes.

eixo das
tangentes

210°

Depois, observamos que:
e tg 150° é negativa e tem valor oposto a tg 30°;

e tg 210° é positiva e tem o mesmo valor que tg 30°.

Observacao

Vamos relembrar os valores
da tangente dos angulos

~

Como conhecemos o valor da tangente de 30°, concluimos que: notaveis.
e tg 150° = —tg 30° = —ﬁ 30° | 45° | 60°
3 ou | ou | ou
ST T (/3
-tg210°:tg30°=£ N TR
3
. s .. t \/§ 1 \/g
Podemos aplicar raciocinio similar para arcos de outros quadrantes. 9 | 3~
_ J
(&
Exercicios propostos
22.Indique o sinal das expressoes: 24. Dado tg 35° = 0,7, registre o valor aproximado de:
a) (tg 40° + tg 220°) - (tg 315° + tg 165°) negativo a) tg 145° =07
b) tg 215° = 0,7
2 . tg 4_75 . tg S_TC °
6 4 c) tg 325° =07
b) 5 positivo
25. Escolha um angulo de medida o, com 0° < o < 45°.
23. Descubra os valores aproximados de tg o, tgp e tg 6, Com auxilio de uma calculadora cientifica, calcule
sabendo que os pontos de mesma cor sdo simétri- tg o e tg 20. Podemos afirmar que tg 2o = 2 - tg o?
cos em relago & origem O. (Dados: tg 20° = 0,36; | grise e osainos concluom aue & guacide o &
tg42° = 0,90 e tg 80° = 5,67) 26. Considerando cos o. = 0,84 e sen o, = 0,55, responda
tg o = 0,90 as questoes.
:ggz;gfe eixo das a) Sem efetuar cdlculos, apenas analisando os
' tangentes valores dados acima, verifique se o valor de
tg o € maior ou menor que 1. menor que 1
b) Determine o valor aproximado de tg o e
160°/ compare-o com a resposta do item ar1te1rioo1r(.35
c) Em qual quadrante se encontra o arco de me-
A dida o? 1° quadrante
d) Determine o sinal de tg (n — 0), tg (x + o) e
tg (271: - oc). negativo; positivo; negativo
e) Determine os valores aproximados de
tg(m — o), tg(n+ o) etg (2n — o).
- ~—0,65; ~0,65; =065 |
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3.3 Relacao fundamental da Trigonometria

Observe o ciclo trigonométrico representado ao lado. O ponto P é extremidade do
arco AP de medida a rad; logo, P tem coordenadas cos o e sen o. Os lados do trian-

Aplicando o teorema de Pitagoras ao tridangulo retangulo COP, obtemos a relagao

P
1 PA gulo COP medem OC = cos o, CP =seno.e OP = 1.
* =
cosa ¢ A fundamental da Trigonometria:

sen’ o + cos’ o = 1

Vimos que essa relacdo é valida para um arco do 1° quadrante. Agora, vamos
verificar se ela continua valida para arcos dos demais quadrantes.

2° quadrante
e sen (T — o) = sen oo = sen’ (T — o) = sen’ a.
e cos (T — a) = —cos 0. = cos’ (Tt — o) = (—cos ar)® = cos® o,
Entdo, sen’ (m — o) + cos®* (1 — o) = sen’ o, + cos’ o, = 1
3° quadrante
e sen(t+ o) = —sen o= sen’ (1 + o) = (—sen o)’ = sen® .
e cos (m+ o) = —cos oo = cos® (T + o) = (—cos o)> = cos® a.
Entdo, sen® (t + o) + cos® (t + o) = sena + cos’> o, = 1
4° quadrante
e sen 21 — o) = —sen o, = sen’* 21 — 0) = (—sen o)’ = sen’ o,
e cos (2n — o) = cos o = cos® (2m — o) = cos® ol
Entado, sen’ (21 — o) + cos® (2n — o) = sen® o + cos’ o = 1
Verificamos, assim, que a rela¢do é valida para um arco de qualquer quadrante.
Nos casos em que P pertence a um dos eixos, temos:
e sen’0 + cos’0=0*+12=1 e sen’m +cos’n=0"+(—1)>%=1

b Sen2%+COSZ%:12+02:1 . Sen237n+c05237n:(71)2+02:1

Dessa forma, verificamos que para qualquer arco AP tal que med (AP) = a.rad, com
0 < o < 2r, a relacdo fundamental da Trigonometria é valida.

(W

RO.

Exercicios resolvidos

Sabendo que sen o = 0,5 e que . é a medida de
um arco do 2° quadrante, obter cos a.

» Resolucao

Podemos obter esse valor pela relagao funda-
mental da Trigonometria:

sen’o + cos’o =1
(0,5)> + cos’ o0 = 1
cos’a = 0,75

Com auxilio de uma calculadora, obtemos:
cos o = +0,87

Como o arco é do 2° quadrante, concluimos que
cos o é negativo.

Logo, cos o = —0,87.

R10. Sabe-se que o é a medida de um arco do 4° qua-

drante e que tg oo = —2,4. Calcular sen o e cos o.

» Resolugdo

tg o = sen o 24
COS o
seno = —2,4-C0S o

Substituindo o valor de sen o na relacao fun-
damental da Trigonometria, obtemos:

(—2,4-cos a)” + cos’ o = 1
6,76 - cos’ o = 1

cos’ o= %

cos o = i%

Como o arco é do 4° quadrante, cos o = %
Substituindo cos a.por % emseno = —24-cos o,
temos sen o = f%.
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Exercicios propostos
27. Determine cos x sabendo que sen x = 1—53 equex | 29.Se o éum arcodo 3°quadrante e tgo = %,
é um arco do 1° quadrante. % determine:
28.Se cos x = 0,8 e x é um arco do 4° quadrante, a) sen o -08 b) cos o -06
determine: 30. Verifique se, para um arco de medida o, é possivel
a) sen x —0,6 b) tgx -0,75 que sen o = 0,8 e cos a = 0,4. ndo
\. J

Esse tépico visa favorecer o desenvolvimento da habilidade EM13MAT308 da BNCC no que se refere a aplicagao das leis do seno e do cosseno na
resolugéo e na elaboracgao de problemas que envolvem tridngulos.

Trigonometria em um triangulo
qualquer

Vimos o célculo das razdes trigonométricas de angulos obtusos. Agora, aplicaremos
esse conhecimento em um tridngulo qualquer.

4.1 Lei dos senos

Acompanhe a situacdo a seguir. . y
Topografa usando um teodolito.

MANIT LARPLUECHAI/ALAMY/FOTOARENA

Um fio elétrico serd instalado entre um poste P e uma casa C, separados por um
lago em um terreno plano. Como calcular o comprimento de fio necessario? D 4
l Observacao

Observe o esquema que representa essa situagao. Se achar conveniente,
realizar um trabalho
interdisciplinar com o
professor da area de
Ciéncias da Natureza e suas

De acordo com o dicionario
Houaiss, teodolito é um ins-
trumento de precisdo para

Tecr;olzgi?ts, CO”STW‘&C',O medir angulos horizontais
um teodolito caseiro (ha N L )

varios modelos disponiveis e angulos verticais, muito
na internet, pedir aos empregado em trabalhos

alunos que pesquisem), um geodésicos e topograficos.

instrumento de medigéo

que podera ser utilizado na

elaboracao de hipoteses,

ou avaliando e justificando

situagdes-problema sob o que favorece o desenvolvimento

uma perspectiva cientifica, da habilidade EM13CNT301, que faz
parte da competéncia especifica 3,

As medidas dos angulos, apresentadas no esquema, foram obtidas com o auxilio e também vem ao encontro do tema

de um teodolito. Para obtermos o comprimento PC do fio, podemos aplicar a lei dos ~ contemporaneo ciéncia e tecnologia.
senos, apresentada a seguir.

A
Em um tridngulo qualquer, as medidas dos lados sdo proporcionais aos senos dos
angulos opostos a eles, isto é: b ¢
a . b _ c
sen A sen B sen C
C B B

Demonstracao
_

Considere um triangulo qualquer ABC, com altura de medida h relativa ao lado BC.

Temos: sen € = 5 ouh =b-sen esenB = %,ouh:c-sené

Portanto: b -sen C = c-sen B, ou b_ __ ¢ )

senB senC
Considere agora a altura de medida h’, relativa ao Iadlo AB. Observagio

’

Temos:senA=i,ouh’=b-senA,esenB=h , Ou - 8
b Na demonstragdo ao lado, |3

~ A 7]
h"=a-senB usamos um triangulo acu- |z
. n P A I ?

Portanto: b-sen A = a-sen B, ou b ___a ) tangulo, mas & possivel |3
sen B sen A demonstrar a lei dos senos | <

a b c também para um tridngu- g

De (1) e (1), obtemos: — = — = = lo obtusangulo e para um |
sen A senB senC triangulo retangulo. 2
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Observacao ]

a4

Lembre-se de que:

sen

100°_| _80°

sen 100° = sen 80°

70

Exercicios resolvidos

R11. Retomar a situagdo da pagina anterior e calcular, aproximadamente, o
comprimento de fio necessario para unir o poste a casa.

» Resolucdo
Temos o seguinte esquema:

Pela lei dos senos:
PC _ OP

sen 49° sen 30°

Em uma calculadora, obtemos: sen 49° = 0,75

Assim:
PC 22 22 - 0,75
= = [~Spp—_ ~
0,75 0,5 R 0,5 PC ~ 28

Portanto, sé@o necessarios cerca de 33 m de fio para unir o poste a casa.

R12. Considerando os valores do quadro abaixo, calcular as medidas x,y e z
em cada item.

o sen o
20° 0,34
30° 0,50
40° 0,64
50° 0,77
60° 0,87
70° 0,94
80° 0,98

» Resolucao

a) Lembrando que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°,
calculamos o valor de z

z =180° — 100° — 50° = 30°
Observando o tridngulo, pela lei dos senos, podemos escrever:
10 X

_ y
sen50°  sen 100°  sen 30°

Agora, calculamos cada uma das incognitas separadamente:
10 X 10 X

sen50°  sen100° 077 098 — X =127
0 _ y 10 _ vy B
sen50° sen30° > 077 057 = 6°

Assim, x = 12,7,y = 6,5 e z = 30°.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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b) Pela lei dos senos, podemos escrever:
7,4 _ 8 __z
sen 60° seny senx
Primeiro, vamos calcular a medida y:
74 8 74 8
sen60° seny 0,8/ seny
Observando o quadro dado, concluimos que y = 70°.

=seny = 0,94

Agora, podemos calcular a medida x:
x = 180° — 60° — 70° = 50° = x = 50°
Finalmente, calculamos z:

7)4 — 4 N 7)4 — Z N 714 — Z N
sen 60° senx 0,87 sen50° " 0,87 0,77
7,4-0,77 _
= Z = O,T = Z = 6,55
Portanto, x = 50°,y = 70° e z = 6,55.
_ J
(Y )

Exercicios propostos

Na resolucao dos exercicios a seguir, se necessario, utilize uma calculadora
ou o quadro apresentado no exercicio R12.

31. Calcule o valor aproximado de x e y em cada figura.
X =6,3cm x = 40°
a) y=32cm b y=45m

32. No esquema a seguir estdo representados o posicionamento da casa, do
pomar, da entrada e do jardim da propriedade de Marcia.

pomar
o S
L 110° orse
40_—& 7 entrada
12m, ‘ B

a) Determine a distancia aproximada entre a casa e a entrada. = 17,6m
b) Como entre a casa e a entrada existe um lago, verifique algebricamente
qual dos caminhos alternativos é o mais curto para ir da entrada até
a casa.
Caminho 1: entrar, passar pelo pomar e seguir até a casa.

Caminho 2: entrar, passar pelo jardim e seguir até a casa.
O caminho 1 é o mais curto (aproximadamente
21,4 m contra 24,1 m do caminho 2).

33. Um paralelogramo tem lados de medidas 3,5 cm e 4,3 cm. Uma de suas
diagonais forma com o menor lado um angulo de 70°. Qual é a medida
aproximada dessa diagonal? = 3,95cm

Observacao

Algumas calculadoras tém

a tecla , que fornece a

medida do angulo apés a di-
gitacdo do seno desse angulo.
Por exemplo, se ndo tivés-
semos o quadro, poderia-
mos encontrar o valor de y
digitando:

DHEEEIE

Nesse caso, obteriamos,
aproximadamente, 70°.

O procedimento apresentado pode variar
dependendo do modelo da calculadora.
Orientar os alunos caso tragam calculadoras
que funcionem de modo diferente do
apresentado.

Em algumas calculadoras, por exemplo, &

o N D . (i
necessario digitar primeiro a tecla \\sm J e
depois o valor do seno do angulo que
queremos determinar.

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO
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Observacao

Na demonstracéo ao lado,
usamos um triangulo acu-
tangulo, mas é possivel
demonstrar a lei dos cos-
senos também para um
triangulo obtusangulo e
para um tridangulo retan-
gulo. No caso do triangulo
retangulo, a demonstra-
cdo se reduz ao teorema de
Pitagoras.

LSON SECCO

2 As demonstragdes das leis do seno e
@ do cosseno empregam recursos

Q e estratégias que propiciam o

£ entendimento dessas proposigoes,

& favorecendo o desenvolvimento da

= competéncia especifica 5 da BNCC.

72

—

34.Um navio é visto no mar por dois pontos de observacgao, A e B, locali-
zados na costa, distantes 50 km um do outro. O angulo formado pelo
segmento AB e 0 segmento que une o navio ao ponto de observagéo A é
35°. O dngulo formado pelo segmento AB e o0 segmento que une o navio
ao ponto de observacao B é 45°. Qual é a distancia aproximada entre o
navio e o ponto de observagao A? = 36,2 km

35. Retina-se com um colega e resolvam o exercicio a seguir.

Dois nadadores partiram do mesmo ponto de uma lagoa, ao mesmo tem-
po, e nadaram a velocidade de 0,2 m/s. Um dos nadadores foi na diregéo
30° nordeste, e o0 outro, na dire¢ao 50° sudeste, conforme o diagrama abaixo.

|

Qual serd a distancia aproximada entre os nadadores ap6s 5 minutos de viagem?

~7636m )

4.2 Lei dos cossenos

apenas para triangulos retangulos. A lei dos cossenos (apresentada a seguir) relaciona os

O teorema de Pitdgoras relaciona a medida dos trés lados de um triangulo, mas é vélido

trés lados de um tridangulo qualquer, conhecendo a medida de um de seus angulos internos.

Em um triangulo qualquer, o quadrado da medida de um lado é igual a soma dos
quadrados das medidas dos outros lados menos o dobro do produto dessas medi-
das pelo cosseno do angulo formado por esses lados, isto é:

a=b>+c>—2-b-c-cos A
b?=a*+c>—2-a-c-cosB
c?=a2+b>—2-a-b-cosC

Demonstracao

—_—

Considere um triangulo ABC qualquer e sua altura AH relativa ao lado BC.

Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo retdngulo AHB, temos:
c?=h"+y*ouc’=h"+(a—x)?

Do triangulo AHC, temos:

h=b-senCex=b-cosC

ADILSON SECCO
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(W

Assim:

c?=(b-sen €)Y’ + (@ — b - cos C)?

c2=b?-sen*C+a’—2-a-b-cosC+ b?-cos’ €
c?=p*-(sen*C+cos’C)+a>—2-a-b-cosC

Como sen? € + cos? € = 1, concluimos que: ¢ = a’> + b*> —2-a-b-cos €
Analogamente, considerando as alturas relativas aos lados AC e AB, temos:
a’=b>+c?—2-b-c-coshAeb*=a*+c*—2-a-c-cosB

Exercicio resolvido

R13. Determinar a medida a indicada no tridangulo abaixo.

» Resolucao

Aplicando a lei dos cossenos, obtemos:

a’ = (5,57 + (4,5 - 2+5,5+4,5 cos 120°

Como cos 120° = — cos 60° = —0,5, encontramos:
a’ =30,25 + 20,25 + 24,75 = a® = 75,25 = a = 8,7
Logo, a vale aproximadamente 8,7 cm.

R14. Considere o tridngulo ABC a seguir. Determine a medida do lado BC, dado

que AB = 10 cm e AC = 14 cm.
A B

120°

» Resolugao

Para simplificar a notagdo, chamaremos o lado BC de x.
Pela lei dos cossenos, temos:

142 =10?+x*>-2 - 10 + x - cos 120°

196 =100+ x*>—20 - x * (-0,5)

x?-10x-96=0

A=(-102 -4 +1 - (-96) =

=100+376 =484

_ -10+./484
X—f
X:—lOziZ2

_ —105008SD%>
)(—72 =3 =6
ou

_-10-22 -32
)(—72 = = 16

Como queremos determinar a medida do lado de um tridngulo, s6 a raiz
positiva da equacao nos convém.

Portanto, a medida do lado BC é igual a 6 cm.

ADILSON SECCO

NELSON MATSUDA

Reflita

No triangulo do exercicio
R13, é possivel calcular x
e y? Como?

Podemos calcularx e y aplicando a
lei dos senos, apds ter encontrado
o valor de a.

8,7 __55 _ .45

sen 120° sen x sen y

sen x = 0,55 =x = 33°
seny = 0,45 =y = 27°
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Exercicios propostos

36. Calcule o valor aproximado da incégnita em cada item.

a) =51cm  b) =4,8cm

8cm
y X

25cm
30° 120°
! x
10cm 30cm
37. Um triangulo possui lados medindo 8 cm e 11 cm. Sabendo que o an-
gulo interno formado entre esses lados mede 135°, descubra a medida
aproximada do terceiro lado. = 17,6 cm

38. Um tridngulo tem lados medindo 2 cm, 3,5 cm e 5 cm.

a) Seja o o angulo formado entre os lados de medidas 2 cm e
3,5 cm. Pela lei dos cossenos, calcule o valor de cos a. Por esse
valor, podemos concluir que o tridngulo é retangulo, acutangulo
ou ObtusangulO? Cos o = 7%; obtusangulo

b) Com auxilio de uma régua e compasso, faca um esbogo desse
triéngulo. Ver resolugao no Guia do professor.

39. Os lados de um paralelogramo tém medidas 50 cm e 70 cm. Calcule a
medida de cada diagonal desse paralelogramo sabendo que seu maior
angulo interno mede 105°. (Dado: cos 75° = 0,26) = 96 cm, = 74,7 cm

40. Dois navios sairam do porto de Santos as 8 h da manha. Um dos
navios viajou na dire¢ao 60° nordeste a velocidade de 24 nés. O outro
navio viajou na direcao 15° sudeste a velocidade de 18 néds, conforme
0 esquema abaixo.

Sabendo que cos 75° = 0,26, descubra a distancia, em quilémetro, entre
o0s navios ao meio-dia. (Observagdo: 1 né é uma unidade de medida de
velocidade equivalente a 1.852 m/h.) = 192,5 km

41. No tridngulo ABC, determine a medida do lado AC.7cm

C

7

13 cm

B

42. Um tridngulo tem lados de medida AB = 15 cm, BC = 21 cm e AC =

N\

ad )

=24 cm. Qual é a medida do &ngulo formado entre os lados AB e AC? 60")
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Esse bloco de exercicios visa favorecer o desenvolvimento da habilidade EM13MAT308 da BNCC, no que

se refere a aplicagéo das leis do seno e do cosseno na resolugdo de problemas que envolvem tridngulos.

Exercicios complementares

Aplicacao

1. Em uma circunferéncia de 8 m de didmetro, toma-se

3.

um arco de 15,7 m de comprimento. Considerando
n = 3,14, determine a medida do angulo correspon-
dente a esse arco, em grau. 225°

. Qual é o valor aproximado do raio de um arco de

circunferéncia que mede 300° e tem comprimento

de 200 m? =3822m 7n
o rad

Calcule a medida, em radiano, de um angulo de 140°.

4. Um angulo central de uma circunferéncia de 5 cm

a4 )

de raio determina sobre ela um arco de 7 cm. Calcule
a medida desse angulo em radiano. 1,4 rad

Exercicio resolvido

R15. Determinar a medida do menor angulo formado
pelos ponteiros de um reldgio as 11 h 45 min.

» Resolucdo

Na figura abaixo, observamos que o angulo
procurado mede (o + 60°).

A cada intervalo de 60 min, o ponteiro das
horas percorre 30°.

Usando regra de trés, calculamos o

30° 60 min
o ———— 45 min
30° _ 60 _ é
o 45 = a=225
Assim:

o + 60° = 22,5° + 60° = 82,5° = 82°30’
Portanto, a medida do menor angulo é 82°30".

J

. Qual é a medida do menor dngulo formado pelos

ponteiros de um relégio as 2 h 20 min? s0°

. Qual é a medida do menor angulo formado pelos

ponteiros de um relégio as 16 h 15 min? 37°30’

. Considerando sen 32° = 0,53, calcule o valor de:

a) sen 148° 0,53
b) sen 212° —0,53
c) sen 328° -0,53

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Registre as respostas em seu caderno.

Considere as tangentes dos arcos a seguir e escreva-
-as em ordem decrescente.

n /n 7n 23w

12’ 12’ 6’ 12

23n n

n b
95 9y

. Determine a medida, em grau e em radiano, dos

dngulos indicados por P, Q, R e S no ciclo trigono-
métrico representado abaixo, sabendo que a medida
do angulo Q, em grau, é 144.

P =236° ou % rad,
R=216° ou GTE rad,

S =324° ou g?n rad,

4n
= — rad
Q 5

Calcule o valor de:
51 _ e ST G4
a) sen 3 Q0SS
21 n

2n _ ., /n -3-23
b) cos 3 tg e

Se 6 é a medida, em radiano, de um arco do 3° qua-

i

drante e sen 6 = _76’ quanto vale tg 6? g

Dado sen o = 0,8, sendo oo um arco do 1° quadrante,
determine o que se pede em cada item.

a) sen (n — o) 0,8 b) sen (r + o) -0,8c¢) sen (2n — o) —0,8

Que arcos, entre 0 e 27w, tém cosseno igual a —%?

Esboce o ciclo trigonométrico em seu caderno e

mostre esses arcos. 2n o 4 Ver resolugéo no
3 3  Guia do professor.

Considere o tridngulo representado abaixo.

C

30° 15°
A B

15\/5 cm

Calcule o valor de x. 15cm

De uma ponte, um engenheiro observa dois edificios,
um em cada margem de um rio. O edificio A esta a
60 m de distancia do engenheiro, e o edificio B, a 50 m.
Considerando as medidas indicadas na figura abaixo,
determine a distancia entre os edificios A e B. ~ 55,7 m

A
Q
3
60 m w
2}
=z
o
° 2
60 =
g
3
50 m <
o
%
B 2
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Exercicios complementares

16.

17

18.

No pico de uma montanha, ha uma torre de 19 m
de altura. Ao fazer medigbes em determinado
ponto da regido, um topdgrafo obtém 36° para o
angulo de visdo até o topo da torre e 15° para
o angulo de elevacdo até a base da torre, conforme
mostra a figura abaixo.

<

19m

) 15°

Qual é a distancia aproximada entre o topégrafo e a

base da torre? (Dados: sen 21° = 0,36 e sen 54° =0,81)
=42,75m

Considerando x um arco do 1° quadrante e

cos X = %, determine:

a) sen x % b) tgx 22

%, com0<x< %, calcule o valor de:

b) tgx%

Sendo cos x =

4
a) senx

Aprofundamento

19.
()

20.

76

Um terreno triangular situado em uma esquina tem
6 m de frente para a rua Flores e 10 m de frente para
a rua dos Péssegos. O dngulo formado entre essas
duas ruas é 60°. A distancia do terreno ao Hospital
do Centro é 2 km e a distancia entre a doceria das
Marias e a Escola Dr. Carlos Guimaraes é 500 m. Qual
¢é a medida do terceiro lado do terreno?= 8,7 m
Apoés resolver o problema, responda as questoes
a seguir.
¢ Ha dados suficientes para a resolugao do proble-
ma? Se os dados nao foram suficientes, qual(is)
dado(s) faltou(aram)?sim
¢ Todas as informacoes foram utilizadas na resolu-
¢ao do problema? Se nem todas as informacoes
foram utilizadas, quais foram descartadas?
Algumas informagdes foram descartadas, como as distancias do

terreno ao hospital e da doceria a escola. .
Em um triangulo, temos um angulo de medida

45° oposto a um lado de medida 36, um angulo

de medida B oposto ao lado de medida 186 e um

angulo de medida o oposto a um lado de medida

desconhecida.

a) Aplicando a lei dos senos, encontre o valor de
sen P. senp = %

b) Com base na resposta do item anterior, podemos
concluir que ha dois valores possiveis para (.
Quais sdo esses valores? 60° ou 120°

c) Determine os possiveis valores de o.75° ou 15°

Registre as respostas em seu caderno.

d) Pelos itens anteriores, concluimos que ha duas
possibilidades de formato para esse tridngulo.
Faca o esbogo delas. Ver resolugio no Guia do professor.

21. Elabore um problema que utilize a lei dos cossenos
029 em sua resolucao. Em seguida, peca a um colega que

resolva o problema elaborado por vocé e vocé resolve

o dele. Depois, converse com sua dupla sobre os

problemas elaborados e suas resolucoes, refletindo

sobre as questoes a seguir. resposta pessoal

¢ Vocé conseguiu resolver o problema elaborado
por seu colega?

e Faltaram dados para a resolucao? Nesse caso,
quais informacoes faltaram?

¢ Havia excesso de informacao? Quais informagoes
nao fazem parte da resolucao do problema?
Apbs as discussoes, reescrevam os problemas com
as adequacdes que julgar conveniente.

Desafio

22. (Enem) Uma desenhista projetista devera desenhar

uma tampa de panela em forma circular. Para realizar
esse desenho, ela dispoe, no momento, de apenas
um compasso, cujo comprimento das hastes é de
10 cm, um transferidor e uma folha de papel com um
plano cartesiano. Para esbo-
car o desenho dessa tampa,
ela afastou as hastes do com-
passo de forma que o dngulo
formado por elas fosse de 120°.
A ponta seca esta representada
pelo ponto C, a ponta do grafite
esta representada pelo pon- B
to B e a cabega do compasso ¢ [ . :/

estd representada pelopontoA | \ ¢ /)
conforme a figura. 3 x

O= )

—120°

Apbs concluir o desenho, ela o encaminha para
o setor de producao. Ao receber o desenho com
a indicacdo do raio da tampa, verificard em qual
intervalo este se encontra e decidird o tipo de ma-
terial a ser utilizado na sua fabricacao, de acordo
com os dados.

Tipo de material | Intervalo de valores do raio (cm)
| 0<R=<5
I 5<R=<10
1] 10<R=<15
v 15 <R =21
\% 21 <R =40

Considere 1,7 como aproximacao para /3.

O tipo de material a ser utilizado pelo setor de
producao sera alternativa d

a) L. b) IL c) IIL d) V. e) V.

Nas atividades 19 e 21, ao identificar os dados relevantes a resolugdao de um problema, filtrando-os entre os existentes e
identificando os ausentes, os alunos irdo praticar um dos pilares do pensamento computacional: a abstracao.

NELSON MATSUDA
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Autoavaliacao

Registre as respostas em seu caderno.

1. Em uma circunferéncia com 12 cm de raio, um
arco de 120° tem aproximadamente HEEEE cm
de comprimento. alternativa d

a) 20 b) 22 c) 24 d) 25
2. A medida 210° é equivalente a . rad.
51 b o alternativa ¢ 2
a) 6 ) 6 C) ) 3
111‘C

3. Um arco de ==~
a) 1°

rad pertence ao I quadrante.

alternativa b
m? Q) 3° d) 4°

4. Os arcos simétricos de %t rad, respectivamente

aos eixos x e y e a origem O, medem: alternativa b
a) 320°; 220°; 140° c) 340°; 160°; 200°
l6n. 7n. 1in 715 1lr. 167m
bS5 5 955 g
5. Qual das seguintes expressoes resulta em um
ndamero positivo? alternativa d
a) sen 210° + cos 150° c) cos 270° - sen 125°
b) tg 150° - tg 225° d) sen 240° - cos 110°
6. O seno e o cosseno de 13775 sao, respectivamente,
iguais a: alternativa c

T T —sen & I
a) sen 7 €C0s = c) —sen - €Cos =

Te_cosk —senZe _—cos I
b) sen - e —Ccos = d) —sen = € —Cos <

7.0 seno de = éigual a cos NN e sen I,
alternativa a

5n,5_1t ST. T
Q)35 % )% 3
n.In 2n. 1in
b)§’6 d)3’ 6

8.Se cos a = 0,8 e o é medida de um arco do
4° quadrante, entdo tg o € igual a: alternativaa

a) —0,75

b) —0,6
c) —1,33...
d) 0,75

9. Considere a figura a seguir.

100° 6 cm

36°

X

Nesse tridngulo, pode-se afirmar que: alternativa d

a) x= 6-sen44° em q y= 6-sen36° cm
“ | sen100° Y=| sen100°

0 o S o a2 e
10. Observe o tridngulo representado abaixo.
A
8
20°
B C

12
Sabendo que cos 20° = 0,94, o valor mais préximo
para AB é: alternativa c
a) 3,25
b) 4,25

c) 5,25
d) 6,25

Retomada de conceitos

Se vocé nao acertou alguma questdo, consulte o quadro e verifique o que precisa estudar novamente.
Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

Numero da questao
Obijetivos do capitulo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Calcular o comprimento e a medida X X
de um arco, em grau e em radiano.
Conhe.cer’o _c1c|o trigonométrico e os X X X X X
arcos simétricos.
Ampliar as razdes trigonométricas para
A . . A X X X
angulos com medidas maiores que 90°.
Estender a relagdo fundamental
da Trigonometria para o ciclo X
trigonométrico.
Aplicar a lei dos senos e a lei dos X X
COSSeNos.
Paginas do livro referentes ao conceito >7a | 57a | 60e | 60e | 62a | 62a | 62a | 68e | 693 | 692

9 50 | 59 | 61 | 61 | 69 | 69 | 69 | 69 | 74 | 74

~\
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Competéncias especificas e habilidades de Matematica e suas Tecnologias
da BNCC trabalhadas neste capitulo: competéncias 1, 4 e 5; habilidades
EM13MAT101, EM13MAT306, EM13MAT315 e EM13MAT404.

Funcoes
trigonometricas

Objetivos do capitulo

e Relacionar fun¢oes
trigonométricas a
fendmenos periddicos.

Estender o conceito de
ciclo trigonométrico
em R.

Resolver equacoes
trigonométricas.

Construir e analisar
graficos de funcoes
trigonométricas.

A fotografia menor retrata a praia de Taipu de Fora, Marau — BA. A fotografia principal retrata

a formacéao de piscinas naturais com a maré baixa. Fotos de 2018.
O contexto que apresenta este tépico envolve alta e baixa das marés, fenémeno periddico natural, aqui modelado pela fungédo cosseno, além da utilizagdo
de conceitos e de procedimentos matematicos para interpretar situagdes das Ciéncias da Natureza, favorecendo, assim, o desenvolvimento da habilidade

EM13MAT306 e da competéncia especifica

1. Nesse sentido, pode-se fazer um trabalho h Funqaes periédicas

interdisciplinar, promovendo o desenvolvimento

da habilidade EM13CNT204 e da competéncia . - . . A .
especifica 2 da area de Ciéncias da Natureza e Muitos fendmenos naturais, fisicos e sociais tém comportamento ciclico, ou pe-
suas Tecnologias, por exemplo, em discussdes T . p . .

sobre previsINGIeAos a respeito das riodico (isto &, que se repetem a cada determinado periodo de tempo), podendo ser
movimentos das marés, com base na analise das modelados por fungdes trigonométricas. Isso significa que essas fun¢des sdo capazes
interacdes gravitacionais. Também é favorecido . . ~ ~

o desenvolvimento da habilidade EM13cNT101,  de representar, de modo aproximado, as oscilacdes desses fenémenos no decorrer de

que faz parte da competéncia especifica 1, com um intervalo de tempo.
a observagao e a andlise das transformagdes do . . .
A maré — movimento de descida e de subida do nivel das aguas — é um exemplo
Reflita de fendmeno periddico devido a forca gravitacional exercida pela Lua e pelo Sol na
Terra. Acompanhe a situacdo a seguir.

Imagine o ciclo trigono- . o o . )
Em uma cidade litoranea do Nordeste brasileiro, em determinada época do ano,

métrico visto no capitulo

anterior e responda: a maré baixa acontece por volta das 12 h e das 24 h, e a maré alta ocorre por volta

* Qual é o valor maximo de das 6 h e das 18 h. A fun¢do trigonométrica a seguir modela, de modo aproximado, a
cos x? Para quais valores altura h da maré (em metro) nessa época:
de x isso ocorre? 1; parax = 0ex = 2n

* Qual é o valor minimo de h(t) = 1,15 — 1,05 - cos (t . l), em que o tempo (t) € medido em hora a partir
cos x? Para qual valor de 6

X isso ocorre? —1; parax = da meia-noite.

ambiente e de seus movimentos para realizar previsdes sobre seus comportamentos em situagdes do cotidiano, promovendo o uso consciente dos recursos
naturais e a preservagao da vida em todas as suas formas. Aproveitar a tematica da abertura e reforgar com os alunos a importancia de se preservar os

78 recursos naturais. Eles devem sentir-se responsaveis pela preservagdo dos ambientes naturais, que dizem respeito aos aspectos econémicos, sociais,
politicos, ecoldgicos e éticos, com base em um contexto de educacao ambiental.

-
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Lembrar os alunos de que a funcdo usada para modelar as marés fornece uma aproximacao. O periodo entre duas marés altas ou baixas ndo
é exatamente 12 horas, como pode ser observado no link: <https://www.marinha.mil.br/chm/tabuas-de-mare> (acesso em: 11 maio 2020).
Nesse site, podemos examinar tdbuas de maré de diversas localidades brasileiras.

Observe que essa fun¢do descreve o comportamento periédico da maré, como
mostra o grafico a seguir.

Em diversas cidades do 2fico _
Altura (metro) Note que o grafico “se repe

Explore

litoral brasileiro, com o te” a cada 12 horas, assim como

fendmeno da maré baixa, 251 . . .
formam-se piscinas natu- %g a aIFura da mare. Tambem €
rais que atraem turistas de 10 possivel ?onclwr (?|ue.

diversas regides, como é o 05 * a maré alta atinge 2,2 m de

caso da Peninsula de Ma- oL N AN N . altura (ocorre as6 h e as 18 h);

rad na praia de Taipu de 6 12 18 24 e a maré baixa tem 0,1 m de

Fora (BA). Por conta disso, Tempo (hora) altura (ocorre as 0 h e as 12 h).

muitas dessas cidades vivem . 5 i e . N

em funcao do turismo, o Pela lei da funcdo, também podemos verificar algebricamente essas conclusdes.

que, algumas vezes, torna Por exemplo, as 0 h e as 6 h, temos:

dificil a tarefa de preservar

a regiao. h(0) = 1,15 — 1,05 - cos (o- T‘) h(6) = 1,15 — 1,05 - cos (6- T j

Faga uma pesquisa sobre 6 6

turismo sustentavel e cite h(0) = 1,15 — 1,05 - cos (0) h(6) = 1,15 — 1,05 - cos (m)

algumas atitudes que po- _ _

dem ser tomadas por turis- h(0) = 1,15 = 1,05-(1) h6) =115 = 1,05- (=1)

tas para a preservacio do h(0) = 0,1 h(6) = 2,2

local que estdo visitando. i . , . R

Comunique a turma as ati- Além do nivel das marés, muitos outros fendbmenos apresentam comportamento

tudes que voceé relacionou e periédico, como as variacdes da temperatura terrestre e da pressao sanguinea, a pro-

iniciem uma discussdo sobre pagacdo do som, entre outros.

o tema. Neste capitulo, vamos estudar as fun¢ées trigonométricas seno, cosseno e tan-
Esse boxe trata do tema gente — exemplos tipicos de fun¢des periddicas —, as quais surgem com frequéncia
contemporaneo educagéo na modelagem matemaéatica de fendmenos que apresentam periodicidade, como é
ambiental. Os alunos podem .
pesquisar na internet usando a 0 caso das mareés.

palavra-chave: turismo sustentavel.
Ha varios sites que tratam desse . o ~ ~ .
assunto, incluindo o do Ministério Deflnlgao de fungao perlodlca
do Turismo, que disponibilizou uma

cartilha sobre turismo sustentavel.

Se julgar conveniente, incentivar os

alunos a elaborar uma cartilha com Uma func¢do f: R — R é chamada de funcao periédica quando existe um nimero
atitudes sustentaveis de turismo. -
real positivo p tal que, para todo x € R, f(x) = f(x + p).

O menor valor positivo de p que satisfaz a igualdade acima é chamado de periodo de f.

4 4 N\
Exercicio resolvido

R1.No plano cartesiano representado a seguir foi » Resolucio
tragado o grafico da funcéo periddica g. Analisan-

po s v 5 > Analisando alguns pontos do grafico, podemos
do o grafico, identificar o periodo dessa funcao.

verificar que:

J °*g(-2)=0 *g(0)=0 *g(2)=0
””””””””””””””””” Logo, como a funcao g é periédica, podemos
observar que g(x) = g(x + 2).

Q
ADILSON SECCO

L > 2 °| L2 8 x Portanto, o periodo dessa fungao é 2.
J
Reflita | (‘ 9 Pensamento computacional)
Voltando a situacao das )
marés, responda: qual é o Decomposicio
periodo da funcdo apresen-
tada? O que isso significa Ao determinar o periodo de uma funcdo periédica, sabe-se como é o comporta-
naquele contexto? mento dela em toda a extensao de seu dominio.
o Essa identificacdo de regularidade permite decompor um estudo extenso em
periodo é 12; isso significa que a P
altura da maré Se repete a cada partes menores e mais simples, em que o resultado observado em uma parte
12 horas. pode ser extrapolado para o todo.
Decompor um problema em partes menores para resolver o problema inicial é
um dos pilares do pensamento computacional: a decomposicao.
\ J
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https://www.marinha.mil.br/chm/tabuas-de-mare

BELAS ARTES DE BASILEIA, SUIGA

JAKOB EMANUEL HANDMANN - MUSEU DAS

2. a) minimo: 0; maximo: 2
b) minimo: —1; ndo tem maximo
c) minimo: 8; maximo: 12

a4
Exercicios propostos

a)p:4

Ao encontrar o periodo de uma funcéo periddica, os alunos
colocam em pratica a decomposicao, que € um pilar do
pensamento computacional.

Registre as respostas em seu caderno.

~

1. Em cada plano cartesiano a seguir estd representada graficamente uma funcao periédica. Qual é o pe-
€9 riodo de cada uma dessas funcoes?

\§

b)p=2 7z Q) p- x
R 1
i VAN ‘ " \10 ! 3
-3 -1 w2 3 ,x T/ N1/ it Wil A 177
Ll L N T
¢ X 1 R
-1,5 0 1,5 3,0 4,5 y

2. Observe os graficos da questdo anterior. Qual é o valor minimo e o valor maximo de cada uma das fungoes?

J

Observacao

Vamos relembrar algumas
medidas positivas do ciclo
trigonométrico.

R
2 W
T AlO
o 2n

3n

2

Né&o confunda: O(0, 0) é a origem
do sistema cartesiano, e A(1, 0) é
a origem do ciclo trigonométrico.

HANDMANN, Jakob Emanuel. Retrato
de Leonhard Euler, 1753, pastel seco
sobre papel, 57 cm X 44 cm. Museu
das Belas Artes de Basileia, na Suica.
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® Ciclo trigonométrico

Ja vimos que o ciclo trigonométrico tem raio 1 e centro na origem do sistema
cartesiano. O ponto A(1, 0) é a origem de todos os arcos orientados (angulos) e,
por convencao, o sentido positivo é o anti-horéario.

No capitulo anterior, estudamos apenas a primeira volta do ciclo trigonomé-
trico (arcos com medidas entre 0 e 2nt). Agora, vamos ampliar esse estudo para as
infinitas voltas, associando numeros reais aos pontos do ciclo trigonométrico. Isso
possibilitara, mais adiante, o estudo das fun¢des trigonométricas.

2.1 A funcao de Euler

Vamos definir a fun¢do E: IR — Q que associa a cada numero real t um Unico
ponto P localizado na circunferéncia Q, conforme ilustrado a seguir.

y T\R
t

® 1
Q P = E(t)

A1, 0)

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

e Set =0, entdo P= A, ou seja, os pontos P e A sdo coincidentes.

e Se t > 0, percorremos o ciclo no sentido anti-horario (positivo), a partir de A,
e marcamos nele o ponto P, extremidade do arco AP, de comprimento t.

e Se t < 0, percorremos o ciclo no sentido horario (negativo), a partir de A,
e marcamos nele o ponto P, extremidade do arco AP, de comprimento |t|.

Em referéncia a seu criador — o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) —,
essa fun¢do é chamada de funcao de Euler.

Podemos imaginar que a funcdo de Euler consiste em “enrolar” a reta R ao
redor da circunferéncia Q, de modo que o zero da reta coincida com o ponto A(1, 0)
e que o sentido positivo da “reta enrolada” seja o sentido anti-horario.

A funcao de Euler é periédica, de periodo 2x, ou seja:

E(t) = E(t + 2kr), comk € Z

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exemplo
3n

No ciclo trigonométrico, as imagens dos nimeros reais 0, % T, > e —% podem
ser representadas assim:

y 0 —> ponto A

B % ———> ponto B

T ——> ponto C

37n — > ponto D

D=E —% —> ponto E

Note que:

e para obter a imagem do numero negativo, percorremos o ciclo no sentido
horario;

e um mesmo ponto pode representar mais de um numero; por exemplo, as

imagens dos numeros 3Tn e —% coincidem (E=F).

2.2 Arcos congruos

Arcos que tém a mesma extremidade no ciclo trigonométrico sdo chamados
de arcos congruos. Por exemplo, percorrendo 60°, —300°, 420° e —660°, obtemos
o0 mesmo ponto P, conforme podemos observar nas figuras a seguir.

Arco de 60° Arco de —300°
y y
P P
Y A
o X
Arco de 420° Arco de —660°
y
P
A
X

Por isso, dizemos que esses arcos sdo congruos. Indicamos essa congruéncia
da seguinte maneira:

60° = —300° = 420° = —-660°
Note que tanto no sentido positivo quanto no negativo existem infinitos arcos
associados a um mesmo ponto do ciclo trigonométrico. E possivel escrever uma

expressao geral para representar esses infinitos arcos. Uma expressao geral para
esses arcos é: 60° + k- 360°, com k € 7.

Para arcos trigonométricos medidos em radiano, pela funcdo de Euler, se um
ponto P é a imagem de um nUmero t, também é a imagem dos nUmeros t + 2,
t = 4gx, ..., ou seja, é a imagem de todos os numeros t + k -+ 2x, com k € 7. Essa é
a expressao geral de todos os arcos congruos de extremidade P.

Observacao

Dada uma funcéo f: A — B:

® 0 conjunto A é chamado de
dominio da funcao f, que in-
dicamos por D ou D(f) (lemos:
“dominio de "), e o conjunto B
é chamado de contradominio
da funcdo £, que indicamos por
CD ou CD(f) (lemos: “contrado-
minio de f");

e para cada x € D(f), o elemento
f(x) € B é chamado de imagem
de x pela funcéo f. O conjunto
formado por todas as imagens
de x é chamado de conjunto
imagem da funcéo, que indi-
camos por Im ou Im(f) (lemos:
“conjunto imagem de ).

Observacao

Lembre-se de que no ciclo tri-
gonométrico o raio é 1. Assim,
o comprimento de um arco é
numericamente igual a sua me-
k dida angular, em radiano.
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I 4
Exercicios resolvidos

R2. Marcar no ciclo trigonométrico as imagens dos
numeros a seguir.
a) 8n
3

p) - m
) 3
» Resolucao

a) Observamos que:

8n _2n  6m _ 2¢m .
3 3+3 3—i—l 2n

Ou seja, para obter o, percorremos uma volta

. Entao, basta

completa mais um arco de 21 3

percorrer 2—” ,pois 8T = 27

3 3

b) Observamos que:
_17n _ _5n _ 12n

3 3

_ 5n_4

3
Ou seja, para obter —NTR, percorremos no

sentido negativo duas voltas completas mais

5n
3

3
_OT _9.91
3

um arco de 2% 3 . Entao, basta percorrer —

pois —

=
U.)‘\l
a
U1
a

R3.Usando a medida da 1° volta positiva, escrever
a expressao geral dos arcos congruos a:

41n
a) &
b) 1.105°

» Resolucao
a) Observamos que:

4ln _ 5m . 36m _ 51 3.9
6 6 6 6
Ou seja, 4(1575 é congruo ao arco de medida
56n na primeira volta positiva.
Logo, a expressao pedida é:
5n

N +k-2x,comk EZ

b) Dividindo 1.105° por 360°, descobrimos o nd-
mero de voltas completas na circunferéncia:

1.105°[360°

25° 3

1.105° = 3+ 360° + 25°

Ou seja, 1.105° é congruo ao arco de 25° na
volta positiva.

Logo, a expressao pedida é:

25° + k-360°,comk €7

J

(&

abaixo.

ADILSON SECCO

SIRT:

a) 60°
T
b) £

4. a) 60° + k- 360°, k E Z
b) %+k~2n,kEZ

c) 25° + k- 360°, kEZ

Exercicios propostos

3. Desenhe um ciclo trigonométrico e marque a imagem de cada namero

4. Usando a medida da 1® volta positiva, escreva uma expressao geral dos
arcos congruos a:

Registre as respostas em seu caderno.

9 _4n d) _15m

f) 4/n
3

e) T
)6

c) 385°
251
d) ==

q) HUm 11” tk-2mkeEZ
82
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® A funcio seno

Seja Pa extremidade de um arco no ciclo trigonométrico correspondente ao nimero
real x, conforme definido na fun¢do de Euler.

Considerando a projecado ortogonal de P no eixo vertical, a ordenada do ponto P
é o seno do arco de medida x.

ADILSON SECCO

A fung¢do seno é a funcdo f: R — R que associa cada numero real x ao nimero real
sen x, ou seja, f(x) = sen x.

Usando um software de Geometria dindmica, podemos estudar o grafico da funcdo
seno construindo-o a partir do ciclo trigonométrico.

Comecamos construindo num plano cartesiano uma circunferéncia de raio unitario
de centro na origem desse sistema. O ponto A(1, 0) é a origem do ciclo trigonométrico.

AREEACPAN o =
e[ o=’

L—Botc”)es do plano
cartesiano e da malha.

A

4“1) 2 3 4 5 6
-1

N
Sobre essa circunferéncia, construimos um arco AB qualquer e transportamos a
medida desse arco para o eixo das abscissas, determinando o segmento de reta OC.

KA RN % B P (o) B3 BN - e x
lﬂ;ﬂm o=

Pode-se construir

o segmento de reta
de mesma medida do
arco usando a
ferramenta “segmento 2
com comprimento fixo".

Tragcamos uma reta paralela ao eixo das ordenadas passando pelo ponto Ce a proje-
¢do ortogonal do ponto B nesse eixo. Marcamos o ponto D, intersec¢do dessas duas retas.

(21 AN 4][e] 2] N] -
o

Reflita

Em quais quadrantes a fun¢do
seno é positiva? E negativa?

positiva no 1° e no 2° quadrante;
negativa no 3° e no 4° quadrante

Na internet, ha diversos softwares
livres de Geometria dinamica, por
exemplo, o Igeom e o Geogebra.

Se achar conveniente, escolher

um deles ou outro e realizar essa
atividade com os alunos. Vale
ressaltar que, dependendo do
software escolhido, o passo a

passo da construcao pode mudar,
de acordo com as ferramentas
disponiveis. Por isso, € importante se
familiarizar com o programa antes de
usé-lo em sala de aula.

A reproducgédo dessa atividade
propicia o desenvolvimento da
competéncia especifica 5, ja que
possibilita a investigagédo e o
estabelecimento de conjecturas, por
meio do uso de tecnologia, de um
conceito matematico, construindo,
verificando e analisando a curva da
funcéo seno a partir do rastreamento
do ponto que a determina. Essa
competéncia se articula com a
competéncia geral 2 no que diz
respeito a investigacao, a reflexéo,

a imaginacao e a criatividade para
testar hipéteses, formular e resolver
problemas.
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Em geral, os softwares de Geometria
dinamica possuem a funcionalidade
de rastrear o caminho de um ponto.
De qualquer maneira, mesmo que

o software escolhido nao tenha

essa funcionalidade, é possivel
acompanhar a movimentacéao do
ponto, verificando, assim, sua
trajetoria.

Ao movimentarmos o ponto B em torno da circunferéncia, podemos rastrear o
movimento do ponto D, verificando o caminho que ele percorre.

[2][- [AX4]ell<]] s
=

2 h

c B ] D

ST

Com a construcdo acima, é possivel conhecer o formato da curva da func¢do seno.

Agora, vamos construir o grafico dessa fun¢do, dada por f(x) = sen x, com base nos
dados de uma tabela de valores para x. Inicialmente, consideramos alguns valores da
12 volta, para os quais o seno ja é conhecido:

| n | 3n sm | 3m | Im
X 0 4 2 4 T 4 2 g | &
2 2 N2 | 4 N2
sen x 0 5 1 > 0 > 1 > 0

Para alguns valores de x maiores que 21 ou menores que zero, temos:

X On | 5¢ | Mm | _m ¢ m | _37m
4 2 4 4 2 4
V2 N2 |2 A2
sen x 5 1 ) ) 1 >
Observacoes
On _8m . _ n_m _t__T - In
2 "4 "2t a=73 AT gt
: M _en & . _m)_ 7n
Logo: sen 2 sen 2 Logo: sen( I)—sen a2

Observe que, para valores de x maiores que 2t ou menores que zero, o seno de x
assume os valores do seno de arcos da 12 volta. Assim, a funcdo seno é periddica, pois,
para todo x € R, temos:

sen x = sen (x + 2n) = sen (x + 4n) = ... = sen (x + 2kn), com k €7
Por isso, a curva obtida no intervalo [0, 2x] repete-se para x > 2n e x < 0.
Assim, o grafico da funcdo seno estende-se por todo o eixo x.

sen x

ADILSON SECCO
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Caracteristicas da funcio seno

(W

Por defini¢do, o dominio e o contradominio da fun¢do seno séo iguais a IR.
Pelo seu grafico, chamado de senoide, observamos ainda que a fung¢do seno:

e é periddica, de periodo 2x (a curva repete-se a cada intervalo de 2n);

e é limitada, pois os valores de sen x estdo no intervalo [-1, 1]; logo, seu con-

junto imagem é Im = [-1, 1];

¢ tem amplitude (metade da diferenca entre as ordenadas maxima e minima dos

Observacao

Veja na figura:

o ordenada maxima
o ordenada minima
} amplitude

pontos do graflco) 'gual al R5. As fungdes periddicas sdo especialmente Uteis para modelar situacdes que se comportam de acordo com
algum padréo. Ao lidar com fungdes periddicas, os alunos colocam em pratica um dos pilares do pensamento
computacional: o reconhecimento de padroes. Pedir a eles que avaliem e descubram, por meio de um software

Exercicios resolvidos 2acoece:

R4. Determinar os valores reais de m para os quais
existe x tal que sen x = 3m — 2.

» Resolucao
Sabemos que os valores da funcdo f(x) = sen x
variam no intervalo [-1, 1].

Assim:

-1< senx =1
substituindo
sen x por 3m — 2
-1=s3m-2=<1

adicionando 2 em
todos os membros

I< 3m <3< dividindo todos
os membros por 3

%smsl

Entdo, m assume valores em R tais que
% =ms<1,
R5.Em um sistema predador-presa, o nimero de
00 predadores e de presas tende a variar periodi-
camente com o tempo. Considere que em de-
terminada regidao, onde ledes sao os predadores
e zebras sao as presas, a populacao de zebras

tenha variado de acordo com a fungdo dada por:

Z(t) = 850 + 400 - sen %t, em que o tempo t é

medido, em ano, a partir de janeiro de 2000 (t = 0).

BANK/GETTY IMAGES

JOE MCDONALD/THE IMAGE

Fotografia mostrando uma leoa cacando uma
zebra. Foto de 2005.

Com base no texto, responder as questoes.
a) Quantas zebras havia em janeiro de 2020?

b) Qual foi a populacdo minima de zebras atin-
gida nessa regiao?

de desenho de gréficos de funcdes, quando a populacéo de zebras foi maxima e de quanto em quanto tempo isso\

c) De acordo com a funcdo dada, quando foi a
primeira vez que a populacdo de zebras foi
minima?

d) De quanto em quanto tempo a populagao de
zebras se repete?

» Resolucao

a) Em janeiro de 2020, temos t = 20. Substituindo
t por 20 na equacao dada, obtemos:

Z(20) =850 + 400 - sen (n-Tzo)

Z(20) = 850 + 400 - sen (5n)
Z(20) =850 + 400 - 0 = 850
Logo, em janeiro de 2020 havia 850 zebras.

b) A populagdo minima ocorre quando sen %t

atinge seu valor minimo, ou seja, quando
nt _

sen 7~

Z(t) = 850 + 400 - (—1) =450

Logo, a populagdao minima foi de 450 zebras.

—1. Entdo, para esse valor, temos:

c) Na 1*volta do ciclo trigonométrico, sen x atinge
seu valor minimo (—1) para x = %‘ Entdo, a

fungdo dada serd minima para:
nt _ 3n t 3 3:-4
= R =22 .t-6
4 - 273 27" 7
Portanto, a populagao de zebras atingiu seu
valor minimo, pela primeira vez, 6 anos apés

janeiro de 2000, ou seja, em janeiro de 2006.

d) A funcdo seno tem periodo 2x. Assim:

B-nsi=25t=8

Logo, a populagao de zebras se repete de 8 em
8 anos.
a) 850 + 400 - 1 = 1.250

. Logo, a populagdo maxima foi de
Reflita 1.250 zebras.

a) Qual foi a populagdo maxima de zebras?
b) Quando isso ocorreu pela primeira vez?

nt _ m _
2 2:>t2

Logo, a populagdo maxima foi atingida pela

primeira vez em 2002.
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O exercicio 9 favorece o desenvolvimento da habilidade EM13MAT404 da BNCC,
ja que propde, com base na andlise grafica, identificar o dominio e a imagem da funcéo.

a4

N\

Exercicios propostos
5. Calcule:

No exercicio R12, mostramos

como utilizar um software de

construgdo de graficos para

b) sen 131': 7@ trg(;ar o g,réfico de uma funcéo

T4 2 trigonomeétrica.

9. a) Porque no gréfico | os
numeros irracionais foram
aproximados para nimeros

a) sen 3.465° — 2.

c) sen 4.230° —1

racionais com duas casas

d) sen (_ﬂ) RNER decimais. Assim, 2 foi

3 representado por 6,28

(2 = 6,28).

e) sen ( 3.465° ) d) Espera-se que os alunos
concluam que o grafico de
f é o gréfico de g deslocado

f) sen ( 13n ) uma unidade para cima.
Assim, o conjunto imagem
das duas fungdes nédo é

g) sen ( 4. 2300) o mesmo. No entanto, o
periodo, a amplitude e o
dominio s&o iguais.

h) sen 12“ —g

6. Observando os valores encontrados no item

anterior, que relacao podemos estabelecer entre
sen o e sen (—o)? sen (o) = —senoou
sen o = —sen (- o)

7. Determine os valores reais de k para os quais

existe xtalquesenx =2k — 3. 1<k=2

8. Faca um esbogo do grafico de f(x) = sen x para

X € [2m, 47]. Ver resolugdo no Guia do professor.

9. Foram utilizados dois softwares diferentes de

construcao de graficos para representar a funcao f,
de lei f(x) = 1 + sen x, produzindo os graficos I
e Il a seguir.

y=flx)

ADILSON SECCO

) =11+ sin x =
4 ok | cancelar| ajuda

II Ya

Ul
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12. Em uma funcao do tipo f(x) =

Registre as respostas em seu caderno.

Em grupo, analisem os graficos e respondam as

seguintes questdes:

a) Por que no gréfico I o periodo da funcao f é
igual a 6,28 e no grafico II é 2n?

b) Qual é a amplitude dessa fung¢do? 1

¢) Quais sdo o dominio e o conjunto imagem da
funcao f ? D(f) = R; Im(f) = [0, 2]

d) Compareo graficodessafuncao,f(x) =1+ senx,
com o da funcao g(x) = sen x. O que vocé
pode concluir?

10. A procura por emprego em certa empresa obedece

a fungéo f(t) = 2500 + 1.215 - sen (1t3t n o,

que t, em més, é contado a partir de janeiro de
2019 e f(t) é o nimero de pessoas. Determine o
nimero maximo de pessoas que procuram em-
prego nessa empresa. 3.715 pessoas

e

11. A altura h, em metro, da maré em certo ponto do

litoral, em funcao do tempo, é dada aproximada-
mente pela expressao h(t) = 3 + 2 - sen (% . t),

em que t é o tempo, medido em hora a partir do

meio-dia.

a) Qual foi a altura maxima atingida pela maré?
E a minima? 5m; 1 m

b) Com base em uma tabela, esboce o grafico
dessa fungéo. Ver resolucéo no Guia do professor.

c) Em um dia qualquer que horas ocorre a maré

b) pmarealta as3heas15h;
alta? E a maré baixa? maré baixa: as 21 heas9h

d) De quanto em quanto tempo a altura da maré
se repete? de 12 em 12 horas

k- sen x, a presen-
ca do parametro k, k € R}, modifica o grafico de
g(x) = sen x. Utilizando como exemplo a fungao
f(x) = 2 - sen x e realizando, em duplas, os itens
propostos a seguir, vamos verificar como isso
acontece. Ver resolucéo no Guia do professor.

a) Criem uma tabela com trés colunas, intitu-
ladas x, sen x e 2 - sen x, e completem-na
considerando os valores de x variando no
intervalo [0, 27].

b) Em um sistema de eixos cartesianos, cons-
truam o grafico da funcéo g(x) = sen x.

c) No mesmo sistema, construam o grafico da
funcao f(x) = 2 - sen x.

d) Comparem a amplitude da funcdo g com a
amplitude da funcao f. O que vocés observam?

e) Refacam os procedimentos indicados nos itens
a, b, ced para a fungao h(x) = 3 - sen x. Como
vocés generalizariam o resultado do item d
para funcoes do tipo i(x) = k - sen x, em que
k €R}?

J
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O entendimento da situagéo apresentada no exercicio 11 auxilia no desenvolvimento da habilidade EM13MAT306 da BNCC, uma vez que
apresenta a utilizagdo de uma funcéo periédica modelando a variacéo das marés.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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© A funcio cosseno

Seja Pa extremidade de um arco no ciclo trigonométrico correspondente ao nUmero
real x, conforme definido na fun¢do de Euler.

Considerando a proje¢do ortogonal de P no eixo horizontal, a abscissa do ponto P
é o cosseno do arco de medida x.

o

COos x

)>><

*-----

ADILSON SECCO

A func¢do cosseno é a fun¢do f: IR — R que associa cada numero real x ao nimero
real cos x, ou seja, f(x) = cos x.

Assim como fizemos com a funcdo seno, também podemos estudar o grafico da
fun¢do cosseno, construindo-o a partir do ciclo trigopnométrico com auxilio de um
software de Geometria dindmica.

Como na funcdo seno, construimos num plano cartesiano uma circunferg\ncia deraio
unitario de centro na origem desse sistema. Depois, construimos um arco AB qualquer,
com A(1, 0) como origem do ciclo trigonométrico, e transportamos a medida desse
arco para o eixo das abscissas, determinando o segmento de reta OC. Tracamos uma
reta paralela ao eixo das ordenadas passando pelo ponto C. Em seguida, tracamos a
projecao ortogonal do ponto B no eixo das abscissas, marcando o ponto D. A medida
do segmento OD corresponde ao cosseno de AB.

(2] 4]@]<
7 x]A4 N

= o X

1] ]

AT
-1\ O [Ah|€ 2 3 4 5 6

-1

Para obter o ponto que desenhard a curva da funcdo cosseno, é preciso transportar
a medida de OD para o eixo das ordenadas. Para isso, construimos a bissetriz do 1° e
do 3° quadrante do plano cartesiano, marcando o ponto E, interseccdo dessa bissetriz
com a reta BD, e projetamos o ponto E no eixo das ordenadas. Marcamos, entdo, o
ponto F, interseccdo da reta que contém a projecdo ortogonal com a reta que passa
pelo ponto C. O ponto F é que desenhara a curva dessa funcao.

2 4@«
7] o=

- o X

Reflita

Em quais quadrantes a
fung¢do cosseno é positiva?
E negativa?

positiva no 12 e no 4° quadrante;
negativa no 2° e no 3° quadrante

Se achar conveniente, realizar essa
atividade com os alunos, lembrando
que, dependendo do software
escolhido, o passo a passo da
construgéo pode mudar, de acordo
com as ferramentas disponiveis.

A reproducao dessa atividade
propicia o desenvolvimento da
competéncia especifica 5, ja que
possibilita a investigacdo e o
estabelecimento de conjecturas, por
meio do uso de tecnologia, de um
conceito matematico, construindo,
verificando e analisando a curva

da fungéo cosseno a partir do
rastreamento do ponto que a
determina. Essa competéncia se
articula com a competéncia geral 2
no que diz respeito a investigagéo, a
reflexdo, a imaginagéo e a criatividade
para testar hipéteses, formular e
resolver problemas.

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA
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>
Movimentando a extremidade B do arco AB em torno do ciclo trigonométrico, pode-
mos rastrear o movimento do ponto F e observar o desenho da curva da func¢ao cosseno.

2108 P = o1 P2 S
A &

—_
NELSON MATSUDA

[
720/1 3y56

Agora, vamos construir o grafico dessa funcao, dada por f(x) = cos x, partindo de
uma tabela de valores para x. Inicialmente, consideramos alguns valores da 1° volta,
para os quais o cosseno ja é conhecido:

X 0 n | = | 3n Sm | 3m | Tmo| o
4 2 4 n 4 2 a4
2 2| .| 2 2

Cos X 1 > 0 5 1 =N 0 > 1

Para alguns valores de x maiores que 21 ou menores que zero, temos:

x Ot | 5S¢ | Mz | | _m |_3m
4 2 4 4 2 4
2 N2 | V2 N2
€os X > 0 > > 0 >

Observe que, para valores de x maiores que 2t ou menores que zero, o cosseno de x
assume os valores do cosseno de arcos da 12 volta. Assim, a funcdo cosseno é periddica,
pois, para todo x € R, temos:

cos X = €os (x + 2w) = cos (x + 4n) = ... = cos (x + 2krn), com k € Z
Por isso, a curva obtida no intervalo [0, 27] repete-se para x > 2n e x < 0.

Assim, o grafico da fun¢do cosseno estende-se por todo o eixo x.

Observe que o grafico da funcdo cosseno é uma translacdo (deslocamento) da
senoide de % rad para a esquerda.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Caracteristicas da funcao cosseno

Por definicdo, o dominio e o contradominio da funcdo cosseno sdo iguais a R.
Pelo seu gréfico, chamado de cossenoide, observamos, entre outras caracteristicas,

que a funcao cosseno:

e ¢ periddica, de periodo 2x (a curva repete-se a cada intervalo de 2m); y

Reflita

e Quando f(—x) = f(x) em
todo o dominio de uma
funcéo f, ela é chamada
de funcao par.

f(-a) = f(a)

¢ élimitada, pois os valores de cos x estdo no intervalo [—1, 1], o que significa que

seu conjunto imagem é Im = [—-1, 1];
e tem amplitude igual a 1.

4 4
Exercicio resolvido

= L
parax = .

R6. Calcular o valor da expressao cos x + cos 2x + cos 3x + ... + cos 10x

e Quando g(—x) = —g(x) em
todo o dominio de uma
funcéo g, ela é chamada
de funcao impar.

Exercicios propostos
n
4)
Cos 2x + cos 4x + cos 6x + ... + cos 78x + cos 80x 0

13. Calcule, para x = -, o valor da expressao:

14. Faca um esboco do grafico de f, de lei f(x) =

= COos X para X € [2r, 4n]. Ver resolugao no
Guia do professor.

15. A curva apresentada abaixo é a representacao
gréfica da funcdo g, com g(x) = 1 + cos x.

y

/2<

Analisando o grafico, responda as questoes.

a) Qual é o periodo da fungdo g? 2

b) Qual é a amplitude dessa fungao? 1

c) Quais sdo o dominio e o conjunto imagem da
funcao g? D) = R; Im(g) = [0, 2]

d) Compare o grafico dessa funcao,
g(x) = 1 + cos x, com o da fungao f(x) = cos x.

O que vocé pode concluir?

O exercicio 15 favorece o desenvolvimento da habilidade EM13MAT404
da BNCC, ja que propde que, com base na andlise grafica, sejam
identificados o dominio e a imagem da fungéo.

o conjunto imagem das duas funcées ndo é o mesmo.
No entanto, o periodo, a amplitude e o dominio sdo iguais.

» Resolucao y
Substituindo x por %, obtemos a expresséo: S 9(-a)
| \\a
cos%+cos2?n+cos3?n+...+cosm7n: 7 -a\ /X x
g@rt---
1 1 1,1 1 1 1 3
BoeocoosillasedaeFildaaa=llaaa=s -
2 2 1 2 2 ! 2 2 1 2 2 e A funcao cosseno pode ser
classificada em funcéo par,
Assim, para x = L, a expressio vale _3 Impar ou nem par nem
3 2 impar? E a funcdo seno?
g W,
A fung@o cosseno é par, pois, para todo x € R, cos (—x) = cos x.
A fungao seno é impar, pois, para todo x € R, sen (—x) = —sen x.
[- 15. d) Espera-se que os alunos concluam que o grafico de g € o \
grafico de f deslocado uma unidade para cima. Assim, Registre as respostas em seu caderno.

16. Observe que os dois graficos abaixo, tragados
no mesmo sistema cartesiano, representam
funcdes no intervalo [0, 2] e sdo simétricos em
relacdo ao eixo x.

Sdo graficos de fungdes do tipo f(x) = k - cos x:

e o grafico cinza representa a fun¢do dada por
g(x) =1-cosx;

e o grafico verde representa a fungao dada por
h(x) = —1- cos x.

Com base nessas consideragodes, construa os
graficos de m(x) = sen x e n(x) = —sen x em um

mesmo sistema cartesiano no intervalo [0, 2x].
Ver resolugao no Guia do professor.

89

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO



Reflita

Analise em quais quadrantes
a funcdo tangente é positiva
e em quais quadrantes ela
é negativa.

A fungédo tangente é positiva no 1° e
no 3° quadrante e negativa no 2°
€ no 4° quadrante.

20

17. Diversas doencas sdo sazonais, ou seja, em determinado periodo do ano
tém maior ocorréncia. Esse é o caso da dengue, que tem maior ocorréncia
no periodo quente e chuvoso do ano, época que propicia condi¢cdes mais
favoraveis para a proliferacao do mosquito transmissor da doenca.

O numero de casos de dengue, em determinada regido, variou aproxima-
damente de acordo com a fungdo n(t) = 6.380 + 5.900 - cos (—n - t6_ n)’

em que t é o més do ano, sendo t = 1 para janeiro, t = 2 para fevereiro, ...,
t = 12 para dezembro.

Quantos casos ocorreram no pico da doenga? Em qual més ocorreu
esse piCO? 12.280 casos; em janeiro

J. DURAN MACHFEE/FUTURA PRESS

Fotografia mostrando dgua parada em um pneu.

\. J

© A funcao tangente

Seja P a extremidade de um arco, na circunferéncia trigonométrica de centro O,
correspondente ao numero real x.

Consideremos o ponto T de interseccio entre a reta OP e a reta tangente a circun-
feréncia pelo ponto A(1, 0).

Sabemos que a ordenada do ponto T é a tangente do arco de medida x.

tg x

ADILSON SECCO

A funcdo tangente é a funcéo f: R — {% + km, k € Z} — [R que associa cada

numero real x do dominio ao nimero real tg x, ou seja, f(x) = tg x.

Observacao

Quando x é a medida de um arco congruo a % rad ou a 37“ rad, ndo ha interseccédo

da reta OP com a reta tangente a circunferéncia pelo ponto A(1, 0). Por isso, a funcdo
tangente ndo estéd definida para x = % + km, com k € 7.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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A atividade do boxe Explore propicia o desenvolvimento da competéncia especifica 5, ja que possibilita a investigagéo e o estabelecimento de conjecturas,

por meio do uso de tecnologia, de um conceito matematico, construindo, verificando e analisando a curva tangente a partir do rastreamento do ponto que a

determina. Essa competéncia se articula com a competéncia geral 2 no que diz respeito a investigacao, a reflexao, a imaginagao e a criatividade para testar

hipoteses, formular e resolver problemas.
Vamos construir o grafico dessa fun¢do, dada por f(x) = tg x, com os dados de uma Explore
tabela de valores para x. Inicialmente, vamos considerar x no intervalo [0, 2x].

Com base nas construcdes

- - 3 51 3n I dos porztos que rastreiam

X 0 - =y —_ T — | 5 | 2n as fun¢des seno e cosseno
4 2 4 4 2 4 L

apresentadas nos tépicos 3

ol 0 1 4 1 0 1 1 1 0 e 4, respectivamente, facam,

9 em duplas, uma descri¢do

do passo a passo para ob-
ter o ponto que rastreia a
funcdo tangente. Com o
auxilio de um software de

5 . 1 3 Geometria dinamica, realize
JR L BV A L V1 _m | _T |_3T | _ testes para verificar a vali-
X 3n T p

4 2 4 4 2 4 dade da descricdo.
tg x 1 ﬂ -1 0 -1 ﬁ 1 0 Ver resolugé@o no Guia do professor.

Observe que, para valores de x maiores que T ou menores que zero, a tangente de x
assume os valores da tangente de arcos da 1® meia-volta. Assim, a funcdo tangente é
periddica, pois, para todo x do seu dominio, temos:

tgx=tgx+7n)=tg(x+2n) =... =19 (x + ki), comk €7

Por isso, a curva obtida no intervalo } -1 1[ repete-se para x > &~ e x < —L&.

2" 2 2 2
Assim, o grafico da funcdo tangente tem o seguinte formato: [ Observacio

e Uma funcéo f é crescente
em um intervalo do do-

| minio se, e somente se,
para quaisquer valores a

e b desse intervalo, com

a < b, tem-se f(a) < f(b).

y

ADILSON SECCO

f(b){-
fla) /|

7ab X

e uma funcao f é decres-
cente em um intervalo do
dominio se, e somente se,

Caracteristicas da funcdo tangente para quaisquer valores a

e b desse intervalo, com
a < b, tem-se f(a) > f(b).

Por definicdo, o dominio da fun¢do tangente é R — {% +km, k € Z} e o contra-
y

dominio é R.
Pelo seu grafico, observamos ainda que a funcdo tangente:
e é periddica, de periodo T;

N (e 7 . . , f(a)
e ndo é limitada, ja que seu conjunto imagem é Im = ]—oo, +00[ ou R.

f(b)

As linhas pontilhadas verticais que passam pelos pontos de abscissa % + k®, com

k € 7, sdao denominadas assintotas da curva que representa a fun¢do f, dada por

f(x) = tg x. Observe que, quando x se aproxima de % + km, a curva se aproxima das

assintotas, lembrando que a fun¢do tangente nao existe nesses pontos.

. A fungéo tangente é uma funcgao impar, pois, para todo x
Reflita pertencente a seu dominio, tg (—x) = —tg (x).

A funcdo tangente pode ser classificada em func¢do par, impar ou nem par nem impar?
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Observacao

Equacgdes do tipo
3x+cosm = 2o0u

T 1480
sen — + X = — nao sao
4 2

equacdes trigonométricas,
pois a incégnita x ndo
representa a medida de

um arco.

Observacao

—
Quando a medida de um
arco ou de um angulo esti-
ver sem unidade de medida,
sera considerada a medida
em radiano.

92

18.¢) D(h) = R — { % +km k€T } Im(h) = }oo,ﬂo[
(@ ) R
Exercicios propostos

18. A curva abaixo é a representacao grafica da fungao h, tal que
h(x) =1+ tgx.

y O exercicio 18
favorece o

| h/ desenvolvimento
| da habilidade
| EM13MAT404
| da BNCC, ja que
3m, propde que, com
2. base na andlise

51 i 31 7n x Oréfica, sejam
2 4 7 7 identificados
-1 o dominio e
aimagem da
) funcao.

Analisando o grafico, responda as questoes.
a) Qual é o periodo da fungdo h?
b) Por quais valores de x passam as assintotas da fungdo h? % + k. com k € Z
c) Quais sao o dominio e o conjunto imagem da funcdo h?
19. No plano cartesiano abaixo, a curva cinza representa a funcao g(x) = tg x,
e a curva vermelha representa a fungao j(x) = -1 - tg x.
y
9

/

3n
2
Espera-se que os

alunos concluam
quegx) =tgxe
jx) = —tg x sdo simétricas em

J

Analisando os graficos, 0 que podemos afirmar? ‘gcz0 a0 eixo x.

® Equacdes trigonométricas

Toda equa¢do em que aparecem razdes trigonométricas com arco de medida
desconhecida é chamada de equacao trigonométrica.

Exemplos

a)senx =0,5

-3
b) cos 2x = 2
Qt@x+ (V3 -1-tgx—+3=0

T )1
d)sen(z +x)— 2

Na resolucdo das equacgdes trigonométricas deste capitulo, vamos considerar, para
as incognitas, valores reais que representam as medidas dos arcos em radiano.
6.1 Resolucao de equacoes
trigonométricas no intervalo [0, 2x]

Vamos estudar a resolucdo de equagdes trigonométricas tendo como conjunto
universo o intervalo [0, 2x].
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ha 4
Exercicios resolvidos

R7.Obter os valores de x, com 0 < x < 2x, para 0os quais sen x = %

» Resolucdo
No ciclo trigonométrico, observamos que, para sen x = %, temos

dois arcos:

* no 1° quadrante: x = %

6bn—m
* no 2° quadrante: x = — L= 22T _ 3T

6 6 6
Logo x=Zoux=2L
’ 6 6’
R8. Encontrar o conjunto solucao da equacgao tg 2x = ‘/3§, com 0 < 2x < 2.
» Resolucao
C . NE . )
om tangente igual a 3 existem dois arcos:

* no 1° quadrante: %

e no 3° quadrante: n + £ - 8T T _ 7z
6 6
Assim: 2x = & ou 2x = 7—n:>x zioux:7—n
' 6 6 12 12

Portanto, o conjunto solucao da equagao é S = { & 7”},

12’12

R9. Quais sao os valores de x, em radiano, que satisfazem a equacao
cosx + 1 =sen’x?
» Resolucdo
Da relacdo fundamental da Trigonometria vem: sen”x = 1 — cos” x (I)
Substituindo (I) na equacao dada, obtemos:
cosx+1=sen’x=cosx+1=1—cos’x=cos’x + cosx =0

L

Colocando cos x em evidéncia, temos: (cos x) * (cos x + 1) = 0

Para um produto ser nulo, um dos fatores deve ser nulo, ou seja:

cosx=0oucosx=—-1
Observando os ciclos trigonométricos, encontramos os valores de x:
g
2
0 T
cos =1 cos
3n
2
cosx:O:x:%oux:%’t cosx=—-1=x=n

Portanto, os valores de x, com 0 < x < 2x, que satisfazem a equagdo

sen

93
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R10. Determinar o conjunto soluc¢éo da equacgéo sen’ x —2 « sen x = 0.

» Resolucao

Substituindo sen x por y, obtemos: y* — 2y = 0,com —1 <y < 1.
Resolvendo a equagao do 2° grau, obtemos:
y’-2y=0=y(y—-2) =0

y=0ouy = 2 (ndo convém, pois ~1 <y <1)

Logo, sen x = 0. Obtemos, assim, x =0 ou x = .

Portanto, no intervalo 0 < x < 2rx, temos S = {0, ©, 2x}.

- _J

(& ~
Exercicios propostos

20. Determine o valor de x, em radiano, com x € [0, 2], nas seguintes

equagoes:
1 = 51 _ 3n n =
a)cosx—§ 5o ) tgx =—1--ou-~ €) sen x = 0 0ournou2n
_ \/§ b3 2n _ T
b) sen x = o= - our d)senx=1-=
21. Determine os possiveis valores de x, com 0 < x < 27, nas equagoes a
seguir:
a)senx-(senx+1) =00 r2re "
b)2-senx-cosx—cosx=0 n_ n 5t , 8n
6 2" 6 2

c) cos?’x—2-cosx+1=00e2r

22. Imagine o ciclo trigonométrico sobreposto ao mostrador de um relégio
analdgico, com centros coincidentes. Se o ponteiro das horas aponta para
a origem do ciclo as 15 h, que horas o relégio indicard quando esse pon-
teiro apontar para a extremidade de um arco do ciclo correspondente a
um angulo cujo seno é igual a —0,5? (Dica: considere somente uma volta
do ponteiro de horas, iniciando as 15 horas.) 16 hou20h

Considerando o

mesmo seno (—0,5),

P° 7 perguntar aos

\ alunos que horas o

10 2 relégio indicara se o

ponteiro das horas

continuar girando

. 8 4 por mais uma

7 5 volta. Eles deverdo

¢ X perceber que o

relégio marcara 4 h
ou 8 h.

ADILSON SECCO

23. Determine x, em radiano, sabendo que cos (x - %) =—-leque

0$xs2n.‘°’2—”

\ J

6.2 Resolucao de equacgoes
trigonométricas no conjunto universo U = R

No tépico anterior, estudamos a resolu¢do de equagdes trigonométricas tendo
como conjunto universo o intervalo [0, 2x]. Agora, vamos estuda-las considerando
o conjunto universo U = R.

Nos exemplos a seguir, veremos que, para obter a solu¢cdo das equagdes no universo R,
basta resolvé-las como se fosse no intervalo [0, 2n] e, em seguida, escrever a expres-
sdo que fornece as medidas dos arcos céngruos, nas infinitas voltas da circunferéncia
trigonométrica. Acompanhe os exemplos a sequir.
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Exemplos sen

a) Vamos determinar x tal que sen x = sen % sendo U = R.

T 3n
4" 4

associadas a esses pontos, nas infinitas voltas da circunferéncia trigonométrica.

Se sen x = sen % entdo x pode assumir os valores e todas as medidas

Portanto, no universo real, o conjunto solucdo é:

S={x€\R|x=%+2knoux=%Tn+2kn,kEZ}

b) Vamos obter x tal que sen x = g, sendo U = R. sen

No intervalo [0, 2x], os arcos cujo seno vale g medem % e ZTR

Logo, no universo real, o conjunto solugdo é:

S={x€|R|x=%+2knoux=2Tn+2kn,kEZ}

¢) Vamos obter x tal que cos (x - 1) = —i, sendo U = R.

6 2

No intervalo [0, 2xt], os arcos cujo cosseno vale 1 medem 2n e 4—n. Assim: om
2 3 3 = +2kn

27

x—F =20 4ok x =28 4+ Ty ok =28 4 2kn

xz
6 3 3 6 6
_ An 4n 9n

_n_An ~4n T =9 = 3n /./
xX— & 3+2k1t=>X 3-|-6+2k1t 6+2kn 2-i—2k7t 1 0 or
2
Entdo, o conjunto solucdo, no universo real, é:

Sz{xE\Rlxzs—n+2knoux=3—n+2kn,kEZ} 3 t2kn

6 2

d) Vamos resolver a equacdo tg 2x = 1.

Os arcos cuja tangente vale 1, considerando a primeira volta no ciclo trigonomé-
T 5n

trico, medem T e T

g

Quando nao se menciona o conjunto universo, fica convencionado que U = R.
Considerando, entdo, o conjunto universo real, temos:
km

2x:%+kn:>x:%+7,comk62

Repare que, nesse caso, basta somar um multiplo de & ao primeiro ponto para
obter todos os pontos que sdo solucdo da equacao.

Assim, o conjunto solucéo é:

- _n , kn
S—{xelex— 5 = ,kez}
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3n 2n

24.a)s:{xelex:£+2knoux:7+2kn,kel} b)s:{xewklx:£+2knoux:T+2kn,kez}

4 3

a4

N\

Exercicios propostos

24. Resolva as equacoes a seguir, sendo U = R.

25.

26.

27.

~

_ N2
a) senx = - d) cos x = cos (—%)
b)senx:sen%t e)tgx = —3 s:{xe\Rlx:%’t+kn,kez}
c)cosx=—l 1’)tgx=tg5—7E S={x€\R|x=£+knkeZ}
2 4 4 :
Resolva a equacéo cos(x + %)= %em R. S:{xewklx: 2132” + 2kn oux:%+2kn,k61}

Resolva, em R, a equagdo sen x+cos x = 0. s— {X ER|x— %Tf K ez}

Observe a figura do ciclo trigonomeétrico.
Resposta possivel:

cos x = N2
? 3
b
— + 2kn
4 |
| (o]
| Q
| (&)
! &
T > P4
1 cos 3
3 =
5n |
— + 2km
4

Supondo que a figura destaque as raizes de uma equacao trigonométrica, escreva essa equagdo. Compare
sua resposta com a de um colega.

O objetivo deste topico é possibilitar aos ~ s o

alunos a construcao de graficos mais C t g d g f

complexos sem o uso de tabelas. Para Ons ru ao e ra’ lcos

isso, é fundamental entender o papel que

cada parametro desempenha na fungéo Até aqui vimos graficos das fun¢des trigonométricas fundamentais: seno, cosseno e
trigonométrica em foco. . . - .

Se possivel, e se julgar oportuno, para  tangente. Agora, vamos aprender a construir graficos de outras fun¢Ges a partir desses

que os alunos compreendam melhor
esse papel, mostrar mais exemplos de

graficos. Inicialmente, construiremos o grafico de uma das fun¢des fundamentais (cor

cada um dos casos usando um software  Cinza) €, a partir dele, efetuando algumas transformacées, obteremos o grafico pedido.
de construcéo de gréaficos, assim como
feito no exercicio R12.

96

Transladando o grafico

Transladar significa deslocar. A seguir, veremos alguns graficos de fun¢des que
podem ser obtidos por meio de deslocamentos verticais ou horizontais dos graficos

das funcdes fundamentais.
24.c)S:{XE\R\x:z—;+2knoux:4—;+2kn,kez}

Exemplos
,J _ 5n __bn
d)S—IxE\R\X—?Jernoux— ?+2kn,kel}

a) f(x) =2 + senx

Primeiro, montamos uma tabela atribuindo a x alguns valores entre 0 e 2m.

X 0 o n 3n . EL 3n In o

4 2 4 4 2 4
sen x 0 % 1 g 0 7% -1 7% 0
2+senx| 2 2+% 3 z+g 2 2772 1 2772 2
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Construimos, entéo, os graficos das fun¢des dadas por g(x) = sen xe f(x) = 2 + sen x,
em um mesmo sistema de eixos, para efeito comparativo.

ADILSON SECCO

Observe que, transladando (deslocando) o grafico de g, ponto a ponto, duas
unidades para cima, obtemos o grafico de f. Agora, o grafico oscila entre os va-
lores minimo 1 e maximo 3. Ou seja, o conjunto imagem de fé [1, 3]. Note que o
dominio, o periodo e a amplitude, em relacdo a funcdo g, ndo foram alterados.

Analisando casos semelhantes a esse, notamos que:

Os graficos de fungdes trigonométricas do tipo y = ¢ + sen x sao obtidos a
partir de uma translacdo de|c|unidades em relacdo ao grafico y = sen x
da seguinte forma:

e se ¢ > 0, a translacdo é para cima;

® se ¢ <0, atranslacdo é para baixo. No boxe de pensamento
computacional sera favorecido o
O mesmo vale para funcées do tipoy = c + cosxe y = ¢ + tg x. desenvolvimento da competéncia

especifica 4 e da habilidade
EM13MAT315 da BNCC, uma vez
que os alunos véo ler e interpretar um
; algoritmo em linguagem corrente e
(. ’) Pensamento computacmnaﬂ em um fluxograma.

N
Algoritmo

Assituacdo do desenho e da translagdo vertical do gréfico

das fungdes trigonométricas dos tipos y = ¢ + sen x,
y =c+ cosxouy = c+ tg x pode ser representada
por meio de um algoritmo. Veja o exemplo a seguir, em
linguagem corrente, para func¢des do tipo y = ¢ + tg x.
Passo 1. Desenha-se o grafico de y = tg x.

Passo 2. Verifica-se o valor de c¢. Se ¢ > 0, va para o
passo 3. Se ndo, va para o passo 4.

Passo 3. Como ¢ > 0, entdo o gréfico é transladado
de c unidades para cima. Termina-se o algoritmo.
Passo 4. Verifica-se o valor de c. Se ¢ = 0, o grafico ndo
muda e termina-se o algoritmo. Se néo, va para o passo 5.
Passo 5. Como ¢ < 0, entdo o gréfico é transladado
de c unidades para baixo e termina-se o algoritmo.
Esse algoritmo também pode ser representado por
meio de um fluxograma. Veja ao lado.

Nesse fluxograma, ha duas estruturas de decisdo que estdo encadeadas. Em geral, uma estrutura de decisdo
permite dois caminhos: um em caso afirmativo e outro em caso contrario. Para que haja mais de dois caminhos,
é preciso encadear estruturas de decisdo, como foi feito com os passos 2 e 4. O passo 2 verifica se o valor de c é
maior que 0; caso contrario, segue para o passo 4, em que se verifica se ¢ é igual a 0; se ndo, c € menor que 0.

Passo 3

Passo 4

\i
FIM

. J
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No boxe de pensamento computacional,

os alunos véo representar um algoritmo

em um fluxograma, favorecendo o b) f(x) = cos (X + ﬂ)
desenvolvimento da competéncia 2
especifica 4 e da habilidade

EM13MAT315, da BNCC. Novamente, montamos uma tabela atribuindo a x alguns valores entre 0 e 2m.
X 0 o I 3n . EL 3n In o
4 2 4 4 2 4
cos x 1 % 0 7% -1 f% 0 % 1
b1 T 3n 5n 3n n 9n 5n
X+ = = == == - — == =
2 2 4 m 4 2 4 2n 4 2
cos [x+ L 0 N2 -1 N2 0 N2 1 A2 0
2 2 2 2 2
(‘ ’) Pensamento Os graficos das fun¢des dadas por g(x) = cos x e f(x) = cos (x + 1) sao:
computacional 2
) y
Escreva um algoritmo
em linguagem corrente o
que descreva a translacéo 8
. L [z
horizontal do grafico de z
uma funcao trigonomé- 2
. <
trica de sua escolha. Em
seguida, represente esse
algoritmo utilizando um
fluxograma.
\_ ) A funcédo f apresenta mesmo dominio, mesmo conjunto imagem, mesmo periodo
Resposta possivel: e mesma amplitude que g, mas o grafico de g sofreu uma translacdo (deslocamento)
Passo 1. Desenha-se o grafico de n
y=tgx de = para a esquerda.
Passo 2. Verifica-se o valor de b. 2
Se b > 0, va para o passo 3. Se ndo, va Analisando casos semelhantes a esse, notamos que:
para o passo 4.
Passo 3. Como b > 0, entdo o grafico
é transladado de b unidades para a e ~ . ~ . q
esquerda, Termina-se o a|gor§m0. Os graficos de fungdes do tipo y = cos (x + b) sdo obtidos a partir de uma transla-
gazso ‘(1)- Verif,i:g_a-se o Valcg deb. cdo de|b|unidades em relacdo ao gréfico y = cos x de tal modo que:
e b = 0, o grafico ndo muda e termina-se B .
o algoritmo. Se nao, V4 para o passo 5. e se b > 0, a translagdo é para a esquerda;
Passo 5. Como b < 0, entdo o grafico & - ..
transladado de b unidades para a direita * se b <0, atranslacdo € para a direita.
o termina SEEp tmo. O mesmo pode ser verificado para funcdes dos tipos y = sen (x + b) ou y = tg (x + b).
5 | IN[cIO |
(g >
>
: Alterando a amplitude
z
@ ndo Agora, vamos obter alguns graficos “esticando” ou “achatando” verticalmente os

graficos das fun¢des fundamentais.

'Passo3 k i 5
‘; ‘ sim Passod nao
_ Exemplo

Passo 5 . o
‘17‘ Vamos construir o grafico de f(x) = 3 - cos x.

Primeiro, montamos uma tabela atribuindo a x alguns valores entre 0 e 2.

| FM
X 0 I I 3n T on 3n In o
4 2 4 4 2 4
V2 2 _ R V2
CoS X 1 > 0 > 1 > 0 3 1
3-cos x 3 ¥ 0 —¥ -3 _¥ 0 ¥ 3
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Os graficos de fe g, com g(x) = cos x e f(x) = 3 - cos x, sdo:

ADILSON SECCO

Observe que, multiplicando g(x) = cos x por 3, “esticamos” o grafico verticalmente:
agora, ele oscila entre —3 e 3. Ou seja, a amplitude de 1 é 3, o triplo da amplitude de g,
e o conjunto imagem de fé [-3, 3].

Veja que o dominio e o periodo ndo foram alterados.

Analisando casos semelhantes a esse, notamos que:

Gréaficos de funcbes trigonomeétricas do tipo y = d « cos x tém amplitude | d|.
O mesmo ocorre para funcées do tipo y = d - sen x.

Observacao

Os procedimentos para obter graficos de funcées nas formas f(x) + ¢, f(x + ¢) e ¢ - f(x),
com base nos graficos de f, podem ser aplicados para as funcées em geral.

Reflita

Qual seria o efeito sobre o
grafico de g se tivéssemos:

a) () = 5

b) f(x) = —1 - cos x?

+ cos x?

a) O grafico de g seria “achatado”

-

verticalmente. A amplitude seria >

e o conjunto imagem seria [7% %}

b) O grafico de f seria simétrico ao
grafico de g em relacdo ao eixo x,
pois as ordenadas positivas ficariam
negativas e as negativas ficariam
positivas.

(W

R11. Determinar o dominio, o conjunto imagem, o periodo e a amplitude

O grafico de h é obtido por meio de uma translagédo do grafico da
funcao g, dada por g(x) = cos x, de % para a direita.

Como a amplitude da funcao h é 1, igual a amplitude de g,
e f(x) = 2+ h(x), entdo a amplitude de f é 2.

Como o conjunto imagem da fungdo h é [-1, 1], igual ao da funcao g,

e f(x) = 2 - h(x), podemos obter o conjunto imagem da funcao f
multiplicando por 2 os extremos do intervalo [-1, 1].

Logo, Im(f) =[-2,2].

O dominio e o periodo de f sdo os mesmos de g: D(f) =Rep = 2n.

ExerCiCiOS reSOIVidOS Nestes exercicios resolvidos, espera-se

que os alunos compreendam como usar os
conhecimentos adquiridos na andlise dos
parametros b, ¢ e d para obter o dominio,

" P o conjunto imagem e a amplitude das
da fungao dada pOl’f(X) =2-cos (X - —). funcdes apresentadas. Para a resolucao
4 dos exercicios propostos, incentivar os
= alunos a resolver os exercicios desse modo
> Reso}ugao em vez de construir tabelas.
Vamos considerar a fungao h dada por h(x) = cos (x = %)

N

29



Observacao

Em alguns softwares, temos de es-
crever a lei da fun¢do de maneira
diferente. Observe os exemplos:

e sen x — sin(x)

e 2 cos(x + %j — 2*cos(x+pi/d)

e tg (XT”) — tan((x+pi)/2)

Comentar com os alunos que,
com o uso de um software

de construgdo de graficos,
poderiamos construir diretamente
o grafico de f sem ter de fazé-lo
passo a passo a partir do grafico
da funcéo dada por g(x) = cos x.
A finalidade de construir o grafico
passo a passo é analisar as
mudancas causadas por cada
parametro.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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R12. Com o auxilio de um software de construcao de graficos, a partir do
grafico de uma das fungoes trigonométricas fundamentais, construir

passo a passo o grafico de f, tal que f(x) =2 + 2 - cos (x + %), e ana-

lisar o que ocorre com o grafico a cada passo. Indicar o dominio, o
conjunto imagem, o periodo e a amplitude de f.

» Resolucao

Primeiro, vamos tracar o grafico da funcdo trigonométrica dada por
g(x) = cos x.

y=g(0) - Campo para digitar a lei
g = J da funcéo cujo grafico
o queremos construir.

4 ok | cancelar| ajuda

——~Podemos selecionar a

3 opcao de exibir linhas
de grade para ficar

Py mais facil visualizar as
mudancas no grafico

1 a cada passo.

71://- N b o E ggss(;vel escolhera
unidade com que
—3n/4 —n/4 T4 T2 5m/4 7n/4 o 9n/4 q

graduaremeos 0s eixos.
-1 —"Nesse caso, graduamos

0 eixo y em intervalos
-2 de 1 unidade e o eixo x

em intervalos de %

Acompanhe os passos descritos a seguir.

e 1° passo: COS X —> COS (x + 5)

4
i g =x
5 ‘ i ‘
4]
3l
k. 9
‘ \
. 1
~/2 3n/4 m /! X
~3m/: -T/4 b7 /. /4, n/4 2 9n/4
‘ i
77‘ 2

O grafico de g sofreu uma translacdo de % para a esquerda.

e 2°passo: cos (x + %jaZ - cos (x + %j

7 =i

_3r/447-1/2 3n/4 m

S48 / o >
% -4 /AN /2 /4 O/ 4\
-1

-2

O gréfico da funcao tem nova amplitude, igual a 2.
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e 3°passo: 2 - cos (x + %) —2+2-cos (x + %) [-2, 2]. Adicionando-se 2, o conjunto imagem da
nova funcao passa a ser [0, 4].

y == ) .
5 Portanto, Im( f) = [0, 4]. A amplitude de g € 1 e ndo
. se modifica apds o 1° passo; porém, no 2° passo,
a funcao passa a ter amplitude 2 e permanece
3 . .
assim apds o 3° passo.
2
) O dominio e o periodo de f sdo os mesmos de g:
ey s \ swa A Y5 - \ D(f)=Rep = 2m.
% WA AN /4 9""‘& Veja a seguir os graficos das funcoes f e g.
—1
2 y =EEES
5 %T
O gréfico sofreu uma translacdo de duas unidades ! N ‘7
para cima. ? }
O conjunto imagem da funcao dada por g(x) = cos x ? ‘
1 | |
é [-1, 1]. Apés o 1° passo, adicionando L a x, \ -
4 ) | 312 2
o conjunto imagem da nova fung¢do continua s A "N“ Li 5"#“ | 4 x| o4
sendo [—1, 1]. Apds o0 2° e 0 3° passos, 0 con- - \
junto imagem se modificou. Quando a fungao é -2 i |
multiplicada por 2, o conjunto imagem passa a ser |
. _J
(& h
Exercicios propostos
28. Os graficos ao lado representam as funcgdes: y
o f(x) = sen(x + %) vermelho
e g(x) = cos (x - %) azul
Descubra qual curva representa cada uma das funcoes.
29. A partir do grafico da fungéo g de lei g(x) = sen x, construa o grafico de f, tal que f(x) =1 + sen (x + %)
Indique o dominio, o conjunto imagem, o periodo e a amplitude de f. Ver resolucéo no Guia do professor.
30. O grafico abaixo representa a funcgao f de lei f(x) = a + b - cos x.
Yy
/4
0 X
Determine os valores de aedeb.a=2;p=2
31. Utilizando um software de construcao de graficos, construa em um mesmo plano cartesiano os graficos
das fungées f € g. Ver resolucéo no Guia do professor.
a) f(x) =3 +senxeg(x) = -3 —senx b) f(x) = -2 + cosxeg(x) =2 — cos x
e Em duplas, comparem os graficos das funcdes f e g de cada item.
N J

ILUSTRAGOES: LUIZ RUBIO

101

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO



102

Alterando o periodo

Estudamos alguns graficos que sdo obtidos a partir de transla¢cdes horizontais ou
verticais ou modificacdo na amplitude dos graficos das fun¢des trigonométricas fun-
damentais, embora conservem o periodo. Agora, veremos exemplos de graficos que
sofrem alteracdo de periodo em relagdo as fun¢des fundamentais.

Exemplo

Vamos construir o grafico da fun¢do f dada por f(x) = sen 2x e compara-lo com o
da funcdo g dada por g(x) = sen x.
Primeiro, montamos uma tabela atribuindo a x alguns valores entre 0 e 2.

X 0 I I 3n . st | 3n | Im o
4 2 4 4 2 4
sen x 0 % 1 % 0 — g -1 — g 0
2x 0 % T STn 2n STE 3n 7775 4
sen 2x 0 1 0 -1 0 1 0 —1 0

Construimos, entao, os graficos das fun¢des g e f dadas por g(x) = sen x e f(x) = sen 2x
no mesmo sistema de eixos.

y
il o f
N2/ AN ; : 9
2 : 1 1 1 3n In 3
: : ; T ; 2 4 2n g
0 m© = 3n /i 5n : ; X 8
2 4 2 4 /! v4 ! ; 2
R R W AR 4o\ 4 ; <
S e
p=n : |
p=2n ‘

Observe que f apresenta mesmo dominio, mesmo conjunto imagem e mesma
amplitude que g, porém tem periodo igual a &, ou seja, metade do periodo de g.

Analisando casos semelhantes, notamos que:

As funcdes trigonométricas dos tipos y = sen (ax) ou y = cos (ax) tém periodo 2n

lal

No caso das fung¢des do tipo y = tg (ax), podemos verificar que o periodo é I

lal

(W )
Exercicios propostos

32. Determine o dominio, o conjunto imagem, o periodo e a amplitude das
fungées indicadas a seguir. Ver resolugdo dos exercicios 32 e 33 no Guia do professor.

a) f(x) = 3-sen 2x b) f(x) =5+ 2-cos 3x
33. Esboce o grafico de cada funcao.
a) f(x) = cos% c) f(x) =2-sen2x
b) f(x) = sen 4x d) f(x) = —2-cosx
- J

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

ercicios complementares

Os exercicios 4, 5 e 6 utilizam em seus contextos aplicagdes de modelos
matematicos envolvendo fungdes periddicas, contribuindo com o

Registre as respostas em seu caderno.

desenvolvimento da habilidade EM13MAT306 da BNCC.

Aplicacao

1.

Desenhe um ciclo trigonométrico e represente nele

as imagens dos nuimeros reais a seguir:
Ver resolugdo no Guia do professor.

a) x 2?”+k-2n,kel

b)x=—%+k-2n,k€l

c) x %+k-n,k€l

. Usando uma medida da 1° volta positiva da circun-

feréncia trigonométrica, escreva a expressao geral
dos arcos coéngruos a:

a) 855°135° + k- 360°, comk EZ

b) % %+k-2n,comk€l

. Determine o menor e o maior valor que assume a

expressao 4 — sen 10x. 3;5

A quantidade de algas, em tonelada, em certa baia
varia periodicamente com o tempo e é representada

pela funcao A(t) = 850 + 200 - sen %t, com t medido
em anos. Se t for medido a partir de janeiro de 2010,
qual serd a quantidade de algas na baia em janeiro

de 20257 1.050 toneladas

. (FGV-SP) Um supermercado, que fica aberto 24 horas

por dia, faz a contagem do ntimero de clientes na loja a
cada 3 horas. Com base nos dados observados, estima-
-se que o numero de clientes possa ser calculado pela
X°'T
12
em que f(x) é o nimero de clientes e x a hora da
observacao (x é um nimero inteiro tal que 0 < x < 24).
Utilizando essa funcdo, a estimativa da diferenca entre
o nimero méaximo e o nimero minimo de clientes den-

tro do supermercado, em um dia completo, é igual a:
alternativa e

funcao trigonomeétrica f(x) = 900 — 800 - sen

a) 600 d) 1.500
b) 800 €) 1.600
c) 900

. Em alguns trechos do rio Tieté (SP), verifica-se a for-

macao de notaveis quantidades de espuma, resul-
tante de poluicao por residuos industriais. Em certo
dia, a quantidade de espuma variou segundo a fun-
¢do fdada por f(t) =3 +2- sen%t, em que f(t) é a
quantidade de espuma, em metro cibico por metro
de rio, e t é o tempo, em horas contadas a partir da
meia-noite. Determine o primeiro momento do dia
em que a quantidade de espuma atingiu 5 m* por
metro de rio. as3h

9.b) S:{xE\R|x:?—g+2knoux:%+2kn,kel}
7. Resolva a equagéo% — cos? x = 0,em que x € [0, 2x]
e é medido em radiano. s - {% %", %,”T”}

8. Calcule a soma das raizes da equacdo 4 « cos’ x +

+4-cosx+1=0,em que x € [0, 2] e é medido
em radiano.2n

9. Resolva as equacgoes a seguir considerando U = R.

a)senx=Sen%S:{xE\R|xz%+2knoux=4?n+2kn,kel}

b) cos(x + %) = f%

c) tg(x—%jzﬁ S:{XEJR|x::—g+kn,kEZ}

10 Resolva a equacgdo sen x + cos x = 0 considerando

U=R. S:{XE\RH:%T"-H(T:,I(EZ}

11. Construa o gréfico das funcoes a seguir e indique o

dominio, o conjunto imagem, o periodo e a amplitude.
a) f(x) =1 - 2-cos x

b) f(x) = 3- sen(x+%)

Ver resolugdo no Guia do professor.

Aprofundamento

12. Considere a expressdaoy = 1 + 2-senx.

a)—1;1

2 . b) 22

a) Qual é o valor minimo para sen x? E o maximo?

b) Qual é o valor minimo para 2 sen + x? E 0o maximo?

c) Agora, conclua: quais sdo os valores minimo e
maximo paray? -1;3

13. Veja o esbogo, em um mesmo plano cartesiano, dos

graficos de f(x) = cos x, g(x) = sen x e h(x) = tg x para

ELS X < 3_75 Comentar com os alunos que as fungdes seno e
cosseno so6 poderéo ser consideradas crescentes ou
decrescentes em determinados intervalos.

2 2

ADILSON SECCO

No intervalo considerado:

a) cos x é sempre negativo? sim

b) sen x é sempre decrescente e negativo? nzo

) tg x é sempre crescente e positiva? nao

d) quais sdo as coordenadas do ponto em que
sen x = tg x? (r, 0)

e) sabendo que A é o ponto em que cos X = sen x e
B é o ponto em que tg x = cos x, a abscissa de A
é menor, maior ou igual a abscissa de B? maior
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T
desenvolvimento da habilidade EM13CNT302 que faz parte da %

Exercicios complementares Registre as respostas em seu caderno.

15. Pedir aos alunos que releiam o tépico 1
deste capitulo antes de iniciarem a pesquisa.
No site <https://www.marinha.mil.br/chm/
tabuas-de-mare> (acesso em: 11 maio 2020),

14. (Enem) Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a High Roller, situada em

Las Vegas. A figura representa um esboco dessa roda-gigante, no qual o ponto A repre-

senta uma de suas cadeiras:
«

ha tabuas de marés do litoral brasileiro e, em Io; A

<https://tabuademares.com> (acesso em:

11 maio 2020), é possivel encontrar tabuas
de marés do mundo inteiro. Os alunos podem
buscar tdbuas de outros paises também,

mas alerte-os para verificarem as unidades
de medida. Além disso, orientar sobre
confiabilidade do site pesquisado.

[-1]
Solo Solo

A partir da posicdo indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo ao plano do
solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horario, em torno do ponto O. Sejam t
o angulo determinado pelo segmento OA em relac¢ao a sua posicdo inicial e f a fungéo
que descreve a altura do ponto A, em relacdo ao solo, em funcao de t.

Apbs duas voltas completas, f tem o seguinte grafico:

O exercicio 15 retoma o tema abordado na abertura do capitulo f (metro)

e é uma outra oportunidade de discutir a preservacao dos
recursos naturais no contexto de educagao ambiental. A 168
atividade propde a elaboracao de um problema utilizando
contexto que envolve fendmenos periédicos reais, o que
favorece o desenvolvimento da habilidade EM13MAT306 da
BNCC. Pode ser interessante pedir aos alunos que apresentem
os graficos construidos para que todos possam observar as
diferencas de acordo com a regiéo e o periodo do ano escolhido.
E possivel também fazer um trabalho de interdisciplinaridade
com o professor da area de Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias, a partir da apresentagéo, para toda a sala, dos
gréficos construidos e das tabuas de marés consultadas,

de forma a promover debates em torno do tema e de sua 0
relevancia sociocultural e ambiental, favorecendo, assim, o 2n an
competéncia especifica 3. t (radiano)

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

Se julgar pertinente,
comentar com os alunos
sobre o significado do
termo desigualdade ou
inequacao, esclarecendo o
que é esperado para esse
exercicio.
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A expressao da funcgdo altura é dada por alternativa a

a) f(t) = 80sen(t) + 88 d) f(t) = 168sen(t) + 88cos(t)
b) f(t) = 80cos(t) + 88 e) f(t) = 88sen(t) + 168cos(t)
c) f(t) = 88cos(t) + 168

15. Em duplas, escolham uma regiao litoranea e pesquisem a tdbua de marés desse local.

Escolham um dia e, em um plano cartesiano, construam um grafico da altura em funcéo
do tempo. Em seguida, pecam a outra dupla que responda a questdo abaixo, a partir do
grafico que vocés construiram, enquanto vocés deverdo responder a mesma questdo, de
acordo com o grafico construido pela outra dupla.

Dica: arredondem os horarios fornecidos na tdbua de marés para facilitar a construgao
do grafico; por exemplo, 1 h 6 min pode ser arredondado para 1 h ou 1 h 18 min pode
ser arredondado para 1 h 30 min.

e O grafico obtido pode ser modelado com uma funcgéo periédica? Se sim, qual é o
periodo e a amplitude aproximados desse grafico? resposta pessoal

Desafio

16. Seja x a medida de um arco, em radiano, com 0 < x < 2r.

L . ~ 15 2n 4n
a) Quais sao os valores de x que satisfazem a equacgao cos x = —5? < U5
b) Agora, observando um ciclo trigonométrico, responda: quais sdo os valores de x que
. . 1, 2n 4n
= —=? &L = x = %
satisfazem a desigualdade cos x 5773 3

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Autoavaliacao

Registre as respostas em seu caderno.

16n , . )
1. O arco = € cOngruo a: alternativa c

T 4
a) 3 c) 3
2n 5n
b) =3 d) 3
2. Sendo k € Z, uma expressao geral dos arcos con-
gruos a 22Tn é: alternativa c
T 2n
a) g + k-2 C) ? + k2
T 2n
= + . = + .
b) S k-n d) z k-m

3. A variacao da pressdo sanguinea P, em milimetro
de merctirio, de uma pessoa em fungao do tempo t,
em segundo, pode ser modelada, aproximadamente,
pela funcao trigonométrica representada abaixo,
em que cada ciclo completo (periodo) equivale a
um batimento cardiaco.

P(mmHg)
120

100

80

0,75 1,125 1,5 1,875 2,25 t(s)
Entdo, o intervalo de um batimento cardiaco é

aproximadamente: alternativa d

a) 80s b) 120 s c) 0,375s  d)0,75s

4. Sabemos que sen x = sen (x + 2x) para todo x. Logo,

5. Uma solucéo da equacdo 2 - cos x = /3 é&:

alternativa d

L
a) % rad c) 5 rad
11n
b) % rad d) === rad
_ N2 ; 50 :
6. cos 2x = 5 tem o conjunto solucao: alternativa b

a)S = {x EIR|x:%Tn+kn ou x:%‘ﬂen, kel}

b)s = _3n o
) S {xE|R|x 8+knoux 8+kn,kEZ}

C)SZ{XE|R|X=%

krn

+ =5 k e Z}
ds=9

7. A funcdo f, tal que f(x) =
amplitude: alternativa a

a) 3 b) -2 c) 2n

—2 + 3-sen (x + 1), tem

d)n
8. O intervalo I é 0 conjunto imagem da fun-

caodeleif(x) =3+ 2:cos (2x + 1). alternativa d

a) [-1,1]
b) [-2, 2]

c) [-1,5]
d) [1,5]

9. A funcao f(x) = sen 2x tem periodo: alternativa b

a) 0,5x b)n c) 2n

10.

= 4.500 + 3.400 - sen Tt

funcdo m(t) 0’

d) 3n

Em certo lago, a massa de algas, medida em qui-
lograma, varia de maneira periédica conforme a

em quet

a funcdo seno é MmN e tern N igual a 27
A L. alternativa b
a) limitada; maximo
b) periddica; periodo
c) ilimitada; periodo
d) peridédica; minimo

é o tempo, em dias, a partir de 1° de janeiro de
cada ano. Entre ocorréncias sucessivas de massa
maxima (s kg) e minima ( mmmm kg) de
algas nesse lago, passam-se mmm dias. alternativa
a) 4.500; 3.400; 60 c) 7.900; 1.100; 60

b) 4.500; 3.400; 1 d) 7.900; 1.100; 120

\

c

Retomada de conceitos

Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

Se vocé ndo acertou alguma questdo, consulte o quadro e verifique o que precisa estudar novamente.

Numero da questao
Obijetivos do capitulo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Relacionar fung¢des trigonométricas

o g X X X
a fendémenos periodicos.
Es-tender o conceito de ciclo X X X X X X X X
trigonométrico em R.
Resolver equagdes

- P X X

trigonométricas.
Construir e analisar graficos de

- - s X X X
fungdes trigonométricas.
Paginas do livro referentes ao 92 a 92 a 92a 92a
e, 78a82|78a82|(78a80(83a86|87a96|87a96 102 102 102 102

\ J

ILUSTRAGAO: ADILSON SECCO

A questdo 10 tem em seu contexto a aplicacdo de um modelo matematico envolvendo a fungéo periédica seno, contribuindo, assim, com o

desenvolvimento da habilidade EM13MAT306 da BNCC.
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A utilizagdo de conceitos matematicos na modelagem e na interpretagdo do comportamento dos sons em sua representagao pela comparacéo a fungado seno
como um fato das Ciéncias da Natureza favorece o desenvolvimento da competéncia especifica 1 e das habilidades EM13MAT101 e EM13MAT306 da BNCC.

eensao de texto

Som

Som pode ser entendido como uma variacdo de pressdo muito rdpida que se 1. a) Som é uma variagao de

. Lo 4 pressédo muito répida que
propaga na forma de ondas em um meio elastico. Em geral, [ele] é causado por R s e

uma vibragdo de um corpo elastico, o qual gera uma variacdo de pressdo [de acor- ondas em um meio elastico.
Ay B 2 : : b) O som é causado por vibracdo
do com o] meio & sua volta. Qualquer corpo elastico capaz de vibrar rapidamente Lo i e
pode produzir som e, nesse caso, recebe o nome de fonte sonora. gera uma variagio de pressio
E R BTy, de acordo com o0 meio a sua
[...] Para que possamos perceber o som é necessdrio que as varia¢des de Vo

pressdao que chegam aos nossos ouvidos estejam dentro de certos limites ¢) Quando ocorre entre 20 e
de rapidez e intensidade. Se essas variacdes ocorrem entre 20 e 20.000 ve- D Aea - Dol Seau:
zes por segundo[,] esse som é potencialmente audivel, ainda que a

variacdo de pressao seja de alguns milionésimos de pascal*.

[...]

Os sons que ocorrem no meio ou que sdo gerados por instrumentos musicais
sao geralmente complexos. Entretanto, para se entender a complexidade sonoral,]
torna-se Gtil partir de um caso mais simples e genérico: o som senoidal, chamado
som puro [...], representado pelo grafico de uma func¢do seno. Esse tipo de som nao
é gerado por instrumentos tradicionais nem é encontrado na natureza, mas pode
ser conseguido artificialmente através de um sintetizador eletronico.

Disponivel em: <http://www?2.eca.usp.br/prof/iazzetta/tutor/acustica/introducao/som.html>.
Acesso em: 7 maio 2020.

* pascal (Pa): unidade de medida de pressao do Sistema Internacional de Unidades (SI).

c) resposta pessoal
d) resposta pessoal
Espera-se, com essa atividade,
sensibilizar os alunos em
relagéo aos danos causados
por ruidos excessivos. Além
disso, conscientiza-los
sobre a importancia
da colaboragéo de
cada cidaddao com

| atitudes individuais,
como falar baixo
dentro de uma

sala de aula ou

de espetaculos,

4. a) Respostas possiveis: metré chegando em uma estagdo; banda de rock;
decolagem de avido a jato; alguns metros do lancamento de um foguete.
b) No caso de secadores de cabelos, a média do nivel de ruido é cerca de
80 decibéis; nos liquidificadores e nos aspiradores de po, geralmente a
média do nivel de ruido esta entre 80 e 90 decibéis:

: \ ! 2| regular seu
2 : Conversagdo normal |automovel
Sussurro a 1 metro periodicamente

ou ouvir musica em
volume mais baixo.

(20 dB)

Farfahare folha§ .
(10 dB)

Biblioteca silenciosa
(40 dB)



http://www2.eca.usp.br/prof/iazzetta/tutor/acustica/introducao/som.html

Apos leitura do texto apresentado na atividade 4, aproveitar a oportunidade para explorar os efeitos colaterais causados pela poluicdo
sonora, recorrendo a abordagem prépria das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexdo e a analise critica para investigar causas,

gerd € dg Naplligage | I\ d
em atividades cotidianas, em que ha incidéncias de sons
(' problemas auditivos irreversiveis, aléem de outros problemas tambéem relacionados a saude”, como citado no texto. Com base nesse
. estudo, pode-se justificar o uso de equipamentos e de recursos, bem como comportamentos de seguranca, visando a manutencao da
Ativldades saude e da integridade fisica, individual e coletiva (lembrando que saude € um dos temas contemporaneos que deve ser trabalhado com|

os alunos).
1. Responda as questoes de acordo com o texto da Sons e vibracoes que ultrapassam os niveis
pagina anterior. previstos pelas normas legais e que podem causar
a) O que é som? problemas auditivos irreversiveis ou perturbar as

pessoas é o que se chama de polui¢ao sonora. Ape-
sar das leis e das politicas publicas para controlar
o problema e dos alertas feitos por especialistas, a
poluicao sonora ainda nao sensibiliza tanto como
a do ar ou a da agua.

b) O que gera o som?
c) Para qual intervalo de ocorréncia da variagao
de pressao o som é audivel para o ser humano?

2. Uma onda sonora pode ser representada por um
grafico bidimensional, em que o eixo horizon-
tal representa a passagem do tempo (t) e o eixo
vertical representa a variacao de pressao (Ap) em
determinado ponto do meio. Qual dos graficos
melhor representa um som senoidal? afternativa c

De acordo com a Organizacao Mundial da
Saude (OMS), o limite suportdvel para o ouvido
humano é 65 decibéis*. Acima disso, o organismo
comeca a sofrer. [...]

A longo prazo, o ruido excessivo pode

a) AAp N ivel
AR /\ / causar gastrite, insonia, aumento do nivel de
colesterol, disturbios psiquicos e perda da au-
‘ \/ \/ t dicdo. Provoca ainda irritabilidade, ansiedade,

excitacao, desconforto, medo e tensao. [...]

b) #A
) P Fonte: JOVER, Ana. Cuidado! Barulho demais

faz mal a satde. Revista Nova Escola,
n. 179, p. 28-29, jan./fev. 2005.

a) Com base nas informacoes destas paginas,
cite alguns exemplos de situagoes que podem
gerar sons muito altos e que podem ser preju-
diciais a saude.

b) Pesquise em livros, revistas ou na internet

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

L aNAN
VAR

3. Suponha que a variagdo de pressdo de uma onda qual é o nivel de ruido, em decibel, atingi-
sonora seja dada por do por alguns aparelhos eletrodomésticos,
Ap = 1,48 - sen (1,07nx — 3347t), em que x esta lc'orn.(;'?ecalldor de cabelos, aspirador de pé e

iquidifi I.
expresso em metro, t, em segundo, e Ap, em pascal: quh » caco .
Determine a variacio maxima de pressao. c) Vocé ja sofreu danos causados por ruido ex-
1,48 pascal cessivo? Se sim, quais foram os sintomas?
4. Leia o texto a seguir e responda as questoes. d) Em sua opinido, quais medidas podem ame-

. o 5
[...] Com o passar do tempo, uma pessoa ex- nizar a poluigao sonoras

posta diariamente a sons muito altos pode ter a

* decibel (dB): unidade de medida usada quando se determina o nivel

audicao comprometida. [...] de intensidade sonora de uma fonte. )
7=,
3
e . L <§(

v

PRV St e 5
Decolagem de avido Langcamento de um o
ajato (140 dB) foguete (180 dB) %
(&3
£
3

140dB  150dB.  160dB  170dB 190dB 200 dB

l_)a_dos obtidé_)s (] 'WII._SO_N,Jerry D.; BUFFA, Anthony J.; LOU, Bo. Co/lege physics. Nc_)v_a.Jer_seyf Prentice Hall, 2007. : @



A

Bens publicos
Iy p

Educacao financeira

Para comecar e pensar

Cabe ao governo - seja federal, estadual ou municipal — oferecer servicos pu-
blicos para atender as necessidades basicas da populacdo, como prover o acesso
a saude, a educacdo e a seguranca. Para cumprir essa fun¢do, o governo precisa
gerenciar o recolhimento de verbas e decidir a quantia que sera investida em
cada servico publico.

Em paises democraticos, o Poder Executivo — constituido de ministros na esfera
federal e de secretarios nas esferas estadual e municipal — organiza um orcamen-
to que deve ser aprovado pelo Poder Legislativo — representado pelo Congresso
Nacional, em ambito federal, pela Assembleia Legislativa, em ambito estadual, e
pela Cdmara de vereadores, em ambito municipal. Apds aprovacdo do Legislativo,
o or¢amento retorna ao Poder Executivo para ser colocado em pratica, cabendo aos
cidadaos fiscalizar se os principais interesses da populagédo estdo sendo atendidos.
Por isso, é importante que esses cidadaos exercam seu voto de maneira consciente.

Cada instituicdo publica (escolas e hospitais, por exemplo) precisa organizar
seu orcamento considerando a verba que recebe e os gastos necessarios para a
manutencéo e o funcionamento do estabelecimento. Em uma escala bem mais
ampla, os orcamentos publicos sdo organizados como um orcamento financeiro
familiar: uma tabela destinada para as despesas e outra, para as receitas. A seguir
ha um recorte mostrando alguns dados do orcamento publico da Unido de 2020.

Orcamento da despesa publica ‘
Ano _ Funcao Grupo de natureza de Orcamento
(Area de atuacgao) despesa atualizado (RS)
2020 Educacao Outras despesas 331.520,00
correntes
2020 Previdéncia social Pess g 34.122,58
encargos sociais
2020 Ciéncia e tecnologia Investimentos 7.187.678,00
Orcamento da reﬁ;av
A . 3 Orcamento
Ano Orgao superior Origem atualizado (R$)
2020 Mmlsten? da Outras receitas 9.008,00
Educacao correntes
Ministério da S
2020 . Contribuicoes 606.295.255,00
Economia
2020 Ministério da Defesa Alienacdo de bens 200.442,00

Dados obtidos em: Portal da transparéncia. Disponivel em: <http://www.portaldatransparencia.gov.

Agora, faga o que se pede.

br/orcamento/lista-consultas>. Acesso em: 9 abr. 2020.

1. Vocé considera importante que servicos basicos sejam oferecidos pelo governo
a populagdo? Por qué?

2. Cite trés servicos publicos oferecidos pelo governo da sua cidade ou do seu
estado e discuta com os colegas se as necessidades da populacdo estdo sendo
atendidas eficazmente.

3. Organize-se em grupos e conversem com funcionarios da parte administrativa
de sua escola ou de outras do bairro para obter as informacdes a seguir (e outras
que julgarem pertinentes).
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Objetivos

Compreender como funcio-
na o orcamento publico de
uma escola; estimular os jo-
vens a fiscalizar os servi¢os
publicos e a cuidar, dentro
das possibilidades de cada
um, dos bens publicos; co-
nhecer a carga tributaria
praticada no Brasil; discutir
direitos, deveres e ética em
uma sociedade.

Considerando a BNCC, esta segéo
visa desenvolver as competéncias
gerais 7, 9 e 10 e a competéncia
especifica de Matematica 2.

Ela favorece o desenvolvimento

dos temas contemporaneos
transversais educacao financeira,
tema desta secéo, educacao

fiscal e educacao em direitos
humanos. Além disso, é possivel, se
for conveniente, promover um trabalho
interdisciplinar com os professores da
area de Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas no que diz respeito a
competéncia especifica 1, trabalhando
a habilidade EM13CHS102 da BNCC.
Ver comentarios e respostas no Guia
do professor.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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a) Quais sdo os principais gastos da escola?

b) A verba recebida do governo é suficiente para atender a todas as necessidades?

¢) Além da verba destinada as necessidades da escola, o governo possui outros

gastos para garantir o funcionamento da escola? Se sim, qual(is)?

4. Ainda em grupos e com base nas informacdes obtidas na atividade anterior, elaborem
um relatério. Nesse relatério, deve constar uma tabela com o or¢amento dos valores
aproximados das despesas de uma escola durante o més, bem como a estimativa dos

gastos necessarios para manté-la em funcionamento durante um ano.

Para discutir

A principal fonte de arrecadacdo do governo sdo os tributos (impostos, taxas e

contribuigdes). Vocé sabe o que sdo tributos e de onde eles vém?

EMPRESA DE ENERGIA ELETRICA

Rua do Sumico, 350
CNPJ 45.450.450\0001-45

IDENTIFICACAO

MERCADO NOVO

CNPJ: 00.000.000/000-99

Registre as respostas em seu caderno.

A elaboragéo de um relatério baseado nas
informagdes obtidas na questao 3, a respeito
dos gastos de uma escola, assim como
verificar se a verba recebida do governo é
suficiente para atender as necessidades para
garantir o funcionamento dela, favorece o
desenvolvimento da competéncia geral 7,

ja que os alunos trabalham a argumentagéo
com base em informagdes confiaveis,

para formular, negociar e defender ideias e
pontos de vista que respeitem e promovam
0 consumo responsavel em ambito local.
Esse trabalho de argumentacéo também
favorece o desenvolvimento da competéncia
geral 9 no exercicio da empatia, do diélogo,
da resolugéo de conflitos e da cooperagao,
fazendo-se respeitar e promovendo o
respeito ao outro.

|E: 00000000 00

AV. DA TECNOLOGIA, 400

000000

Nota Fiscal/Conta de Energia Elétrica ne

B%503 ves 07/20 VENCIMENTO

Reservado ao Fisco: g509.4A0F.E856.067C.18CF.927E.66E0.A422

20/07/20

Maria de Souza Silva
Rua do Lavapés, 102
CPF: 123.456.789-10

Leit. atual:  13/07/20
Leit. anterior: 15/06/20
Emissao: 13/07/20
Apresentacao: 13/07/20
Data prevista da

Prox. leitura:  13/08/20

Ligagdo Monofasica Ne dias consumo: 29
Classificacdo:  Residencial — Residencial
Medidor Nimero Leitura atual Leitura anterior Const Consumo FP
Ativo 1227845 3948 3833 1 115
Reativo
DESCRIGAO DO FATURAMENTO

115 kWh x 0,593679 68,27
IMPORTE 68,27
COSIP-Contrib Custeio Serv Ilum Pablica 8,46
Base de Calculo Aliquota Valor R$ TOTAL A PAGAR I
ICMs 68,27 25% 17,06
PIS 68,27 1,02% 0,69
R$ 76,73

COFINS 68,27 4,68% 3,19

DANFE NFC-e - Documento Auxiliar da Nota Fiscal de
Consumidor Eletrénica
NFC-e Nao permite aproveitamento de crédito de ICMS

------- L e S S B
Codigo , Descricao \Qtde  ;Un, VIUnit , ViTotal
003277 PRODUTO 1,0000 X 27,64 27,64
085273  PRODUTO 3,0000 LT 22,00 66,00
807194 PRODUTO 1,0000 X 15,10 15,10
046281 PRODUTO 1,0000 LT 30,00 30,00

T QUDE TOTALDEITENS T 6
VALOR TOTAL R$ 138,74
DESCONTO TOTAL R$ 0,00
FORMA PAGAMENTO VALOR PAGO R$
Dinheiro

NFC-e ne 000000001
Consulte pela Chave de Acesso em

Série 001 10/03/2020  15:03:53

CHAVE DE ACESSO
0000 0000 00000000000000 0000000000000000000000

Observe que na conta de energia elétrica e no cupom fiscal acima sdo cobrados

alguns tributos.

Com base nessa conta e nesse cupom, conhe¢a um pouco sobre essa fonte de ar-
recadacdao municipal, estadual e federal fazendo o que se pede a seguir.

5. Pesquise os diferentes tipos de tributo existentes. Em seguida, reproduza em seu caderno
uma tabela, como a seguinte, e liste alguns impostos, taxas e contribui¢des. Indique,
na ultima coluna, a esfera governamental responsavel pelo tributo pesquisado.

Sigla ’ Tributo Esfera responsavel
CIP Contribuicdo de lluminacao Publica Governo municipal
ITR Imposto Territorial Rural Governo federal
TLIF Taxa de Fiscalizacdo de Localizacéo, Governo municipal

Instalacdo e Funcionamento

(o) D E( (s} D E(
f o.\ (f A
= =

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA
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Registre as respostas em seu caderno.

Educacao financeira

6. Colete algumas notas fiscais e registre o valor total de tributos contidos em
cada uma.

A questdo 7 trabalha a educacao fiscal quando
propde uma reflexao sobre a necessidade da
exigéncia da nota fiscal, reflexao essa que se
encadeia com a destinacao dos tributos dai
oriundos. Essas questées vém ao encontro
. ) das tomadas de decisbes éticas e socialmente
a) Os tributos cobrados equivalem a qual percentual do total de cada compra? responsaveis, ja que os tributos arrecadados séo
utilizados, entre outras coisas, para solucionar
problemas sociais como saude, favorecendo o
desenvolvimento da competéncia especifica 2.
L. . Se julgar conveniente, é possivel fazer um
7. Por que devemos exigir a nota fiscal sempre que efetuamos uma compra? trabalho interdisciplinar com o professor da
Discuta isso com seus colegas. area de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas,
favorecendo o desenvolvimento da habilidade
EM13CHS102 (competéncia especifica 1) nas
discussdes sobre as circunstancias econémicas.e
sociais que giram em torno desse tema.

b) Os percentuais cobrados sdo os mesmos para todas as notas fiscais cole-
tadas? Compare suas notas fiscais com as de seus colegas.

8. Analise a conta de energia elétrica de sua casa.
a) Quais sdo os tributos embutidos na conta de energia elétrica?

b) Que esferas governamentais sdo responsaveis pela arrecadacdo desses
tributos?

¢) Os tributos equivalem a que percentual do total dessa conta?

Observacao

A—
De acordo com o dicionéario
Houaiss, corrupgdo, no sentido
empregado no texto, significa:

ILUSTRACOES: EDNEI MARX

Para finalizar

e ato ou efeito de subornar

Por vezes, verbas destinadas a servicos publicos (como obras urbanas, com-
pra de remédios e materiais hospitalares, merenda escolar, entre outros) sdo
desviadas para atender ao interesse pessoal de integrantes dos governos. Essa
pratica é conhecida como corrupcéo. | .
No entanto, ndo sdo apenas essas pessoas que agem em beneficio proprio
em detrimento dos direitos dos cidadaos.

L

Me dei bem!
Ele me deu

9. Observe as cenas acima. Vocé considera errada alguma das atitudes mostra-
das? Em caso afirmativo, identifique a situa¢do e indique o que deveria ser
feito para corrigi-las.

10. Vocé se sente incomodado com atitudes contrarias a ética? Em grupo, con-
versem a esse respeito. Depois, cada um deve fazer uma lista com atitudes
antiéticas presenciadas ou praticadas.

Observacao

Segundo o dicionario Houaiss, a palavra ética tem os seguintes significados:
parte da filosofia responsavel pela investigacdo dos principios que motivam,
distorcem, disciplinam ou orientam o comportamento humano, refletindo
especialmente a respeito da esséncia das normas, valores, prescricoes e
exortagoes presentes em qualquer realidade social.

conjunto de regras e preceitos de ordem valorativa e moral de um individuo,
de um grupo social ou de uma sociedade.

11. Algum colega citou alguma atitude antiética que vocé costuma fazer? Faca uma
autorreflexdo sobre as atitudes citadas e pense se elas prejudicaram o outro, se
foram ilegais ou, ainda, se vocé teve algum beneficio préprio.
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Ih, preciso dar
um jeito de
furar essa fila!

uma ou mais pessoas em
causa propria ou alheia, ge-
ralmente com oferecimento
de dinheiro, suborno.

uso de meios ilegais para
apropriar-se de informacoes
privilegiadas, em beneficio
proéprio.

As reflexbes sobre os temas ética e
corrupgao promovem as discussoes
sobre direitos humanos no que

diz respeito ao posicionamento
ético de cada individuo em relagao
ao outro e aos prejuizos gerados
pela corrupgéo, favorecendo o
desenvolvimento da competéncia
geral 7. Nesse contexto, tomadas
de decisbes com base em principios
éticos e solidarios séo discutidas

e auxiliam na reflexdo das atitudes
individuais, possibilitando a
observagéo das implicagdes da
falta de ética, de modo geral, e da
corrupcao, em diferentes grupos,
favorecendo, assim, a competéncia
geral 10.

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Registre as respostas em seu caderno.

Considerando a BNCC, esta segéo favorece o desenvolvimento das competéncias gerais 2, 4, 6, 7, 8, 9 e 10, das competéncias
especificas 1, 2 e 3 e das habilidades EM13MAT103, EM13MAT201 e EM13MAT308, além de favorecer o desenvolvimento do

Objetivos

Pesquisar sobre o Dese-
nho Universal e a nor-
ma técnica NBR 9050;
planejar as alteracoes
em espacos da estrutu-
ra fisica escolar para se
adaptar a norma; cons-
truir uma maquete que
represente o espaco es-
colar; expor a maque-
te para a comunidade
escolar.

As preocupagdes com questoes de
acessibilidade estao presentes em diversas
areas responsaveis por constru¢des de
escolas, hospitais, calgadas, shopping centers
etc., ja que é necessario garantir acesso

a todos (criangas, cadeirantes, deficientes
visuais, idosos, entre outros), respeitando as
diferencas das pessoas que circulam nesses
espagos. Para isso, recorre-se a abordagem
propria da ciéncia, incluindo a investigagéo,

a reflexdo, a andlise critica, a imaginacéo e a
criatividade, para resolver problemas e buscar
solugdes com base nos conhecimentos das
diferentes éareas, valorizando a diversidade de
saberes e apropriando-se de conhecimentos
e experiéncias para fazer escolhas alinhadas
ao exercicio da cidadania, garantindo
liberdade, autonomia e responsabilidade,
utilizando dados e informagdes confiaveis
para tomar decisdes comuns que respeitem
e promovam os direitos humanos e
favorecendo, assim, o desenvolvimentos das
competéncias gerais 2,6 e 7.

tema contemporaneo educacao em direitos humanos. Ver comentdrios e respostas no Guia do Professor.

Observe a estrutura fisica de sua escola. Vocé considera que os pisos, a sinaliza¢do
e a iluminagdo sdo adequados a todas as pessoas, respeitando as diferencas entre
os que circulam ou poderiam circular nesse espago?

Para pensar em questdes como essas, desenvolveu-se nos Estados Unidos, no
final dos anos 1980, o conceito de Desenho Universal (Universal Design). Trata-se
de um conceito ligado a acessibilidade fisica, isto €, um conjunto de critérios que
visam garantir mobilidade e usabilidade para qualquer pessoa: criangas, adultos,
idosos, gestantes, obesos, pessoas com deficiéncia ou com mobilidade reduzida.
Idealizado por profissionais da area de Arquitetura, o Desenho Universal objetiva
definir projetos de produtos e ambientes que contemplam a diversidade humana
com base em sete principios:

1. Uso igualitario.
2. Uso flexivel. i

5. Tolerancia ao erro (segurancga).
6. Esforco fisico minimo.

7. Dimensionamento de espacos para

3. Uso simples e intuitivo.
' acesso e uso abrangente.

4. Informacao de facil percepcéo.

No Brasil, a primeira norma técnica relativa a acessibilidade foi criada em 1985
pela Associacdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT). Atualmente denominada
NBR 9050 - Acessibilidade a edificacées, mobiliario, espacos e equipamentos ur-
banos, a norma foi revisada pela Gltima vez em 2015 e estd em vigor até os dias de
hoje para regulamentar os parametros técnicos de acessibilidade no pais.

Nessa atividade, vocé e seus colegas construirdo uma maquete da escola em que
estudam, contribuindo com o replanejamento do espaco de acordo com o conceito
de Desenho Universal e os parametros técnicos da NBR 9050.

Etapa 1: Acessibilidade fisica

1. Reflita e converse com o professor e os colegas sobre as questdes a seguir.
a) O que é acessibilidade?
b) O que é acessibilidade fisica? Cite exemplos.

¢) Por que é preciso pensar em critérios de acessibilidade?
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Pesquisa e acao

Etapa 2: Desenho Universal e NBR 9050

2. Organize-se em grupos de, no maximo, sete integrantes. Pesquisem informagdes
sobre o Desenho Universal e a NBR 9050. Para nortear a pesquisa, considerem os
topicos a seguir.

a)
b)

9]

O que é Desenho Universal? Qual é seu propésito?

Como vocés explicariam cada um dos sete principios do Desenho Universal? Deem
exemplos de como esses principios podem ser aplicados na pratica.

O publico-alvo do Desenho Universal é toda a populacdo, contemplando sua
diversidades e as dificuldades permanentes ou temporarias. De acordo com o
documento publicado pelo governo do estado de Sao Paulo, em 2010, intitulado
Desenho Universal: habitacdo de interesse social, os tipos de restricdo de mobi-
lidade e de dificuldades mais significativas foram agrupados e classificados da

Para trabalhar com as etapas 2 e
3, os alunos deverao interpretar e
compreender a NBR 9050. Nesse
texto, ha diversas especificagbes
que empregam unidades de
medida de diferentes grandezas,
favorecendo o desenvolvimento
da habilidade EM13MAT103 que
se articula com as habilidades
EM13MAT201 e EM13MAT308, ja
que o documento propde agdes
adequadas as demandas da
comunidade, envolvendo medicdes
e calculos de perimetro e de

area e a aplicagéo de nocdes de
semelhanga, que serao utilizadas
também na etapa 4. Dessa forma,
é possivel compreender relagcdes

seguinte maneira:

¢ Pessoas com mobilidade reduzida ou com deficiéncia.

e Usuarios de cadeira de rodas.
® Pessoas com deficiéncias sensoriais.

¢ Pessoas com deficiéncia cognitiva.

Deem exemplos do publico-alvo em cada agrupamento e citem dificuldades

enfrentadas por ele.

d) O que a norma NBR 9050 estabelece? O que ela visa proporcionar?
e) O que foi considerado para se estabelecerem os critérios e os parametros técnicos

dessa norma?

f) O que sdo os parametros antropométricos? Como esses padroes foram deter-

minados na NBR 9050?

g) Quais sdo os parametros antropométricos apresentados pela norma que vocés
consideram mais importantes para o espaco escolar?

h) Quais sdo os critérios especificos apresentados na NBR 9050 para os edificios

que abrigam escolas?

Etapa 3: Alteracoes e adequacoes do
espaco fisico escolar

3. Com os materiais adequados, incluindo instrumentos
de medicdo, explorem alguns ambientes da escola,
fazendo observagdes e medi¢des a fim de comparar
as informacgdes obtidas com o conceito de Desenho
Universal e as exigéncias da NBR 9050.

Observacdo: Independentemente do tamanho da escola,
escolham apenas alguns ambientes, como a sala de
aula, o banheiro mais préximo, os corredores centrais
e 0 acesso principal da escola. Ndao ha necessidade de
analisar toda a estrutura fisica da escola.

4.De acordo com os critérios especificos para escolas
apresentados na NBR 9050, com o conceito de Desenho
Universal e observando as informacdes obtidas na ativi-
dade anterior, quais sdo as altera¢des e as adequagdes
necessarias na estrutura fisica dos espacos explorados?
5.Elaborem uma planta baixa com a escala 1: 50 para
representar os espacos analisados com as altera¢des
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entre conceitos e procedimentos
dos diferentes campos da
Matematica e de outras areas do
conhecimento, possibilitando sua
aplicacao na busca de solugdes

de problemas tecnoldgicos para
alicercar construcoes, inclusive com
impactos no mundo do trabalho,

o que favorecem, também, as
competéncias especificas 1 e 3.

Durante a realizacao dessas
atividades, os alunos vao colocar
em pratica alguns dos pilares do
pensamento computacional: a
decomposicao, ao dividir o trabalho
em etapas claras e objetivas;

a abstracao, ao identificar as
caracteristicas do ambiente que

séo de interesse da pesquisa e,
também, ao identificar os materiais
necessarios para construcao da
maquete. E possivel que outros
pilares sejam evidenciados durante
as discussdes com a turma. Se
julgar pertinente, converse com os
alunos sobre como os pilares do
pensamento computacional podem
contribuir para o sucesso do trabalho
em sala de aula.

previstas. Caso seja necessario, elaborem outras plan-
tas para mostrar detalhes da estrutura, como uma
escada ou rampa. Nao se esquecam de colocar cotas,
especificando as medidas.

. Apresentem as plantas elaboradas para a turma, ex-

plicando quais foram as altera¢des e as adequacdes
feitas e o motivo pelo qual foram realizadas.

.Apds a apresentacdo de todos os grupos, respondam

as questoes.

a) Os grupos planejaram os novos espagos da mesma
maneira?

b) Todas as especificagdes dos ambientes escolhidos
foram contempladas? Se néo, quais faltaram?

c) Para elaborar as plantas, quais foram os conceitos
matematicos usados?

d) Ha altera¢des a serem feitas nas plantas apresen-
tadas? Se sim, qual(is)? Realizem as alteracdes
necessarias.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Registre as respostas em seu caderno.

Etapa 4: Maquete

8.De acordo com as plantas elaboradas na etapa anterior, vocés vao construir uma
magquete que representara os espacos escolhidos pelo grupo.
9. Antes de iniciar a construcdo da maquete, vocés precisam definir a escala que vao utilizar.
10. Facam um levantamento dos materiais que serdo utilizados e a quantidade ne-
cessaria de cada um. Busquem escolher materiais reciclaveis para a construcdo da
maquete e ndo se esquecam de que ela precisa ter uma base de apoio.

11. Apds reunirem os materiais e fazerem os calculos necessarios, construam a maquete.

Etapa 5: Exposicao das maquetes e andlise coletiva
do trabalho

12. Apos a definicdo da data e a escolha de um espaco adequado, organizem a expo-
sicdo das maquetes.

13. Cada grupo também devera apresentar por escrito o objetivo do trabalho, trazendo
informagdes sobre o Desenho Universal e a NBR 9050, especificando e indicando
os critérios adotados.

14. Ap6s a exposicdo, reinam-se com toda a turma para avaliarem coletivamente o
trabalho realizado com a media¢do do professor. Vocés podem discutir os seguintes
pontos:

e As maquetes construidas estavam de acordo com o que foi pesquisado sobre o
Desenho Universal e os critérios da NBR 9050?

e As maquetes representaram espacos que garantem mobilidade e usabilidade
para qualquer pessoa?

e A exposicdo das maquetes conseguiu transmitir a importancia de garantir aces-
sibilidade fisica?

e A turma trabalhou de maneira colaborativa?

e O que poderia ter sido mais bem executado nesse trabalho?

Etapa 6: Autoavaliacao e relatorio do trabalho realizado

15. Agora, vocé fara uma autoavaliacdo. Para isso, reflita sobre as questdes a seguir.
e O que aprendi sobre acessibilidade fisica e Desenho Universal?
e Compreendi a importancia da acessibilidade fisica? Por que ela é importante?

e Participei dos momentos de pesquisa, de conversa e de organizacdo propostos
no decorrer do trabalho?

e Apresentei ideias, sugestdes, mudancas e corre¢des durante a elaboracdo das
plantas e da maquete?

e Ouvi com atencado e respeito as ideias dos colegas?

e Houve dificuldades na execu¢do do trabalho? Se sim, qual(is)? Como busquei
resolvé-las?

e O que foi necessario para que nosso grupo cumprisse os prazos estabelecidos e
alcangassemos os objetivos do trabalho?

e Compreendi como as maquetes podem contribuir para planejar um espaco?
Como isso ocorre?

e O que aprendi durante a construcdo da maquete?
e Quais foram os conteddos matematicos utilizados neste trabalho, desde a elaboracdo
das plantas, passando pela escolha dos materiais, até a constru¢do da maquete?
e Tive dificuldade em aplicar os conteudos matematicos? Se sim, qual(is)? O que
fiz para suprir essas dificuldades?
16. Agora, escreva um relatério baseado na reflexdo das questdes anteriores e acrescente
outras informacgdes que julgar relevantes. Apos finalizar, entregue-o ao professor.

O trabalho da etapa 5 favorece o
desenvolvimento da competéncia
geral 4, ja que a exposigao de
maguetes com as adequagdes para
ambientes acessiveis, de acordo com
as especificagdes da NBR 9050, é um
modo eficiente de expressar e partilhar
informacdes empregando a linguagem
matematica.

O trabalho em grupo requer dos
participantes as competéncias

gerais 8, 9 e 10, ja que precisam
trabalhar no reconhecimento de suas
préprias emogdes e a dos outros,
com autocritica e capacidade para
lidar com elas, além de exercitar a
empatia, o didlogo, a resolucéo de
conflitos e a cooperagdo, fazendo-se
respeitar e promovendo o respeito ao
outro, agir pessoal e coletivamente
com autonomia, responsabilidade,
flexibilidade, resiliéncia e determinagéo,
tomando decisées com base em
principios éticos, democraticos,
inclusivos, sustentaveis e solidarios.
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As indicagdes desta secdo podem ampliar os conhecimentos dos alunos em relagdo a assuntos vistos na obra, em relagdo a Matematica em geral ou
em relagéo a outros assuntos para a formagéao integral do individuo. Devemos lembrar, porém, que cada referéncia baseia-se no ponto de vista do autor,
constituindo apenas uma referéncia entre tantas outras.

g
[¢3
2
o
o
o
o
w
o

| d
—

GAO

REPRODU!

REPRODUGCAO

114

T i . N
20.000 Léguas
Matematicas
Um pi elo misterioso mundo dos nimeros

A.K. Dewdney

Ampliando os conhecimentos

20.000 Iéguas matematicas: um passeio pelo
misterioso mundo dos numeros

A. K. Dewdney
Rio de Janeiro: Zahar, 2000.

Uma viagem a Grécia e a outros paises apresenta ao leitor a
discussdo e a explicacdo de alguns dos grandes mistérios ma-
tematicos. Além disso, garante diversao e conhecimentos ge-
rais interessantes para alunos de Ensino Médio. Com um texto
bem-humorado, o autor conduz seus estudos sobre teoremas,
atomos, equagdes, Trigonometria e outros assuntos, cativando,
informando e, ao mesmo tempo, levando o leitor a ampliar a
matematica vista na escola e fora dela. Trata-se de uma leitu-
ra que estimula o aprendizado tirando duvidas e divertindo.

O ultimo teorema de.Fermat
Simon Singh
Rio de Janeiro: BestBolso, 2014.

Pierre de Fermat (1601-1665), matematico francés amador, ti-
nha o habito de fazer anotag¢des nos livros que lia. Uma das
anotacoes foi a seguinte: “Eu descobri uma demonstragdo ma-
ravilhosa, mas a margem deste papel é muito estreita para con-
té-la”. Assim nascia o problema que iria confundir e frustrar os
matematicos mais brilhantes do mundo por mais de 350 anos:
a busca da demonstracdo de que nao existe solu¢do, em nime-
ros inteiros, para x" + y" = z", para n maior que 2. Ao narrar
a dificuldade de chegar a uma solucéo, a obra relata a vida e
a contribuicdo dos envolvidos nessa histéria.

Razao aurea: a historia de Fi, um numero
surpreendente

Mario Livio

Rio de Janeiro: Record, 2006.

O que ha em comum entre a disposi¢do dos floculos do girassol,
a espiral que delineia a concha de um molusco, a conformacao
de uma galéxia, a estrutura molecular de cristais e a arvore ge-
nealégica de um zangao? Uma razdo constante, que ha muito
tempo intriga a mente humana: a chamada razdo durea. Com
uma linguagem acessivel e fartamente ilustrada, a obra de Ma-
rio Livio fascina os leitores do inicio ao fim.

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Apesar de a visita ao Museu da Matematica Prandiano ndo ser acessivel a todos os alunos (dependendo do local em
que este livro estiver sendo usado), € interessante que eles conhegam a existéncia desse tipo de museu e explorem
seu site para conhecer parte do acervo de experimentos, pinturas e outros materiais que esse museu oferece.
Pesquisar a existéncia de museus e de espagos de visitagao relacionados a matematica em sua cidade e, se

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

possivel, levar os alunos a conhecer um ambiente como esse.

_

Museu da Matematica Prandiano

Esse museu dispde de uma colecéo
de pinturas que realcam a histo-
ria da matematica e de diversos
experimentos e objetos que ma-
terializam ideias abstratas, como
maquinas de calcular, experimen-
tos sobre o Teorema de Pitagoras
e de Tales, além de maquinas tri-
gonomeétricas e outros objetos ma-
tematicos interessantes.

Mais informacdes estdo disponiveis em: <https://www.
prandiano.com.br/museu>. Acesso em: 11 mar. 2020.

M

Desmos

Desmos é uma calculadora grafica que pode ser usada
on-line e que permite aos usuarios tracar, de forma simples
e intuitiva, graficos de diferentes tipos de funcéo.

Disponivel em: <https://www.desmos.com/calculator>. Aces-
so em: 11 mar. 2020.

Geogebra

O Geogebra é um software que combina Geometria e Alge-
bra e possui uma versdo que pode ser usada on-line. Entre
suas diversas funcionalidades estdo a realizacdo de ativida-
des de Geometria dinamica e a construcdo e a manipulacéo
de graficos de fun¢des diversas.

Disponivel em: <https://www.geogebra.org/classic>. Acesso
em: 11 mar. 2020.

Mathway

A Mathway possui uma calculadora grafica que pode ser usa-
da on-line. Com esse recurso, os usuarios podem tracar, de for-
ma simples e rdpida, graficos de diferentes tipos de funcao.

Disponivel em: <https://www.mathway.com/pt/Graph>.
Acesso em: 11 mar. 2020.

_

Desenhando ondas

Por meio de uma histéria ficticia, esse video, da colecdo Ma-
tematica Multimidia, da Universidade Estadual de Campinas
(Unicamp), mostra como a musica se relaciona com a mate-
matica por meio do conceito de onda sonora e de funcdes
periédicas e somas de funcdes periddicas.

Disponivel em: <https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1086>.
Acesso em: 11 mar. 2020.

MUSEU DA MATEMATICA PRANDIANO

Série “Qual é a sua profissao?”

A série "Qual é a sua profissdao?”, da colecdo Matematica
Multimidia, da Universidade Estadual de Campinas (Uni-
camp), apresenta 25 videos nos quais um jovem entrevis-
ta dois profissionais das mais diversas areas, que tratam
de algumas caracteristicas da profissao, as possibilidades
de mercado e sua formagdo, além da presenca da mate-
matica em seu trabalho.

Disponivel em: <https:/m3.ime.unicamp.br/recursos/
midia:video/serie:3>. Acesso em: 11 mar. 2020.

Fronteiras da ciéncia

Esse podcast é uma iniciativa do Instituto de Fisica e do
departamento de Biofisica da Universidade Federal do
Rio Grande do Sul (UFRGS). Por intermédio de debates ou
entrevistas com pesquisadores e especialistas nos temas
abordados, o objetivo do podcast é divulgar a ciéncia e
desfazer mitos por meio de evidéncias cientificas. Os epi-
sédios ampliam o conhecimento do ouvinte sobre temas
variados, como fake news (episodios 29 e 32 da tempora-
da 9), ou outros mais matematicos, como o que falado
(episédio 3, temporada 7), do teorema das quatro cores
(episddio 41, temporada 6), da modelagem da transmis-
sdo da dengue (episodio 2, temporada 9), entre outros.

Disponivel em: <http://www.ufrgs.br/frontdaciencia/>.
Acesso em: 11 mar. 2020.

Jornal da USP

O Jornal da USP produz diversos programas no formato
de podcasts sobre os mais variados temas, como Ciéncia
USP, Momento Cidade, Momento Tecnologia, Momento
Sociedade, Saude sem Complicacdes, Brasil Latino, entre
outros. Ha podcasts interessantes ndo sé para a amplia-
¢do de conhecimentos matematicos, mas para a formacgao
geral do ouvinte.

Disponivel em: <https://jornal.usp.br/podcasts/>. Acesso
em: 11 mar. 2020.

Projeto Matematica no ar

O projeto Matemdatica no ar foi realizado pelo La-
boratério de Estudos Avancados em Jornalismo
(Labjor) da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp)
na Semana Nacional de Ciéncia e Tecnologia 2017. O pro-
jeto teve como objetivo mostrar ao publico que a mate-
matica esta presente em diversas situa¢des cotidianas. Os
conteudos foram produzidos como entrevistas e spots.

Disponivel em: <http://oxigenio.comciencia.br/projeto-
matematica-no-ar-semana-nacional-de-ciencia-e-
tecnologia-2017/>. Acesso em: 11 mar. 2020.

115


https://www.prandiano.com.br/museu
https://www.prandiano.com.br/museu
https://www.desmos.com/calculator
https://www.geogebra.org/classic
https://www.mathway.com/pt/Graph
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1086
http://www.ufrgs.br/frontdaciencia/
https://jornal.usp.br/podcasts/
http://oxigenio.comciencia.br/projeto-matematica-no-ar-semana-nacional-de-ciencia-e-tecnologia-2017/
http://oxigenio.comciencia.br/projeto-matematica-no-ar-semana-nacional-de-ciencia-e-tecnologia-2017/
http://oxigenio.comciencia.br/projeto-matematica-no-ar-semana-nacional-de-ciencia-e-tecnologia-2017/
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/midia:video/serie:3
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/midia:video/serie:3

CAPITULO 1

1.

10.

12.
13.

14.
15.
18.
19.

20.

21.

22,
23.
24,

o U A W N

a) 18

b) 5

c) 15

d) Apenas com os dados informa-
dos nao é possivel determinar o
valor de x.

. resposta pessoal

.14m

y=245mex=352m

. 16,25 cm

. a) Nao, pois tridngulos retangulos

podem ter formatos diferentes.

b) Sim, dois tridngulos equilateros
sdo sempre poligonos seme-
lhantes, pois ambos possuem
angulos correspondentes con-
gruentes e lados corresponden-
tes proporcionais.

. Sao semelhantes; a razao de seme-

lhanca é /3.

. a) 9cm

b)

)
d)

Ol Wk W[k

.a)3me4dm

b) —L __
10.000

4 . 1z

—=;16%
3) o5 16%
b) 230,4 m’
alternativa a

a) x=75y=9

b) x=2
59 m
x=14,y=6

alternativa b

a) 82 dm
b) 20 cm

180 cm

a) 542 cm; 543 cm
b) doyso = aV3
a=8cm;b=6cm
=233 m

a) Resposta possivel: 6,8,10e 5,12,
13.
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Respostas

b) Tridngulo retdngulo, pois se
torna possivel a aplicagdo do

teorema de Pitagoras.

25. a) PI =8cm
b) h=7,1cm
c) m=38cmen=132cm

26. resposta pessoal

Exercicios complementares
1. alternativa c

. alternativa d

. alternativa a

. alternativa b

8 cm

. alternativa e

IS

. alternativa c

© ©® N O UV A WN

[y
e

24 cm
. 123 cm

. alternativa c

[T =Y
W N R

. aproximadamente 44 m

14. alternativa a

Autoavaliacdo

1. alternativa c
. alternativa a
. alternativa c
. alternativa c
. alternativa d
. alternativa a

. alternativa d

0 N o 1 b W N

. alternativa d

CAPITULO 2

_12. _ 5. _
1. senoc—l—g,coscx— 13,tgoc—

. a) A altura relativa ao lado AB.

. senA =2;cosA = ‘/g'tgA= 25

2 3
3. 36 cm
4

. = 1.905m

(%]

. b) ~383km

[}

. resposta pessoal

8. a) cosa = tgo = =

_ . -2
b) cosa=getgo =5

7.
25’

9.a) x=5cm;y=5v3 cm

b) x = 443 cm;y = 30°

10. a) c=10m
b) h=87m

11. 15m

12. = 20,8 cm

13. =85m

14. =156 cm

15. alternativa c

16. = 1,026 km

17. a) = 128.000.000 km
b) =333

18. a) =5°
b) ~34,5m
c) resposta pessoal

Exercicios complementares
1. =3427 m

. =3392m

alternativa b

alternativa e

. = 6,34 cm,; = 8,66 cm

o vswN

x =40 cm; y = 4043 cm

Autoavaliacdo

=

alternativa c
. alternativa b
. alternativa a
=~ 546 m
=50m

. alternativa a

N ou oA WwN

. alternativa d

CAPITULO 3

1. a) 225°
b) 210°

c) 90°

2. a) %rad

b) % rad

) 2?75 rad

5n
d) 3 rad
e) % rad

f) %rad
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
24,

26.

4n

. 144°;, —rad

5

. a) 120°% 2?“ rad

b) = 14,65 cm

. =30,5cm
. a) A =160°B = 200°e C = 340°

—Ip-4rec=6r
b) A= §B eC= =

. a) 70°

b) £ rad

a) positivo
b) negativo

cos 1 < cos EF < cos A < cos 81 <
<cos O / 7 >

a) =0,8

b) ~ 0,8

c) =-0,8

a) =-0,9

b) ~ 0,9

c) =09

sen o = —0,45; sen =
sen 6 = 0,98

-0,77;

cos o = —0,67; cos B = 0,34;
cos 6=0,17

T _ sro_ 1 In _
sen6 = sen 3 2 sen 5

e _ 1
TsenTe Ty

a) 0
b) 2
c) 0
d 1
a) 0,342
b) 0,643
c) 0,866

a) falsa
b) falsa

13 quadrante o = —; 3° quadrante:

a) x = 30° oux = 150°
b) x =135° ou x = 225°

a) negativo b) positivo

tg o =0,90;tg P = —0,36; tg6 = 5,67

a) =-0,7

b) =0,7

c) =-0,7

a) menor que 1

b) ~ 0,65

c) 1° quadrante

d) negativo; positivo; negativo
€) = —0,65; = 0,65; = —0,65

12
27. 3
28. a) 0,6
b) 0,75
29. a) —0,8
b) 0,6
30. nao

31. a) x=6,3cm;y=3,2cm
b) x=40°%y=45m

32. a) =17,6m
b) O caminho 1 é o mais curto
(aproximadamente 21,4 m con-
tra 24,1 m do caminho 2).

33. =395cm
34. = 36,2 km
35. = 76,36 m

36. a) =5,1cm
b) =4,8cm

37. =176 cm

38. a) cos o = *%; obtusangulo

39. =96 cm; = 74,7 cm

40. =192,5km

41. 7 cm

42, 60°

Exercicios complementares
1. 225°

. =3822m

) 79” rad

. 1,4 rad

50°

37°30’

\lgng.n.hwro

. a) 0,53
b) —0,53
c) —0,53

8. tg L 7” Jtg L 150 85 23” tg

9. P=36° ou—rad Q— T rad;R = 216°

ou & rad; s = 324° ou 20 9“ rad

5
0.9 2
b) 3-243
6
N3
11. 5
12. a) 0,8
b) —0,8
c) —-0,8

13.
14.
15.

16. =

17.

18.

19.

20.

21.

22.

2n . 4rn
3 3

15 cm

=557m

4
5
b)%
= 8,7 m
J3

a) sen[3=7

b) 60° ou 120°
c) 75°ou 15°

resposta pessoal

alternativa d

Autoavaliacdo

1.

2
3.
4

9.
10.

alternativa d

. alternativa c

alternativa b

. alternativa b
. alternativa d
. alternativa c
. alternativa a

. alternativa a

alternativa d

alternativa c

CAPITULO %

1.

.a) —

a)p=4
b)p=2

cp=3

. a) minimo: 0; méximo: 2

b) minimo: -1; ndo tem maximo
¢) minimo: 8; maximo: 12

. a) 60° + k-360° kEZ

b) ¢ +k-2mkez
¢) 25° + k- 360°, k € Z

d UL ik-omkez

ol ofts ™

b) —
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Respostas

. sen (—0) = —sen o ou sen o =

=-sen (o)

7.1<k<=2

10.
11.

13.
15.

17.
18.

19.

20.

. a) Porque no grafico feito no com-

putador o software aproximou
0s numeros irracionais para
numeros racionais com duas
casas decimais. Assim, 2rn foi
representado por 6,28 (21 = 6,28).

b) 1

c) D(f) =R; Im(f) = [0, 2]

d) resposta pessoal

3.715 pessoas

a) 5m;1m

c) maré alta: as3h e as 15 h;

maré baixa: as21heas9h
d) de 12 em 12 horas

0

a) 2n

b) 1

¢) D(g) = R; Im(qg) =
d) resposta pessoal

[0,2]

12.280 casos; em janeiro

a)n
b) + kn,comk €Z

<) D( )=

Im(h) = | —c0, +oo]

<) .
{2 + km,ke Z},

As funcoes g(x) e j(x) sdo simétricas
em relacdo ao eixo x.

AL ou 31
3

ou 2T

b)
9] T”
d) %

e) Ooumou2n

3
L
3
3

3
T
ou T
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21. a) 0,m, 2ne 3%

2
n £ o o 31
b 6 2
c)0e2n
22. 16hou20h
23. 31
2
24. a)S={xe|R|x:%+2knoux:
_3n
3%+ 2kr, kel}

b) s={xe[R|x:g+2knoux:

2n

=3 + 2kn, keZ
<) S={xe[R|x— 23? + 2km ou x =

437‘ + 2kn, keZ}

51
6

d) S={xe[R|x == +2knoux =

= -5 4 2k, keZ}
e) S:{xe\R|x= =

f) S:{xe\R|x=

25. S—{xeR|x— % + 2kn oux =

_ 1o
-1 +2kn,kel}

26. S={xelR|x o kel}

Nl

27. Resposta possivel: cos x = —

28. f(x) — grafico em vermelho; g(x) —

— grafico em azul
30.a=b=2

Exercicios complementares

2. a) 135° + k+360° comk €Z
b) +k-2n,comk €Z

3. 3,5

4. 1.050 toneladas

10.

12.

13.

14.
15.

16.

. alternativa e

.as3h

_Jm 5n 7m 1lm
66 6 6

. 21

.a)S= {xe|R|x:%+2knoux:

45“ +2knkez}

5n

9 + 2k oux =

b) S= {xe\R|x =

_ 1in
=l +2knkel}

_ n
9s {ng|x I e, keZ}

S= {xe\R|x = 3—“ + kn, keZ}
a) —1;1

b) -2;2

c -1;3

a) sim

b) nao

c) nao

d) (=, 0)

e) maior

alternativa a

resposta pessoal

a) 23? ou 4?“

b) 2n 4n

Autoavaliacdo

1.

W 00 N o U1 » W N

=
o

alternativa c

. alternativa c
. alternativa d
. alternativa b
. alternativa d
. alternativa b
. alternativa a
. alternativa d
. alternativa b

. alternativa c
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