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PARTE GERAL

Pressupostos tedrico-metodoldgicos

Esta obra foi elaborada com base em reflexdes sobre as orientagdes para o Ensino Médio, tendo em vista as mudangas preconizadas pelas
Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio e pela Base Nacional Comum Curricular, com o objetivo de atender as necessidades e
aos interesses do jovem estudante que ingressa nessa etapa da Educacédo Basica.

= A Base Nacional Comum Curricular

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento-referéncia obrigatério para o desenvolvimento dos curriculos da Educacao
Basica em todo o pais. E importante destacar, porém, que os curriculos propostos na BNCC constituem o contetido minimo que deve ser
desenvolvido durante o periodo escolar, podendo ser complementado. Com isso, preservam-se a autonomia das escolas e dos professores e
as particularidades regionais.

A BNCC define um conjunto de aprendizagens essenciais que todos os estudantes devem desenvolver ao longo dos anos de escolaridade.
Essas aprendizagens estdo orientadas para o desenvolvimento de competéncias. Segundo a BNCC (2018, p. 7):

[...] competéncia é definida como a mobilizacao de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais),

atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.

Dessa forma, visando a uma formagdo humana integral que contribua para a construcao de uma sociedade justa, democratica e inclusiva,
a BNCC estabelece dez competéncias gerais para a Educacédo Basica (Educagéo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio).

Essas competéncias gerais devem ser desenvolvidas nas quatro dreas de conhecimento consideradas no Ensino Médio pela BNCC: Lin-
guagens e suas Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

Competéncias gerais da Educacdo Basica

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo fisico, social, cultural e digital para entender e expli-
car a realidade, continuar aprendendo e colaborar para a construcdo de uma sociedade justa, democrética e inclusiva.

2, Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexdo, a analise critica, a
imaginacdo e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive
tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestacoes artisticas e culturais, das locais as mundiais, e também participar de praticas diversificadas
da producao artistico-cultural.

4, Utilizar diferentes linguagens - verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital -, bem como
conhecimentos das linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacdes, experiéncias, ideias e senti-
mentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e comunicacéo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas
diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de conhecimentos e experiéncias que Ihe possibilitem entender
as relagcoes préprias do mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade,
autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informacdes confiaveis, para formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes
comuns que respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo responsavel em ambito local, re-
gional e global, com posicionamento ético em relagao ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua satde fisica e emocional, compreendendo-se na diversidade humana e reconhecendo suas
emocdes e as dos outros, com autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a cooperacdo, fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos
direitos humanos, com acolhimento e valorizacdo da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas e
potencialidades, sem preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, resiliéncia e determinacdo, tomando decisdes com
base em principios éticos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

(BNCC, 2018, p. 9-10.)



Competéncias especificas e habilidades

Além de competéncias gerais, a BNCC estabelece competéncias especificas que particularizam as competéncias gerais para cada area
de conhecimento. As competéncias especificas para o Ensino Médio estao articuladas as competéncias especificas de area para o Ensino
Fundamental, com as adequagdes necessarias ao atendimento das especificidades de formacdo dos estudantes nessa etapa.

Para assegurar o desenvolvimento das competéncias especificas, cada uma delas esta relacionada a um conjunto de habilidades, que
representa as aprendizagens essenciais a ser garantidas a todos os estudantes do Ensino Médio.

Cada habilidade é identificada por um codigo alfanumérico cuja composicdo € a seguinte:

EM 13 MAT

booodboocodboooooo Iboocooo

Esse codigo refere-se a habilidade 3 relacionada a competéncia especifica 1
1 03 » da area de Matematica e suas Tecnologias, que pode ser desenvolvida em
. qualquer série do Ensino Médio, conforme defini¢des curriculares.

EM: Ensino Médioj 1: competéncia especifica a qual se relaciona a habilidade

03: numeracgéo no conjunto de habilidades relativas a cada competéncia

13: a habilidade pode ser
desenvolvida em qualquer
série do Ensino Médio,
conforme definicdo do
curriculo

MAT: Matematica e suas Tecnologias

E importante ressaltar que a numeracio para identificar as habilidades relacionadas a uma competéncia nio representa uma sequéncia
esperada das aprendizagens. A adequacdo dessa progressao deve ser realizada pelos sistemas e pelas escolas, levando em consideracéo os
contextos locais.

A seguir, transcrevemos o texto oficial referente as cinco competéncias especificas estipuladas pela BNCC para a area de Matematica e
suas Tecnologias, além das habilidades associadas a elas. Vale destacar que, embora uma habilidade possa estar associada a mais de uma
competéncia, optou-se por classifica-la naquela com a qual tem maior afinidade.

Matematica e suas Tecnologias no Ensino Médio:
competéncias especificas e habilidades

COMPETENCIA ESPECIFICA 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagdes em diversos
contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioeconémicas ou tecno-
légicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

O desenvolvimento dessa competéncia especifica, que é bastante ampla, pressupoe habilidades que podem favorecer a interpretagao e
a compreensao da realidade pelos estudantes, utilizando conceitos de diferentes campos da Matematica para que facam julgamentos bem
fundamentados.

Essa competéncia especifica contribui nao apenas para a formagao de cidadaos criticos e reflexivos, mas também para a formacao cien-
tifica geral dos estudantes, uma vez que prevé a interpretacdo de situagdes das Ciéncias da Natureza ou Humanas. Os estudantes deverao,
por exemplo, ser capazes de analisar criticamente o que é produzido e divulgado nos meios de comunicacao (livros, jornais, revistas, internet,
televisao, radio etc.), muitas vezes, de forma imprépria, o que acaba induzindo a erros: generalizacdes equivocadas de resultados de pesquisa,
uso inadequado da amostragem, forma de representagao dos dados — escalas inapropriadas, legendas ndo explicitadas corretamente, omissao
e manipulacao de informacdes importantes (fontes e datas), entre outros.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econémicas, sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela analise
dos gréficos das funcoes representadas e das taxas de variagao, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apresentadas em relatdrios divulgados por diferentes meios de comunicacéo,
identificando, quando for o caso, inadequagbes que possam induzir a erros de interpretagdo, como escalas e amostras nao apropriadas.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as
conversoes possiveis entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema Internacional (SI), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos
avancos tecnoldgicos.

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica (indice de desenvolvimento humano, taxas de inflagao, entre outros), investigando os
processos de célculo desses numeros, para analisar criticamente a realidade e produzir argumentos.

(EM13MAT105) Utilizar as nocoes de transformagoes isométricas (translacao, reflexdo, rotacao e composicodes destas) e transformacdes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgées humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT106) Identificar situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).




COMPETENCIA ESPECIFICA 2: Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisées
éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas sociais, como os voltados a situacoes de satde, sustentabi-
lidade, das implicagoes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e
linguagens proprios da Matematica.

Essa competéncia especifica amplia a anterior por colocar os estudantes em situagdes nas quais precisam investigar questoes de impacto
social que os mobilizem a propor ou participar de agdes individuais ou coletivas que visem solucionar problemas.

O desenvolvimento dessa competéncia especifica prevé ainda que os estudantes possam identificar aspectos consensuais ou ndo na
discussao tanto dos problemas investigados como das intervencdes propostas, com base em principios solidarios, éticos e sustentaveis,
valorizando a diversidade de opinides de grupos sociais e de individuos e sem quaisquer preconceitos. Nesse sentido, favorece a interacao
entre os estudantes, de forma cooperativa, para aprender e ensinar Matematica de forma significativa.

Para o desenvolvimento dessa competéncia, deve-se também considerar a reflexdo sobre os distintos papéis que a educacao matematica
pode desempenhar em diferentes contextos sociopoliticos e culturais, como em relagao aos povos e as comunidades tradicionais do Brasil,
articulando esses saberes construidos nas praticas sociais e educativas.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 2

(EM13MAT201) Propor ou participar de agbes adequadas as demandas da regiao, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigoes e calculos de
perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

(EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevantes, usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar os
resultados por meio de relatério contendo gréficos e interpretagao das medidas de tendéncia central e das medidas de dispersao (amplitude e desvio padrao),
utilizando ou ndo recursos tecnoldgicos.

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucao e na analise de acdes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacdo de planilhas
(para o controle de orcamento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compostos, entre outros), para tomar decisoes.

COMPETENCIA ESPECIFICA 3: Utilizar estratégias, conceitos, definicoes e procedimentos matematicos para interpretar, construir
modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solugoes pro-
postas, de modo a construir argumentacao consistente.

As habilidades indicadas para o desenvolvimento dessa competéncia especifica estdo relacionadas a interpretagao, construgao de modelos,
resolucao e formulacdo de problemas matematicos envolvendo nog¢des, conceitos e procedimentos quantitativos, geométricos, estatisticos,
probabilisticos, entre outros.

No caso da resolucao e da formulacdo de problemas, é importante contemplar contextos diversos (relativos tanto a propria Matematica,
incluindo os oriundos do desenvolvimento tecnoldgico, como as outras areas do conhecimento). Nao é demais destacar que, também no
Ensino Médio, os estudantes devem desenvolver e mobilizar habilidades que servirdo para resolver problemas ao longo de sua vida - por
isso, as situacdes propostas devem ter significado real para eles. Nesse sentido, 0s problemas cotidianos tém papel fundamental na escola
para o aprendizado e a aplicacdo de conceitos matematicos, considerando que o cotidiano nédo se refere apenas as atividades do dia a dia
dos estudantes, mas também as questdes da comunidade e do mundo do trabalho.

Deve-se ainda ressaltar que os estudantes também precisam construir significados para os problemas proprios da Matematica.

Para resolver problemas, os estudantes podem, no inicio, identificar os conceitos e procedimentos matematicos necessarios ou os que
possam ser utilizados na chamada formulagdo matematica do problema. Depois disso, eles precisam aplicar esses conceitos, executar proce-
dimentos e, ao final, compatibilizar os resultados com o problema original, comunicando a solugao aos colegas por meio de argumentacao
consistente e linguagem adequada.

No entanto, a resolucao de problemas pode exigir processos cognitivos diferentes. Ha problemas nos quais os estudantes deverao aplicar
de imediato um conceito ou um procedimento, tendo em vista que a tarefa solicitada esta explicita. Ha outras situa¢des nas quais, embora
essa tarefa esteja contida no enunciado, os estudantes deverdo fazer algumas adaptacdes antes de aplicar o conceito que foi explicitado,
exigindo, portanto, maior grau de interpretacao.

Ha, ainda, problemas cujas tarefas ndo estdo explicitas e para as quais os estudantes deverao mobilizar seus conhecimentos e habilida-
des a fim de identificar conceitos e conceber um processo de resolucao. Em alguns desses problemas, os estudantes precisam identificar
ou construir um modelo para que possam gerar respostas adequadas. Esse processo envolve analisar os fundamentos e propriedades de
modelos existentes, avaliando seu alcance e validade para o problema em foco. Essa competéncia especifica considera esses diferentes tipos
de problema, incluindo a construcao e o reconhecimento de modelos que podem ser aplicados.

Convém reiterar a justificativa do uso na BNCC de “resolver e elaborar problemas” em lugar de “resolver problemas”. Essa op¢ao amplia
e aprofunda o significado dado a resolucdo de problemas: a elaboragao pressupde que os estudantes investiguem outros problemas que
envolvem os conceitos tratados; sua finalidade é também promover a reflexao e o questionamento sobre o que ocorreria se algum dado fosse
alterado ou se alguma condicao fosse acrescentada ou retirada.

Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudantes alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de apren-
dizagens que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir
argumentacgoes.



HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 3

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras dreas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e gréficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 12 ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situacées que envolvam juros simples com as que envolvem juros compostos, por meio de representagdes graficas ou analise
de planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos quais seja necessario compreender e interpretar a variagao das grandezas envolvidas,
em contextos como o da Matemdtica Financeira, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com func¢des logaritmicas nos quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas,
em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matemética Financeira, entre outros.

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros)
e comparar suas representagcdes com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da drea de uma superficie (reconfiguracoes, aproximagao por cortes etc.) e deduzir expressoes de calculo
para aplica-las em situagdes reais (como o remanejamento e a distribuicdo de plantagdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nogdes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas
que envolvem triangulos, em variados contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagoes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composicoes dos sélidos estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordendveis ou ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo e
aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatérios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo da probabilidade.

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabilidade de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.

(EM13MAT313) Utilizar, quando necessério, a notagdo cientifica para expressar uma medida, compreendendo as nogoes de algarismos significativos e algarismos
duvidosos, e reconhecendo que toda medida é inevitavelmente acompanhada de erro.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas determinadas pela razao ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demogréfica,
energia elétrica etc.).

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que envolvem célculo e interpretagdo das medidas de tendéncia central (média, moda,
mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padréo).

COMPETENCIA ESPECIFICA 4: Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de representaciao mate-
maticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solucao e comunicacdo de resultados de problemas.

As habilidades vinculadas a essa competéncia especifica tratam da utilizagao das diferentes representagées de um mesmo objeto mate-
matico na resolucdo de problemas em varios contextos, como os socioambientais e da vida cotidiana, tendo em vista que elas tém um papel
decisivo na aprendizagem dos estudantes. Ao conseguirem utilizar as representacées matematicas, compreender as ideias que elas expressam
e, quando possivel, fazer a conversao entre elas, os estudantes passam a dominar um conjunto de ferramentas que potencializa de forma
significativa sua capacidade de resolver problemas, comunicar e argumentar; enfim, ampliam sua capacidade de pensar matematicamente.
Além disso, a andlise das representagdes utilizadas pelos estudantes para resolver um problema permite compreender os modos como o
interpretaram e como raciocinaram para resolvé-lo.

Portanto, para as aprendizagens dos conceitos e procedimentos matematicos, é fundamental que os estudantes sejam estimulados a
explorar mais de um registro de representagao sempre que possivel. Eles precisam escolher as representagées mais convenientes a cada
situacdo, convertendo-as sempre que necessario. A conversao de um registro para outro nem sempre é simples, apesar de, muitas vezes, ser
necessaria para uma adequada compreensao do objeto matematico em questao, pois uma representacdo pode facilitar a compreensao de
um aspecto que outra ndo favorece.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 4

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 12 grau em representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos gquais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau em representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou néo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre
outros materiais.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagbes, com ou sem apoio de tecnologias digitais, entre as representagdes de funcdes exponencial e logaritmica expressas
em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada funcao.

(EM13MAT404) Analisar funcdes definidas por uma ou mais sentencas (tabela do Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas representacdes algébrica
e gréfica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento e decrescimento, e convertendo essas representacées de uma para outra, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou ndo o uso
de softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.

(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot), de ramos e

folhas, entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua analise.




COMPETENCIA ESPECIFICA 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matemati-
cas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na valida¢ao das referidas conjecturas.

O desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupde um conjunto de habilidades voltadas as capacidades de investigacdo e de
formulacao de explicagdes e argumentos, que podem emergir de experiéncias empiricas — indugdes decorrentes de investigagdes e experi-
mentagdes com materiais concretos, apoios visuais e a utilizacdo de tecnologias digitais, por exemplo. Ao formular conjecturas com base em
suas investigagoes, os estudantes devem buscar contraexemplos para refuta-las e, quando necessario, procurar argumentos para valida-las.
Essa validacdo ndo pode ser feita apenas com argumentos empiricos, mas deve trazer também argumentos mais “formais’, incluindo a de-
monstracao de algumas proposicoes.

Tais habilidades tém importante papel na formagao matematica dos estudantes, para que construam uma compreensao viva do que é
a Matematica, inclusive quanto a sua relevancia. Isso significa percebé-la como um conjunto de conhecimentos inter-relacionados, coletiva-
mente construido, com seus objetos de estudo e métodos préprios para investigar e comunicar resultados tedricos ou aplicados. Igualmente
significa caracterizar a atividade matematica como atividade humana, sujeita a acertos e erros, como um processo de buscas, questionamentos,
conjecturas, contraexemplos, refutacdes, aplicagdes e comunicacdo.

Para tanto, é indispensével que os estudantes experimentem e interiorizem o carater distintivo da Matematica como ciéncia, ou
seja, a natureza do raciocinio hipotético-dedutivo, em contraposi¢do ao raciocinio hipotético-indutivo, caracteristica preponderante
de outras ciéncias.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 5

(EM13MAT501) Investigar relagoes entre niumeros expressos em tabelas para representé-los no plano cartesiano, identificando padrées e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizagéo, reconhecendo quando essa representagao é de funcgao polinomial de 12 grau.

(EM13MAT502) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representé-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo quando essa representacao é de fungdo polinomial de 22 grau do tipo y = ax>

(EM13MAT503) Investigar pontos de méaximo ou de minimo de fun¢ées quadraticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinematica,
entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencéo da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a obten¢ao
das formulas de calculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de aplicativos de geometria dinamica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composicdo de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padrées observados.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variacao da area e do perimetro de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e
classificando as fungées envolvidas.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungdes afins de dominios discretos, para andlise de propriedades, dedugdo de algumas férmulas
e resolucdo de problemas.

(EM13MAT508) Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a fungdes exponenciais de dominios discretos, para anélise de propriedades, deducdo de algumas
férmulas e resolugao de problemas.

(EM13MAT5009) Investigar a deformagao de angulos e dreas provocada pelas diferentes projecdes usadas em cartografia (como a cilindrica e a cénica), com ou sem
suporte de tecnologia digital.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando
apropriado, levar em conta a variacdo e utilizar uma reta para descrever a relagdo observada.

(EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos ou ndo, e de eventos, equiprovéveis ou nao, e investigar implicagées no
célculo de probabilidades.

= As mudancas no Ensino Médio

Muitas sao as demandas do século XXI que refletem diretamente no cenario educacional, mais especificamente no que se refere aos
jovens. A dinamica social contemporanea caracteriza-se pelas rapidas transformagoes resultantes do desenvolvimento tecnolégico, o que,
por sua vez, requer que a formagdo do jovem atenda a esse viés.

Nesse contexto, o Ensino Médio passou por um amplo processo de reformulagao na tentativa de garantir a permanéncia do jovem na
escola, além de uma aprendizagem real e significativa que atenda as atuais necessidades desse segmento. Propde-se, entdo, a substituicao
do modelo Unico de curriculo por um modelo composto pela Formacdo Geral Basica, que abrange as competéncias e habilidades das areas
de conhecimento previstas na BNCC, e por Itinerarios Formativos, organizados por meio de diferentes arranjos curriculares, conforme a re-
levancia para o contexto local e a possibilidade dos sistemas de ensino. Esse modelo adota a flexibilidade como principio de organizagao e
busca atender a multiplicidade de interesses dos estudantes.

Pode-se dizer que as novas diretrizes para o Ensino Médio propéem uma ruptura da solidez representada pelo conteudismo, do papel
passivo do estudante e do docente que transmite informagdes. Dessa maneira, sugere organizar uma nova escola que acolha as diferencas e
assegure aos estudantes uma formacao que dialogue com a histéria de cada um, possibilitando definir projetos de vida tanto no ambito dos
estudos como no do trabalho.

No entanto, esse processo requer uma mudanca nao s6 nos espagos escolares, mas também na forma de enxergar as diferentes juventudes
e na pratica pedagdgica dos professores.

A transmissdo de informagoes e o professor como figura central ja ndo cabem mais na perspectiva da educacao do século XXI. O cenério
que se desenha é outro. Nele, o protagonismo dos estudantes e a constru¢ao do conhecimento de forma colaborativa ganham destaque.



0 jovem e as juventudes

Dadas essas mudancas no Ensino Médio, compreender os jovens
inclui enxerga-los a partir de suas identidades culturais, seus gostos,
estilos e valores, considerando sua vivéncia no dinamismo e na fluidez
da sociedade tecnoldgica atual, que sdo muito diferentes daqueles
das geragoes anteriores.

Assim, inserir-se no universo deles e aprender a ouvi-los é um
primeiro passo para estabelecer relacionamentos expressivos que
possibilitem ressignificar o processo de ensino-aprendizagem. Se-
gundo Moran (2007, p. 80):

[..] Um dos caminhos de aproximacédo ao aluno é pela comunicacao

pessoal de vivéncias, histdrias, situacdes que ele ainda ndo conhece em

profundidade. Outro é o da comunicacdo afetiva, da aproximacao pelo
gostar, pela aceitagdo do outro como ele é e encontrar o que une, o que
nos identifica, o que temos em comum.

Nesse trabalho de aproximacao também é preciso considerar que
os jovens sdo diferentes em diversos aspectos, como origem social,
género, territorio, modos de ser, sentir, agir, entre outros. As Diretrizes
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (2013, p. 155), definem

[...] a juventude como condi¢ao sécio-histérico-cultural de uma catego-
ria de sujeitos que necessita ser considerada em suas multiplas dimen-
soes, com especificidades proprias que nao estao restritas as dimensoes
bioldgica e etdria, mas que se encontram articuladas com uma multi-
plicidade de atravessamentos sociais e culturais, produzindo multiplas
culturas juvenis ou muitas juventudes.

O ambiente escolar deve, entédo, ser um local em que as diversas
culturas juvenis se relacionem e se expressem. Conforme orienta a
BNCC (2018, p. 463):

Considerar que ha muitas juventudes implica organizar uma esco-
la que acolha as diversidades, promovendo, de modo intencional
e permanente, o respeito a pessoa humana e aos seus direitos. E
mais, que garanta aos estudantes ser protagonistas de seu préprio
processo de escolarizagdo, reconhecendo-os como interlocutores
legitimos sobre curriculo, ensino e aprendizagem. Significa, nesse
sentido, assegurar-lhes uma formacdo que, em sintonia com seus
percursos e histdrias, permita-lhes definir seu projeto de vida [...].

Desse modo, além de compreender a pluralidade das juventudes,
deve-se pensar no jovem em sua singularidade, e possibilitar a ele
condi¢des para desenvolver-se como sujeito ativo, protagonista do
seu processo de aprendizagem, e como sujeito critico, agente de
transformacdo da sociedade.

Outro aspecto das juventudes que precisa ser destacado € a so-
ciabilidade. Nas interagdes com os colegas, 0s jovens compartilham
ideias, experiéncias e saberes e expressam aspectos das culturas
juvenis. Estar atento para os grupos com os quais eles se identificam
ou dos quais fazem parte pode colaborar para o entendimento dos
seus modos de agir e também em seu processo de formagdo, como
salienta Dayrell (2016, p. 276):

Promover espacos de sociabilidade que primam por garantir um

direito basico de todo ser humano, que é se conhecer, enriquece

o processo de construcao de identidade que, por sua vez, tende a

ampliar a relacao com o diferente. Além disso, o processo de reco-

nhecimento de sino mundo e na relacao com o outro contribui para
dar sentido ao processo formativo.

Um espaco de sociabilidade que se tornou muito comum para
a juventude contemporanea séo as redes sociais digitais. Fichtner
(2015, p.44) aponta que, ao participar ativamente dessa“sociedade de
midia’, os jovens“aprendem uma técnica de cultura que é necesséria
para lidar com muitas situagdes na vida cotidiana e na profissdo hoje"

No entanto, é importante estar atento, nesses espacos fisicos
ou virtuais (ciberespagos), a casos de violéncias: agressoes verbais,
fisicas e psicoldgicas, bullying e cyberbullying. Segundo o relatério

Violéncia escolar e bullying (Unesco, 2019), o bullying é considerado
um comportamento intencional e agressivo; as formas mais comuns
sdo insultos, xingamentos e apelidos, ameacas, difamagao, exclusédo
social e isolamento; e o cyberbullying é definido como ameacas
realizadas por meio de postagens em redes sociais na internet, que
podem incluir difamacdo, mensagens ofensivas, comentarios, fotos
e videos constrangedores. As vitimas dessas ameacas sentem-se
constrangidas e humilhadas e podem desenvolver depressao, an-
siedade, baixa autoestima e até mesmo pensamentos suicidas, visto
que o grupo exerce forte influéncia no processo de identificacéo e
de autoafirmacdo dos jovens.

Diante dessa realidade, e dadas as diferengas entre as juventudes
e entre elas e os professores, é preciso educar para a convivéncia e o
didlogo. Em um ambiente escolar inclusivo, em que os estudantes se
sintam acolhidos e protegidos, é possivel construir redes de coope-
ragado em que as interagdes sociais sejam construidas com respeito,
companheirismo, solidariedade e compartilhamento de experiéncias
e saberes. O professor desempenha um papel muito importante na
organizacao dessa rede, como mediador desse processo de constru-
¢ao de conhecimento, de identidade, autonomia e projetos de vida.

= As metodologias ativas

Um modo de engajar os alunos e favorecer seu protagonismo no
processo de ensino-aprendizagem séo as metodologias ativas. Segun-
do José Moran (2019, p. 7), as metodologias ativas séo:

[...] alternativas pedagdgicas que colocam o foco do processo de ensino

e aprendizagem nos aprendizes, envolvendo-os na aquisi¢cao do conhe-

cimento por descoberta, por investigacdo ou resolucao de problemas

numa visdo de escola como comunidade de aprendizagem (onde ha
participacdo de todos os agentes educativos, professores, gestores, fa-
miliares e comunidade de entorno e digital).

Desse modo, elas representam mudancgas de paradigmas, con-
tribuindo para redesenhar as formas de ensinar e aprender, avaliar,
pensar o curriculo e mesmo organizar os espagos escolares.

Nesse novo cendrio, o estudante ndo se limita a ser um espectador
passivo. Ele deve ser incentivado a aprender de forma autonoma e
participativa, a partir de problemas e situacdes reais, e a ser o pro-
tagonista do seu processo de aprendizagem, corresponsavel pela
construcdo de conhecimento.

O professor, por sua vez, é o mediador, que provoca, desafia e
orienta cada estudante na intencao de que ele avance mais em sua
aprendizagem. Segundo Moran (2019, p. 17), os professores:

[...] conseguem ajudar os aprendizes a ampliarem a viséo de mundo que
conseguiram nos percursos individuais e grupais, levando-os a novos
questionamentos, investigagoes, praticas e sinteses. [...] . Ajudam a dese-
nhar roteiros interessantes, problematizam, orientam, ampliam os cena-
rios, as questdes e os caminhos a serem percorridos.

E por meio da relacdo professor-aluno-grupo, em um processo
colaborativo, que o conhecimento é construido. Esse processo &, ao
mesmo tempo, ativo e reflexivo, pois, através das atividades propostas
pelo professor, os estudantes podem pensar sobre os contetdos de-
senvolvidos, sobre o que fazem (pratica) e desenvolver a capacidade
critica (reflexao).

O professor, com seu conhecimento, sua experiéncia e a obser-
vacao atenta, planeja e faz ajustes e intervencdes para impulsionar
os estudantes no desenvolvimento de competéncias e habilidades.
Desse modo, ele assume também uma postura investigativa de sua
propria pratica, refletindo sobre ela e buscando solucdes para os
problemas que encontra.

Com as metodologias ativas se delineiam novos contextos de
aprendizagem. Diversas estratégias podem ser utilizadas, como
projetos, desafios, debates, aprendizagem por pares, por times,



pela resolucdo de problemas, sala de aula invertida, entre outras.
Usa-las é uma oportunidade de redesenhar as relacdes, o espaco e
o tempo na escola.

Embora seja um grande desafio para o professor, para os proprios
estudantes e para a gestdo escolar, as metodologias ativas podem
ser a principal ferramenta para acompanhar a fluidez e as mudancas
constantes da atualidade.

Como utilizar as metodologias ativas com o
livro didatico

O modo como o professor usa o livro didatico depende daquilo
que ele acredita enquanto teoria que embasa a sua pratica. Quando
se percebe a necessidade de uma escola que desenvolva o prota-
gonismo do estudante e que se adapte a ideia de juventude plural,
percebendo que nela se inserem sujeitos com valores, comportamen-
tos, interesses e necessidades singulares, o livro didatico se tornaum
instrumento a mais para enriquecer a pratica docente, mesmo diante
das muitas dificuldades que se apresentam no dia a dia.

Nesse sentido, esta obra didatica apresenta variadas situacoes
em que é possivel engajar os estudantes em metodologias ativas. O
trabalho com projetos, por exemplo, mobiliza o interesse dos jovens,
pois eles se envolvem na resolucdo de um problema ou desafio (que
pode ser proposto por eles mesmo ou pelo professor) que geralmente
se relaciona com a realidade deles fora da sala de aula.

Na aprendizagem com projetos, os estudantes realizam um
trabalho em equipe, tomam decisdes em coletivo, refletem, anali-
sam, e chegam juntos a um resultado, por meio da cooperagao e de
principios éticos e democraticos. O professor atua como mediador,
intervindo quando necessario, principalmente em relagdo a possiveis
desentendimentos, promovendo a cultura da paz, em um ambiente
adequado as trocas e ao didlogo, de modo a estimular o respeito as
ideias do outro, o acolhimento e a valorizagao da diversidade.

Para o professor, trabalhar com projetos implica um planejamento
prévio meticuloso. E necessério pensar o que sera proposto, a orga-
nizacao do tempo, a quantidade de aulas necessdria, as estratégias,
o encadeamento das atividades. Quando se trata de um projeto
interdisciplinar, é necessario planejar em conjunto com os outros
profissionais envolvidos para estabelecer conexdes entre os temas e
elaborar questionamentos que direcionem a pesquisa a ser realizada
pelos estudantes. E importante também apresentar o que se espera
deles a cada aula, para que possam participar ativamente da gestao
da aula: o que vao aprender, quais atividades vao realizar; e, ao final,
avaliar se atingiram os objetivos propostos, o que aprenderam, o que
é necessario melhorar.

Nesta obra, pode-se colocar em pratica essa estratégia com as
atividades da secdo Pesquisa e agéo.

Qutra metodologia ativa que pode ser colocada em pratica é a
aulainvertida. Nela, como o nome diz, inverte-se o processo, ou seja,
asinformacdes necessarias para resolver um problema ou aprofundar
um tema sao antecipadas aos estudantes.

Nessa estratégia, para orientar o estudo, o professor pode utilizar
recursos tecnoldgicos digitais (os estudantes procuram informagoes
na internet em fontes confidveis e diversificadas, assistem a videos
e animacoes, utilizam aplicativos) ou, por exemplo, pedir aos estu-
dantes que leiam textos impressos de revistas, jornais ou do préprio
livro didatico, individualmente ou em grupos.

Depois, orientados pelo professor, eles discutem o que pesquisa-
ram e expdem as duvidas suscitadas pelo estudo. O professor pode
propor algumas questdes para diagnosticar o que foi aprendido e o
que ainda é necessario ser revisitado. Desse modo, poderd orientar
aqueles que precisam de ajuda e, a0 mesmo tempo, propor desafios
maiores para os que ja dominam o que foi pedido.

Moran (2019, p. 29) explica que, na aula invertida:

[...] Os estudantes acessam materiais, fazem pesquisas no seu proprio
ritmo e como prepara¢do para a realizacdo de atividades de aprofun-
damento, debate e aplicacao [..]. A combinacdo de aprendizagem por
desafios, problemas reais e jogos com a aprendizagem invertida é muito
importante para que os alunos aprendam fazendo, aprendam juntos e
aprendam, também, no seu préprio ritmo.

Nesta obra, o professor podera propor aos estudantes que
analisem previamente, por exemplo, as aberturas, os infogréficos e
as secoes Compreensdo de texto e Educacdo financeira, trazendo as
duvidas e comentando sobre o que entenderam. E possivel pedir,
ainda, que resolvam previamente os exercicios propostos, levantando
os principais problemas encontrados. Hd também outras possibilida-
des que podem ser elaboradas com base nas sugestdes dos boxes ou
nos textos ao longo do livro, conforme o contetido a ser trabalhado.

Outro exemplo de metodologia ativa é a aprendizagem baseada
em times, na qual o professor propde aos estudantes uma prepara-
¢ao prévia de um conteudo especifico. Hd uma avaliagao individual
e, em seguida, eles se reinem em equipes para discutir as mesmas
questdes e cada um explica como as resolveu, argumentando e
defendendo as razbes de sua escolha até chegarem a um consenso.
O professor percorre os grupos fazendo intervencoes e, ao final,
complementa algum ponto que merega mais atencgao. Esse tipo de
trabalho desenvolve habilidades de comunicacao e argumentacao,
aspectos importantes para enfrentar demandas da sociedade atual.
Nesta obra, essa metodologia pode ser aplicada nas atividades da
secao Pesquisa e acdo.

Existem, de acordo com Moran (2019), outras formas de trabalho
em grupo que podem e devem ser utilizadas: debates sobre temas da
atualidade, geragdo de ideias (brainstorming) para buscar a solucédo
de um problema, rotinas simples para exercitar o pensamento (tornar
o pensamento visivel a partir de perguntas problematizadoras), pro-
ducdo de mapas conceituais para esclarecer e aprofundar conceitos e
ideias; criacao de portfdlios digitais para registro e acompanhamento
da aprendizagem pessoal e grupal; avaliagao entre grupos.

Vale ressaltar que o trabalho em grupo requer atengao especial
do professor. Embora seja uma proposta que vem sendo (ou deveria
ser) trabalhada ao longo do percurso escolar, é possivel encontrar
estudantes que ainda nao sabem fazé-lo. Seja para reforcar, seja para
ensinar esta pratica, é preciso retomar algumas orientagoes.

O professor precisa estar atento a formacdo dos grupos: podera
deixar que os estudantes o fagam livremente para observar como
trabalham e, assim, reagrupa-los conforme as afinidades (ou ndo).
E importante também organiza-los de modo que as trocas de co-
nhecimento ocorram; por exemplo, testando grupos que reinam
estudantes em diferentes estagios de aprendizagem, ou seja, grupos
heterogéneos, e propor mudancgas de acordo com o andamento dos
trabalhos. Ensina-los a dividir as tarefas, a ouvir o outro, levando em
consideragao as ideias e as diferencas, sdo aspectos a serem sempre
aprimorados. Uma dica é construir com os estudantes as regras para o
convivio e melhor aproveitamento durante a realizagdo dos trabalhos
em grupo dentro ou fora da sala de aula, como um contrato para que
todos conhecam as regras. Afixa-las em um local visivel e retoma-las
sempre que necessario deve fazer parte da rotina.

E importante percorrer a sala observando os grupos, como
estdo realizando as tarefas e como as discussdes estdo sendo enca-
minhadas. Durante a atividade em grupo, o papel do professor é o
de mediador, fazendo questionamentos conforme as discusses vao
acontecendo. Nesse momento, pode-se registrar as observacoes da
turma e fazer intervencgdes. Ao perceber que nao ocorre a participacao
de todos, é fundamental questionar os integrantes do grupo, reto-
mando como deve ser esse trabalho e revisando as regras. Se o fato


http://atual.Nesta
http://atual.Nesta

persistir, uma dica é a realizagao de assembleias de classe, nas quais
o assunto pode ser levado a discussao, possibilitando aos estudantes
aprenderem a encontrar a melhor solucao para o problema com base
em principios éticos e democraticos.

O texto a seguir apresenta uma reflexdao que pode ser util ao
professor para preparar os estudantes para o trabalho coletivo.

Preparando os alunos para a cooperacao

A primeira etapa ao introduzir o trabalho em grupo na sala de aula é
a de preparar os alunos para situacoes de trabalho cooperativo. [...]
Existe uma grande chance de que eles ndo tenham vivenciado um
numero suficiente de experiéncias prévias bem-sucedidas em tare-
fas cooperativas, trabalhando com pessoas que nédo eram amigos
pessoais ou membros da familia. [...]

Alunos que estdo preparados para a cooperacdo saberdo compor-
tar-se em situagoes de trabalho em grupo sem supervisdo direta do
professor. E necessario introduzir novos comportamentos coopera-
tivos em um programa de preparacao intencional. O objetivo de tal
programa de preparacao é a construcdo de novas regras, concepcoes
coletivas sobre como deve ser a atuacdo produtiva em situacoes de
grupo. As vezes, as regras sao explicitas e escritas, as vezes, elas sao
expectativas ou obrigacdes de comportamento nao verbalizadas.

Quando um individuo comeca a sentir que deve se comportar de acor-
do com essa nova maneira, a regra se tornou internalizada. Regras in-
ternalizadas produzem nao apenas o comportamento desejado, mas
um desejo de reforcar as expectativas sobre o comportamento dos
outros no interior do grupo. Em situacées de aprendizagem coopera-
tiva, mesmo estudantes muito jovens podem ser vistos aconselhando
outros membros do grupo sobre como devem se comportar. Em fun-
¢ao do seu papel na sala de aula, os professores tém um extenso poder
para estabelecer regras conhecidas e para introduzir outras.

[.]

O trabalho em grupo envolve uma mudanca importante nas regras
das salas de aula tradicionais. Quando recebem uma tarefa para o
grupo, solicita-se aos alunos que dependam uns dos outros. Eles
agora sdo responsaveis ndo apenas pelo seu préprio comporta-
mento, mas pelo comportamento do grupo e pelo resultado dos
esforcos de todos. Em vez de escutar apenas o professor, devem
escutar os outros estudantes. Para que o grupo trabalhe sem pro-
blemas, eles devem aprender a solicitar a opinido dos outros, dar
as outras pessoas a chance de falar e fazer contribuicoes breves e
sensiveis ao esforco coletivo. Esses sdo exemplos de novas regras
Uteis para serem introduzidas antes de comegar o trabalho em gru-
po. Como esses novos comportamentos envolvem interagoes entre
os alunos, as normas que os governam precisam ser compartilhadas
e internalizadas por todos.

COHEN, Elizabeth G.; LOTAN, Rachel A. Planejando o trabalho
em grupo: estratégias para salas de aula heterogéneas. 3. ed.
Porto Alegre: Penso, 2017.

~ A importancia da Matematica

A BNCC propde que a area da Matematica e suas Tecnologias, no
Ensino Médio, amplie e aprofunde as aprendizagens desenvolvidas no
Ensino Fundamental, aplicando-a a realidade em diferentes contextos
e as vivéncias cotidianas dos estudantes.

A dimensao social que explicita os multiplos usos que a sociedade
faz das explicacdes matematicas e os principais valores de controle
e progresso que se desenvolvem com sua aplicagao séo claramente
identificados nos exemplos que sobressaem, de imediato, nos campos
da Estatistica, da Matematica Financeira, das medidas ou da mode-
lagem de fendmenos naturais e sociais.

Reconhecidamente, a Matematica assume papel formativo no
desenvolvimento geral do individuo. Ao assentar-se na clareza e
norigor de definicdes, demonstragdes e encadeamentos conceituais
e légicos que validam intuicdes e dao sentido as técnicas aplica-
das, a Matematica, sem duvida, ajuda a estruturar o pensamento
e o raciocinio dedutivo. Essa dimensao simbélica ou conceitual
da disciplina abarca os fundamentos que garantem cobertura
ampla - e, a0 mesmo tempo, elementar — dos fatos matematicos
mais importantes.

Espera-se também que o estudante compreenda a Matematica
como uma ciéncia com métodos préprios de construcao de conheci-
mento. Essa dimensao cultural do curriculo cientifico é contemplada
na solucdo de problemas e nas tarefas de investigacdo, que tém
como objetivo reproduzir algumas atividades dos matematicos,
com destaque a formulacdo de hipoteses e conjecturas e a reflexao
sobre elas, assim como a comunicacdo escrita de experimentagées
e de possiveis conclusoes.

Como resultado dessas reflexdes e orientada pela BNCC em suas
competéncias gerais e nas competéncias especificas da area de Mate-
madtica e suas Tecnologias, esta obra tracou como objetivo colaborar
também para o desenvolvimento das capacidades de:

e usar o conhecimento matematico como uma das ferramen-

tas de leitura, interpretacao e andlise da realidade;

« estabelecer relagoes entre diferentes temas matematicos e entre
esses temas e outras areas do conhecimento e da vida cotidiana;

« efetuar calculos numéricos — escritos ou com uso da tecnolo-
gia, exatos ou aproximados — com ampliacdo da diversidade
das operacdes e dos conjuntos numéricos;

* resolver problemas e, com isso, desenvolver a compreensao
dos conceitos matematicos;

¢ colocar em prética atitudes de autonomia e de cooperagao;

e desenvolver uma formacdo geral que permita o prossegui-
mento dos estudos;

* identificar e utilizar representacdes equivalentes de um mes-
mo conceito matematico, bem como diferentes registros des-
se conceito (grafico, numérico, algébrico);

e expressar matematicamente - de forma verbal, escrita e gra-
fica - situagOes tedricas e concretas, além de trabalhar a pre-
cisao da linguagem e das demonstracdes, desenvolvendo,
assim, a construcdo da argumentacgao.

A Etnomatematica

Ao longo do tempo, muitas maneiras de trabalhar a Matematica
foram criadas em virtude das diferentes necessidades socioculturais
de épocas distintas. Atualmente, conforme a BNCC propée, o foco
é uma Matemadtica integrada e aplicada a realidade em diferentes
contextos, levando em consideragao as variadas vivéncias apresen-
tadas pelos estudantes.

E nesse contexto que se enquadra a Etnomatematica — aborda-
gem histérico-cultural iniciada na década de 1970, quando se passou
afalar de uma Matemadtica presente em diferentes contextos culturais:
das costureiras, do pedreiro, do marceneiro e muitas outras.

O professor brasileiro Ubiratan D’Ambrosio (2005, p. 99), um dos
pioneiros no tema, explica que a Etnomatematica:

tem o seu comportamento alimentado pela aquisicao de conheci-
mento, de fazer(es) e de saber(es) que lhes permitam sobreviver e
transcender, através de maneiras, de modos, de técnicas, de artes
(techné ou “ticas”) de explicar, de conhecer, de entender, de lidar
com, de conviver com (mdtema) a realidade natural e sociocultural
(etno) na qual esta inserido.



Esses saberes e fazeres matematicos estdo relacionados com o
contexto sociocultural do estudante e devem ser abordados em sala
de aula, estabelecendo uma ligagao entre esses conhecimentos e o
saber matematico da academia e da escola. E importante compreen-
dé-los e compara-los com o que se aprende na escola, demonstrando,
por exemplo, que ha diferentes maneiras de resolver uma situacao. A
sala de aula, portanto, deve ser um espaco de encontros, conexdes e
exploracoes de diferentes saberes.

Jonei Barbosa (2019), professor da Faculdade de Educacédo da
Universidade Federal da Bahia, onde desenvolve projetos de pesquisa
na area de Educacdo Matematica, em artigo sobre o tema, traz um
uso da Etnomatemédtica, quando cita uma pesquisa realizada com
estudantes do 22 ano do Ensino Médio em que eles tiveram de pes-
quisar, em grupos, a matematica na construcao civil:

[...] Eles tiveram que visitar canteiros de obras e entrevistar os pro-

fissionais [engenheiro, mestre de obra, pedreiro]. Depois disso,

0s grupos apresentaram os saberes e fazeres, como a técnica de
construcao das “tesouras” na sustentacao do telhado, a determina-
¢ao do desnivel entre dois pontos de um terreno e o esquadro do

chao com uma parede de um comodo. Na apresentacao, teve-se a

oportunidade de discutir as diferencas entre as formas de abordar

os problemas no mundo da construcdo civil e na escola (por ex.,
usando trigonometria).

Utilizar a perspectiva da Ethomatematica na sala de aula é,
portanto, uma forma de promover mudangas no ensino, permitin-
do aos estudantes descobrir a Matematica de seu dia a dia. E uma
oportunidade de despertar o interesse e a significacdo, oferecendo
a eles novos olhares para a Matemética.

= A lingua materna e a Matematica

Um dos papéis da escola é promover a participa¢do social, as
trocas e o exercicio da cidadania. Uma das maneiras de alcancar isso
é suprir os estudantes com ferramentas que lhes permitam uma
comunicagao efetiva.

Em nosso campo de estudo, a eficiéncia na comunicacdo se da
quando, pelo uso da lingua materna (ou linguagem corrente), a Ma-
temadtica é interpretada e ganha sentido. Estudos teéricos mostram
que é importante estabelecer uma relacao entre a lingua materna e
o ensino da Matematica, o qual tem ora uma linguagem formal, ora
um sistema de representacao. Nas palavras de Nilson José Machado
(1989), a Matematica, “impregnando-se da lingua materna, [...] passa
a transcender uma dimensdo apenas técnica adquirindo assim o
sentido de uma atividade caracteristicamente humana”.

Tanto a lingua materna quanto a linguagem matematica possuem
um sistema de representacao simbdlico, letras e numeros, utilizado
para interpretar a realidade, e ambas necessitam de um grau de abs-
tracdo para que sejam compreendidos os seus cddigos. No entanto,
para entender a lingua materna, o grau de abstracdo é menor quando
comparado com a linguagem matematica, ja que as palavras fazem
parte do cotidiano e se referem a objetos e situagdes mais proximas
de todos. A abstracao para compreender a linguagem matematica
requer mais esforco, pois muitos dos cédigos sdo especificos da
Matematica e estao distantes da realidade dos estudantes. E nesse
sentido que aparecem os entraves logo no inicio do percurso escolar
e se estendem ao longo da jornada estudantil.

Para Luvison (2013, p. 60):

a Matematica néo se restringe a linguagem de cédigos e simbolos;

estd representada em torno de um conjunto de significacoes que lhe

sdo proprias, mas também faz uso do movimento de outras lingua-
gens. Além da relacdo de técnicas para operar, quando pensamos

no conhecimento matematico e de construcao e representacao da
realidade por meio da lingua materna, é preciso refletir sobre a com-
plementaridade das duas linguagens (lingua materna e Matemati-
ca), pois ambas possuem seus estilos particulares, porém, sdo com-
plementares; ou seja, existe entre elas uma relagao de significados
que independe do seu estilo.

E fundamental, portanto, que a lingua materna e a Matemética
sejam tratadas de modo conjunto, a fim de que o estudante seja
estimulado a adquirir habilidades de leitura e consiga resolver as
situacdes de modo mais eficaz.

Capacidade leitora e de expressao

Nas aulas de Matematica, muitas vezes, o uso da lingua se restrin-
ge a leitura de enunciados, mas deveria existir um trabalho pontual
com a linguagem matemadtica e suas especificidades, estabelecendo
um didlogo entre a lingua materna e a linguagem matematica. Um
modo de fazer isso é pedir aos estudantes, que, além de explicarem
oralmente uma resolucéo, escrevam como pensaram. Depois, pode-se
pedir que, em duplas, um leia o texto do outro e ambos contribuam
para a melhoria dos textos.
Para compreender uma situacao-problema, por exemplo, hd um
caminho a ser percorrido: leitura do enunciado, levantamento de
hipoteses, identificacdo dos dados que aparecem no texto e solugao
para o que foi proposto. Para esse trabalho caminhar, muitas vezes, é
necessdrio retomar as estratégias de leitura' e verbalizar com a turma
todo esse percurso.
A fim de favorecer as habilidades de andlise e interpretacao, po-
de-se recorrer as linguagens visuais e digitais: graficos de diferentes
tipos, tabelas, infogréficos, planilhas eletronicas, bem como ao uso
de softwares.
E preciso que os educadores incluam em sua rotina, perma-
nentemente, meios de explorar a competéncia leitora nas aulas de
Matemadtica. Algumas sugestdes nesse sentido sdo:
¢ Propor atividades em que os estudantes explicitem racioci-
nio, escrevendo o passo a passo da resolucao. Por exemplo:
solicitar que escrevam como se ganha determinado jogo,
registrar as regras de um jogo etc. Esse exercicio encoraja
a reflexéo;

¢ Apresentar diferentes géneros textuais nas aulas: texto escri-
to, texto imagético, jogo, interpretacdo de problemas mate-
maticos, entre outros;

¢ Falar e ouvir: é importante que o professor abra espacos para

que os estudantes possam expor suas ideias, de modo que
todos participem. Esse é um excelente meio de o professor
descobrir como os estudantes pensam;

¢ Solicitar diferentes registros: orais, pictoricos e corporais para

algumas situagoes.

Ao investir nas diferentes linguagens e nas praticas de leitura e
escrita, o professor promove maior conexao entre o estudante e a
linguagem matemética, reforcando o desenvolvimento da compe-
téncia geral 4 da BNCC.

E necessario também que haja interacdo dos estudantes na
busca de um entendimento mutuo. O professor pode promover
momentos de debate e troca de informagdes nos quais eles se sintam
a vontade para expor suas opinioes, ideias e experiéncias, livres de
interferéncias.

1 Estratégias de leitura, de acordo com Isabel Solé (1998), séo

as ferramentas necessarias para o desenvolvimento da leitura
proficiente. Sua utilizacdo permite compreender e interpretar de
forma auténoma os textos lidos.



O uso da escuta ativa? é fundamental para que haja esse clima
de compreensao, criando um ambiente cooperativo na sala de aula.

Nesta obra, hd um repertdrio de sugestdes, atividades e se¢des que
possibilitam o trabalho com a competéncia leitora, por exemplo, a se-
¢do Compreensdo de texto, além de diferentes tipos de texto (imagéticos
e escritos) com temas da atualidade na abertura de todos os capitulos.

Outros exemplos sao os boxes Reflita e Pensamento computa-
cional, que ajudardo os estudantes nas questdes argumentativas e
na comunicacgao oral ao socializarem as conclusdes de cada aspecto
solicitado. Vale ressaltar que o trabalho com o pensamento compu-
tacional é um grande aliado no desenvolvimento da aproximacao
entre lingua materna e Matematica.

= As tecnologias digitais, a computacdo
e a Matematica

Atualmente, tanto a computacdo como as tecnologias digitais de
informagdo e comunicagao (TDIC) estdo praticamente em todos os
lugares, moldando a comunicacéo, o transporte, as relagdes interpes-
soais e influenciando a nossa vida. A ciéncia e a tecnologia evoluem
rapidamente e essa constante transformacéo reflete diretamente no
funcionamento da sociedade e, consequentemente, no mundo do
trabalho e na educacéo.

A preocupacgao com essas transformagdes e como elas reper-
cutem na formacdo das novas geracdes estdo descritas na Base
Nacional Comum Curricular (2018, p. 473):

[..] A dinamicidade e a fluidez das relagdes sociais — seja em nivel
interpessoal, seja em nivel planetario - tém impactos na forma-
cdo das novas geracoes. E preciso garantir aos jovens aprendi-
zagens para atuar em uma sociedade em constante mudanca,
prepara-los para profissdes que ainda ndo existem, para usar
tecnologias que ainda nao foram inventadas e para resolver pro-
blemas que ainda ndo conhecemos. Certamente, grande parte
das futuras profissdes envolvera, direta ou indiretamente, com-
putacéo e tecnologias digitais.

Nesse contexto, a BNCC incluiu na Educacdo Basica conheci-
mentos, habilidades, atitudes e valores referentes ao pensamento
computacional, ao mundo digital e a cultura digital. E define (2018,
p. 474) que:

- pensamento computacional: envolve as capacidades de com-
preender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automa-
tizar problemas e suas solugoes, de forma metddica e sistematica,
por meio do desenvolvimento de algoritmos;

- mundo digital: envolve as aprendizagens relativas as formas de
processar, transmitir e distribuir a informacdo de maneira segura e
confiavel em diferentes artefatos digitais — tanto fisicos (computa-
dores, celulares, tablets etc.) como virtuais (internet, redes sociais e
nuvens de dados, entre outros) -, compreendendo a importancia
contemporanea de codificar, armazenar e proteger a informacao;

- cultura digital: envolve aprendizagens voltadas a uma participagao
mais consciente e democrética por meio das tecnologias digitais,
0 que supde a compreensao dos impactos da revolucédo digital e
dos avancos do mundo digital na sociedade contemporanea, a

2 Escuta ativa é uma ferramenta de comunicacdo que pressupde
que, a partir do momento em que uma pessoa se coloca para
conversar com outra e presta atencdo a sua fala, esta
demonstrando interesse verdadeiro pelo assunto e, acima de
tudo, pela mensagem que esta sendo dita. A escuta ativa implica
um interesse genuino para entender a realidade do outro,
investigando com curiosidade o que o outro esta tentando
expressar, por meio de perguntas e checagem da compreensdo
das mensagens.

construcao de uma atitude critica, ética e responsavel em relacao a
multiplicidade de ofertas midiaticas e digitais, aos usos possiveis das
diferentes tecnologias e aos contetidos por elas veiculados, e, tam-
bém, a fluéncia no uso da tecnologia digital para expressao de so-
lucdes e manifestacdes culturais de forma contextualizada e critica.

Especificamente para o Ensino Médio, a BNCC (2018, p. 474)
orienta:

[..Jdadaaintrinseca relagdo entre as culturas juvenis e a cultura digi-

tal, torna-se imprescindivel ampliar e aprofundar as aprendizagens

construidas nas etapas anteriores. Afinal, os jovens estdo dinamica-
mente inseridos na cultura digital, ndo somente como consumido-
res, mas se engajando cada vez mais como protagonistas. Portanto,
na BNCC dessa etapa, o foco passa a estar no reconhecimento das
potencialidades das tecnologias digitais para a realizacdo de uma
série de atividades relacionadas a todas as areas do conhecimento,

a diversas praticas sociais e ao mundo do trabalho.[...]

Portanto, o uso do computador na escola ndo deve se limitar
apenas a funcdo dos editores de texto ou de slides; os estudantes
devem aprender a utilizd-lo como uma extensdo das faculdades
cognitivas e capacidades humanas. A sociedade contemporanea
demanda um grande conhecimento tecnoldgico, ndo apenas em
relacdo ao uso das tecnologias de maneira eficaz, mas a elaboragao
de solugdes, seja para problemas cotidianos, seja para problemas
complexos de qualquer natureza.

Desse modo, destaca-se a importancia de um ensino da Mate-
madtica aplicado a realidade e vinculado a utilizacdo de tecnologias
digitais. Seu uso pode facilitar e ampliar o processo de resolucao de
problemas, reforgando o raciocinio l6gico, aformulacéo de hipoteses
e a argumentagao, além de inspirar os estudantes a aprender cada
vez mais e de maneira significativa os contetidos desta disciplina.

Nesta obra, em diferentes momentos, os estudantes e o professor
tém a oportunidade de trabalhar com planilhas eletronicas, softwares
de construgao de grafico e de geometria dinamica.

0 pensamento computacional

|

A expressao “pensamento computacional” surgiu em 2006, no
artigo Computational Thinking, da pesquisadora Jeannette Wing.
Nele, Wing relaciona o termo a resolucéo de problemas de maneira
sistematica, decompondo um problema complexo em subproblemas
e automatizando a solugao, de forma que possa ser executada por
uma maquina.

O pensamento computacional se apoia em quatro pilares. Sao eles:

e Decomposi¢do: consiste em quebrar um problema em partes
menores (subproblemas) ou etapas, de maneira que a resolu-
¢ao de cada uma das partes ou etapas resulta na resolucédo do
problema inicial. Dessa maneira, um problema ou situacdo
complexa podem ser resolvidos aos poucos, com estratégias
e abordagens diversas.

e Reconhecimento de padrdes: ocorre ao se perceber similaridade
da situacao enfrentada com outra previamente resolvida, o que
permite o reaproveitamento de uma estratégia conhecida. Esse
reconhecimento de padrdes pode se dar entre instancias distin-
tas de um problema ou dentro dele mesmo, quando ha repeti-
¢oes de etapas ou padrdes em sua resolucao.

e Abstracdo: no contexto do pensamento computacional, sig-
nifica filtrar as informagées e dados relevantes a resolucdo,
eliminando dados desnecessarios, permitindo uma modela-
gem do problema mais limpa e eficaz.



¢ Algoritmo: a aplicagao dos pilares anteriores pode facilitar o
surgimento de um algoritmo, que é uma generalizacao da
resolucdo e permite resolver toda uma familia de proble-
mas similares. Um algoritmo pode ser definido como uma
sequéncia finita de passos cuja finalidade é resolver um pro-
blema ou executar uma tarefa.

E importante salientar que, dependendo do problema, nem
todos os pilares serdo necessarios e estarao presentes. Além disso,
para ensinar o pensamento computacional e trabalhar com ele
em sala de aula, apesar de a intencao ser a implementa¢do com-
putacional de uma solugdo, ndo é necessario um computador. No
trabalho de Brackmann (2017), “Desenvolvimento do pensamento
computacional através de atividades desplugadas na Educacéo
Basica’, encontram-se atividades que podem ser realizadas em sala
de aula sem o uso do computador.

Como trabalhar o pensamento computacional
na escola

Uma das maneiras de trabalhar o pensamento computacional
proposta pela BNCC é por meio da Algebra. Ao interpretar e elabo-
rar algoritmos incluindo aqueles que podem ser representados por
fluxogramas, os estudantes tém a chance de desenvolvé-lo, sendo
“capazes de traduzir uma situagdo dada em outras linguagens, como
transformar situagoes apresentadas em lingua materna, em formulas,
tabelas e gréficos” (BNCC, p. 271).

Nesta obra, ha diversas atividades que permitem explorar esse
contelido, e também boxes intitulados Pensamento computacional,
em que ha sugestbes de trabalho de estimulo ao pensamento
computacional. Por meio das atividades propostas, os estudantes
exercitam seus conhecimentos, construindo outros para resolver
situagdes-problema.

Cada volume contempla os pilares de abstracao, decomposicao,
reconhecimento de padrdes e algoritmo, de maneira que, ao final
dele, o estudante se deparou com um algoritmo completo de algu-
ma complexidade. Ademais, ha o capitulo Algoritmos e Introduc¢do
a programacgéo, em que se aprofundara a construcdo de um algo-
ritmo e como implementa-lo usando a linguagem de programagao
Python. Essa linguagem foi escolhida por ser de grande utilizagao
em empresas e ter diversos recursos. A abordagem é teérica com
indicacdes de utilizagdes praticas em laboratérios de informatica, se
possivel e oportuno.

No sentido de trabalhar o pensamento computacional em sala
de aula, a professora Débora Garofalo (2018), assessora especial de
tecnologias da Secretaria de Educacao de Sao Paulo, entende que as
“atividades desplugadas’, feitas sem o uso do computador, séo impor-
tantes para estimular a convivéncia e a criatividade e para antecipar
fatos que auxiliardo o trabalho posterior com softwares especificos.
Ela entende também que a programacao é “uma grande aliada para
o processo de aprendizagem”. E sugere, por exemplo:

e Code.org: apresenta uma série de atividades baseadas nos
curriculos mais utilizados no mundo para o ensino de cién-
cia da computacgao na Educacdo Bésica. Ha orientacdes para
professores e atividades para os alunos, com possibilidade de
extensdo das atividades da escola para casa.

e Scratch: ferramenta destinada ao ensino de programacao
para iniciantes. Ao aprender a pensar computacionalmen-
te, o estudante estd aprendendo uma maneira de organizar
um problema e de expressar sua solucdo. Softwares como
o Scratch trazem blocos de comandos que se encaixam,
com termos proximos da linguagem corrente que facilitam
a compreensdo do encadeamento dos passos e comandos
para a resolucdo. Além disso, permite a criacdo de anima-
¢oes e jogos de maneira ludica.

Assim, quando os estudantes sao estimulados a praticar o pen-
samento computacional, seja por meio de ferramentas tecnoldgicas,
seja por meio de atividades “desplugadas’, eles sdo munidos de
ferramentas que os tornam aptos a enfrentar problemas do mundo
real em variadas areas do conhecimento.

~ 0s temas contemporaneos
transversais e a interdisciplinaridade

O curriculo do Ensino Médio deve ser elaborado por area de
conhecimento e planejado de forma interdisciplinar e transdisciplinar.

Conforme as Diretrizes Curriculares Nacionais (2013, p. 184):
A interdisciplinaridade é uma abordagem que facilita o exercicio da
transversalidade, constituindo-se em caminhos facilitadores da in-
tegracdo do processo formativo dos estudantes, pois ainda permite
a sua participacao na escolha dos temas prioritarios. A interdiscipli-
naridade e a transversalidade complementam-se [...].

Desse modo, compreende-se que os temas contemporaneos
transversais devem ser trabalhados por meio da interdisciplinaridade.
Os temas contemporaneos transversais (TCT) sao temas que nao
pertencem a apenas um componente curricular; eles perpassam
todos eles. Dessa forma, sdo importantes para integrar todos os
componentes curriculares em um processo pedagdgico que vise a
construcdo da cidadania e a formacgéo de atitudes e valores éticos.
A BNCC (2018, p. 19) salienta a importancia dos TCT quando
afirma que:
cabe aos sistemas e redes de ensino, assim como as escolas, em
suas respectivas esferas de autonomia e competéncia, incorporar
aos curriculos e as propostas pedagdgicas a abordagem de temas
contemporaneos que afetam a vida humana em escala local, regio-
nal e global, preferencialmente de forma transversal e integradora.
O documento Temas contempordneos transversais na BNCC:
contexto histdrico e pressupostos pedagdgicos, do Ministério da Edu-
cacao, editadoem 2019, distribuiu quinze temas em seis macroareas,
conforme o quadro a seguir.

Temas contemporaneos transversais

Ciéncia e tecnologia Meio ambiente

- Ciéncia e tecnologia - Educacdo ambiental

- Educacéo para o consumo

Multiculturalismo Cidadania e civismo

- Vida familiar e social

- Educacéo para o transito

- Educacao em direitos humanos

- Direitos da crianca e do adolescente
- Processo de envelhecimento, respeito
e valorizacao do idoso

Saude

- Diversidade cultural

- Educacdo para valorizacdo do
multiculturalismo nas matrizes
histéricas e culturais brasileiras

Economia

—Trabalho
- Educacéo financeira
- Educacao fiscal

- Saude
- Educacéo alimentar e nutricional

Assim, espera-se que a abordagem dos TCT permita ao estudante
compreender questdes diversas da contemporaneidade, contribua
para dar significado e relevancia aos contetidos escolares e para a sua
formacao integral como ser humano autébnomo comprometido com
a construcao de uma sociedade mais justa e igualitaria.

Ao longo desta obra, sdo apresentados comentarios especificos
sobre os temas contemporaneos transversais e como se pode tra-
balhar com eles de forma integrada com as outras areas do conhe-
cimento do Ensino Médio.


http://Code.org

~ A gestao da sala de aula

Uma boa gestdo da sala de aula estimula a responsabilidade
pessoal e a autodisciplina, tornando o processo de ensino e apren-
dizagem mais atraente e significativo tanto para o professor como
para os estudantes, principalmente se a op¢éo for o trabalho com as
metodologias ativas. E requer planejamento e discussao envolvendo
todos os professores e os estudantes. Esse planejamento comeca
com o layout da sala de aula. Os estudantes podem ajudar nessa
organizacao, levantando o que é mais necessario e cuidando da
sua conservagao. Envolvé-los ajuda a criar arranjos mais sensiveis
e contribui para promover o papel de cidadaos ativos e envolvidos
com as questdes de funcionalidade ambiental.

Se for possivel organizar salas ambientes, ficara mais facil para
os professores de cada area do conhecimento personalizar a sala de
aula com os materiais e outros suportes especificos. No entanto, o
que importa é criar um ambiente esteticamente agradavel e pratico
que atenda a todos os estudantes, inclusive aqueles com necessi-
dades especiais.

Outro ponto a ser pensado € a organizacao do espaco, visando
ao que se quer alcangar com a proposta da aula, ou seja, a disponibi-
lizacdo do espaco deverd ocorrer de acordo com o grau de interagao
e participacao que se espera. Carol Weinstein e Ingrid Novodvorsky,
(2015, p. 27) esclarecem que:

[...] arranjos diferentes facilitam intensidades diferentes de conta-
to. Grupos de carteiras promovem contato social uma vez que os
individuos estdo préximos e podem ter contato visual direto com
aqueles a sua frente. Em grupos, os alunos podem trabalhar juntos
em atividades, compartilhar materiais, promover discussées em pe-
guenos grupos e ajudar uns aos outros nas tarefas. Essa disposicao é
mais apreciada se [...] se planeja enfatizar a colaboracao e atividades
de aprendizado cooperativo.

Em contrapartida, as fileiras, embora facilitem a concentracao
quando se quer uma atividade individual, reduzem drasticamente
as interacdes entre os estudantes.

Ao planejar sua aula, o professor também precisa pensar a respei-
to dos vérios papéis que o ambiente desempenha e sobre a melhor
forma de atingir seus objetivos nesse local, que deve favorecer a
realizacdo de uma aula inclusiva e participativa.

= Um olhar inclusivo

Cada turma é Unica, caracterizada por diferencas de classe, etnia,
género, origem cultural e linguistica, religido, orientacdo sexual,
deficiéncias (visual, auditiva, fisica, de fala, intelectual, entre outras).
E necessario um olhar inclusivo de toda a comunidade escolar em
respeito a essas diferencas. Para isso, é preciso aprender sobre as
diversidades e instruir sobre a diversidade cultural a partir do exame
de crencas e valores de cada um, atentando para a visao de mundo
que nao é igual para todos.

Aimplementacdo dos temas contemporaneos transversais, mais
especificamente o multiculturalismo, é uma boa estratégia para abor-
dar essa questao e refletir sobre as implicacdes da diversidade cultural
e seus desdobramentos. A partir do momento em que o professor
compreende tais diferencas e apura o seu olhar para as necessidades
de cada um, desprovido de prejulgamentos, abre-se espaco para a
discussao com a equipe escolar como um todo.

Dessa forma, sera possivel enxergar possibilidades de aprendi-
zagem para todos, criando, assim, uma cultura de aprendizagem; ou
seja, conhecendo as necessidades, podem-se planejar boas situagoes
para que todos, conforme sua capacidade, possam se desenvol-
ver. Atualmente, é possivel encontrar em uma turma um ou mais
tipos de transtorno: de aprendizagem, de comportamento ou de
conduta, de déficit de atencdo/hiperatividade, autismo, entre outros,
além de deficiéncias.

E preciso acolher os estudantes que os apresentam. O movimento
de acolhida comeca com o entendimento do tipo de necessidade, o
“aprender sobre’, citado anteriormente. O passo seguinte é criar um
ambiente de aceitacdo na classe ou, melhor dizendo, um ambiente
positivo, em que haja aceitacdo e valorizagao de todos. Isso se faz
por meio de acdes, e ndo somente por palavras. O respeito mutuo,
a adequacao das propostas e a implementacao de atividades em
grupos que incentivem a interacdo entre todos sao alternativas para
esse acolhimento.

Para a adequacdo das propostas, a consulta a uma equipe mul-
tidisciplinar e a pesquisa pontual de acordo com a necessidade sdo
bons caminhos. No inicio, pode parecer dificil, e realmente &; porém,
a persisténcia e a insisténcia fardo com que se tornem uma pratica
cotidiana.

A presenca de um tutor ou monitor que acompanhe o estudante
com deficiéncia, amparado pela lei, é também uma alternativa para
possibilitar a real inclusao. O professor podera dar uma atencao
especial para esse estudante enquanto o monitor ou tutor oferece
assisténcia aos demais.

Algo similar é citado por Carol Weinstein e Ingrid Novodvorsky
(2015, p. 116):

O coensino é definido como duas ou mais pessoas comparti-
Ihando a responsabilidade de planejar, ensinar e avaliar alguns
ou todos os alunos de uma turma [...]. O coensino, também co-
nhecido como docéncia compartilhada ou ensino cooperativo,
pode assumir varias formas [...], “lideranca e apoio’, um profes-
sor assume a responsabilidade pelo ensino enquanto o outro
oferece assisténcia e apoio aos individuos ou grupos pequenos
[...], “ensino em paralelo’, os professores planejam conjunta-
mente o ensino, mas cada um o ministra para metade da turma
[...], “ensino em equipe’, ambos os professores compartilham o
planejamento e o ensino dos alunos.

Essas propostas certamente necessitam de unido e disponibilidade
do grupo para buscar novas alternativas, fugindo da“solidez” do tradicio-
nal, a fim de obter bons resultados para todos os envolvidos.

~ Avaliacao

Em meio a tantas transformacdes propostas a partir desse novo
olhar para o Ensino Médio, a avaliacdo é outro ponto de reflexao.

Nesse contexto de aprendizagem ativa, s6 responder a questdes
ou resolver problemas néo é suficiente, é necessario pensar também
em avaliagdo ativa, que é um processo continuo e flexivel. Assim,
devem estar presentes a avaliacdo formativa, cujo objetivo é avaliar
o processo de aprendizagem sem a atribuicdo de nota ou conceito,
a fim de fazer ajustes no plano pedagdgico; a avaliagdo mediadora,
cujo objetivo é avaliar conhecimentos por meio do didlogo ou da
conversaindividual ou em grupo; a avaliacdo de percurso, que avalia
vdrias etapas de um conteudo; a avaliagao em grupo, a autoavaliacdo,
entre outras; ou seja, a avaliagdo se torna mais um meio de contribuir
para a aprendizagem de cada estudante, subsidiando o professor a
avaliar seu trabalho e a redirecionar suas acoes.



Avaliar é uma tarefa muito dificil. Portanto, refletir sobre o papel
que desempenha na pratica do professor é fundamental. Quando en-
tendida como engrenagem natural do contrato didético, a avaliagao
ultrapassa o trabalho de simples acompanhamento do progresso dos
estudantes ou meio informativo de sua situacao aos pais e a adminis-
tragao escolar, para justificar a consecucdo e a revisao dos objetivos
de trabalho propostos e do préprio processo didatico-pedagdgico.
Assim, avaliar diz respeito aos atores da acdo educativa (estudantes
e pais, professores e orientadores) quanto a estrutura de ensino, o
que inclui a apreciagao, entre outros aspectos, dos métodos e ma-
teriais didaticos adotados, dos projetos e programas propostos, do
desenvolvimento de competéncias e habilidades. Nessa concepcao,
a avaliagdo integra e reorienta o processo de tomada de decisdes,
no sentido de adotar uma abordagem metodoldgica e avaliativa
gue proporcione aos estudantes o aprimoramento de sua formacdo
humana, incluindo a formagao ética, a autonomia intelectual e o
pensamento critico.

No primeiro ano do Ensino Médio, é importante elaborar uma
avaliacao diagndstica tendo por base as habilidades que deveriam ter
sido trabalhadas nos Anos Finais do Ensino Fundamental. O professor
pode elaborar cerca de dez questdes envolvendo algumas habilida-
des importantes. Podem ser testes fechados de multipla escolha ou
questionarios, abertos ou fechados, com questdes especificas de
Matemética.

Os testes fechados de multipla escolha apresentam a resposta corre-
ta e os distratores, os quais refletem as respostas incorretas, porém plau-
siveis, isto é, os erros previsiveis e justificaveis. O contetido dos distratores
define, em grande parte, o grau de dificuldade da questdo. Quando se
usam os erros mais frequentes como distratores, é possivel identificar
o que de fato os estudantes dominam, a natureza das dificuldades
do grupo ou dos erros que costumam cometer. A escolha de uma
entre muitas alternativas geralmente favorece a discussao de ideias e
problemas de formas variadas, enriquecendo a troca de informagbes
e, por conseguinte, o processo de aprendizagem.

Em Matematica, os questionarios totalmente abertos, embora
apresentem maior dificuldade para a categorizagdo das respostas
obtidas, promovem uma exposicdo mais rica das informacoes. Eles
incentivam os estudantes a enfrentar um problema e buscar a so-
lucdo utilizando as capacidades de levantar hipoteses, desenvolver
estratégias, analisar, argumentar, justificar escolhas, validar respostas
etc. Para o professor, esse tipo de prova oferece um conjunto de
informacdes que permite detectar concepgdes errbneas e propor
caminhos para sua correcao. No ambito especifico da disciplina,
permite analisar aspectos como a relacao e a interpretagédo légica das
informagdes dadas, o reconhecimento e a aplicacdo dos conceitos
matematicos, a organiza¢ao e a comunicacdo das ideias em lingua-
gem matematica. No plano mais geral, possibilita observar aspectos
como a compreensao dos enunciados, a capacidade de raciocinio,
a criatividade na busca de solucoes, a habilidade na expressao das
ideias e o modo de enfrentamento de situagdes variadas.

A avaliagao diagnostica fornece ao professor parametros reais,
e ndo idealizados, do dominio de conhecimentos e habilidades dos
estudantes, o que possibilita a construcdo de um projeto pedagdégico
consistente e significativo para eles.

Fundamentando-se na ideia de que os processos avaliativos
representam importante referéncia aos avaliados, os professores
devem sempre buscar explicitar e compartilhar os critérios de ava-
liagdo com os estudantes. Assim, os “erros” - tanto no desempenho
especifico da disciplina quanto na postura geral de aprendizado
- devem ser amplamente discutidos na sala de aula. Esse espaco
de discussao, além de dar oportunidade a autoavaliacao, permite
aidentificagao de aspectos relevantes da formacao e o exercicio da
autonomia em relagdo ao processo educacional.

Apresentamos no quadro a seguir uma sugestdo de descritores
de uma possivel ficha de avaliacao e de autoavaliagdo dos estudantes.

Avaliacao pelo
estudante

Avaliacao pelo

Descritores
professor

1. Cumpre os objetivos.

2. Apresenta com correcao e
clareza as tarefas escritas.

3. Inclui pesquisas relativas
aos assuntos tratados.

4. Adota uma organizagdo
que facilita a compreensao.

5. Faz a andlise de seus erros.

6. Elabora propostas para
enfrentar dificuldades
relacionadas ao
desenvolvimento das
atividades.

Uma forma produtiva de acompanhamento é a organizacao
de portfélios que retinam atividades feitas em periodos maiores,
atestando as competéncias e habilidades por meio da construcéo
de um produto. Além dos portfélios, pode-se fazer uso de relatérios,
dossiés e memoriais, meios que, mobilizando as diversas aquisicoes
da formacdo geral, permitem ao professor uma ideia sintetizada
das competéncias construidas pelos estudantes. Na resolugao de
um problema, por exemplo, é importante analisar se o estudante
se limita a utilizar mecanicamente os procedimentos aprendidos
ou se compreende a situacdo com maior profundidade e manifesta
capacidade de comunicacdo e de argumentacdo. Se o trabalho é de
natureza investigativa, convém avaliar a capacidade do estudante
em formular hipéteses, testar, analisar criticamente e fazer genera-
lizagbes. E importante ainda verificar a coeréncia da resposta em re-
lacao a situacdo apresentada, a utilizagdo da simbologia matematica
apropriada, a clareza, a organizac¢do das ideias e a originalidade na
solucao do problema. Se a intencdo é avaliar o desempenho oral,
uma sugestdo é fazer grupos de discussdo sobre questdes mate-
maticas diversificadas. Assim, podem ser observados e avaliados a
compreenséo das ideias matemdticas envolvidas, a argumentacao,
e o modo como raciocina e se expressa em situagoes nas quais essas
ideias estejam presentes.

E por meio de observacdes continuas da participacdo dos
estudantes nas aulas e do envolvimento nas atividades propostas
que o professor avalia a evolucdo deles em relacdo aos objetivos
propostos no curso. Mantendo um registro de suas observagdes,
pode incorporé-las aos dados obtidos por outros instrumentos de
avaliacdo, garantindo maior consisténcia a apreciacao periédica
de cada estudante.

Por fim, é importante ressaltar que ndo existe instrumento Unico
para o sistema de avaliacdo, o qual deve sempre contemplar a partici-
pacao dos estudantes nas atividades regulares, seu desempenho em
atividades especificas e os diferentes tipos de produgao, incluindo
os instrumentos de autoavaliacdo.

Ao final de cada capitulo desta obra ha uma proposta de autoa-
valiacdo para ser realizada pelos estudantes. Além disso, na parte
especifica deste manual, encontram-se sugestoes de avaliacdo para
cada capitulo, que podem ser aplicadas aos estudantes.



Organizacao e estrutura da obra

Diante da grande diversidade de conteudos cabiveis nessa fase
da aprendizagem, uma selecao criteriosa é de vital importancia para
a consisténcia do corpo de conhecimentos, pois oferece condicoes
propicias ao estabelecimento produtivo das multiplas e possiveis
relagdes no interior desse conjunto. A selecdo dos conteudos, nesta
obra, com base nas orientacoes da Base Nacional Comum Curricular,
apoiam a aprendizagem da qual faz parte a percepcao de um sentido
cultural integrado entre as diferentes partes do saber, diferentemente
da justaposicao dos saberes. O encaminhamento dos conteudos
procura possibilitar ao estudante tanto a aplicagao pratica dos
conhecimentos matematicos quanto a apropriacao das formas de
raciocinio presentes na construcdo dessa ciéncia.

Assim, no decorrer da obra, sdo apresentadas situagdes contex-
tualizadas e de carater interdisciplinar que permitem conexdes entre
conceitos matematicos e destes com dados do cotidiano e de outras
areas do conhecimento. Em paralelo, esta presente a abordagem que
revela o carater formativo, instrumental e cientifico do conhecimento
matematico, por exemplo, por meio de situagdes interpretativas de
diferentes campos da ciéncia ou da atividade tecnoldgica.

Em termos de estrutura, a obra divide-se em seis volumes, cada
qual composto de capitulos. Apds a introdugao do assunto a ser
tratado, cada capitulo é entremeado por séries de: exercicios resol-
vidos, para professor e estudantes explorarem os topicos principais
em sala de aula; exercicios propostos, para os estudantes resolverem;
propostas que permitem o uso de calculadora, planilhas eletrénicas
e softwares de construcdo de grafico e de geometria dindmica; exer-
cicios complementares; questdes para autoavaliacdo.

A concretizacdo do assunto explorado é complementada por
boxes e atividades que desenvolvem o pensamento computacional
e secoes que apresentam textos que exploram varios niveis de inter-
pretacdo e compreensao para incentivar o estudante a desenvolver a
competéncia leitora.

No final de cada volume, sédo apresentadas: atividades que tra-
balham a educacéo financeira; atividades em grupo que incentivam
o estudante a pesquisar e explorar situagdes que promovem organi-
zacao, interpretacao de dados e informagdes, buscando desenvolver
a construcdo de argumentacdo e aprofundar os conhecimentos
adquiridos; sugestdes de livros, videos, podcasts, softwares, visitas a
museus, entre outros, para a ampliacdo do conhecimento dos estu-
dantes a respeito dos conteudos trabalhados no livro.

~ Organizacao dos volumes

Esta obra é dividida em seis volumes.

As paginas iniciais de cada volume apresentam as competéncias
e as habilidades da BNCC trabalhadas no volume, além de um texto
introdutdrio sobre pensamento computacional.

A abertura de cada capitulo é ilustrada por uma imagem que
tem por intuito incentivar a discussao preparatéria a exploracdo do
tema a ser estudado.

Os objetivos do capitulo sdo apresentados logo no inicio, para au-
xiliar o estudante a formar um panorama dos contetidos ali tratados.

Como, nessa faixa etéria, o estudante ja tem condi¢oes de
reconhecer e interpretar objetivos, ele conta com um elemento
adicional para a organizacédo de seus estudos e o desenvolvimento
de sua autonomia.

Cuidou-se para que os contetidos do capitulo fossem distri-
buidos de forma equilibrada e organizada. A apresentagdo de
topicos de relevancia é complementada por exemplos e exercicios
resolvidos, que sugerem uma aplicacdo especifica de um conceito
ou procedimento.

Na secdo Exercicios propostos, o estudante encontrard uma série
de atividades apresentadas em ordem crescente de dificuldade.

Em vdrias péginas, séo encontrados boxes que dialogam com o
estudante, oferecendo-lhe explicacoes e dados adicionais para o desen-
volvimento do estudo, além de questdes que expandem e aprofundam
o tema tratado e conexdes com situacoes cotidianas ou abordadas em
outras disciplinas.

Em todos os capitulos, ha Exercicios complementares que per-
mitem o aprofundamento dos contetddos e a percepgao de sua
aplicacao a diferentes situacoes, até mesmo as mais complexas, com
os Aprofundamentos e/ou Desafios.

Ao término do capitulo, a secao Autoavaliagdo apresenta ques-
toées que abrangem os contetidos fundamentais trabalhados. No
quadro Retomada de conceitos, as questoes sdo relacionadas com
os objetivos indicados no inicio e com as paginas que tratam espe-
cificamente do assunto, caso o estudante precise retoma-lo. Essa
secdo permite trabalhar a competéncia geral 10, pois, ao analisar
quais objetivos precisam ainda ser alcancados e revistos, os es-
tudantes agem com autonomia, responsabilidade e flexibilidade.

A secao Compreensdo de texto traz textos diversificados que
exploram varios niveis de interpretacao e compreensao, muitas
vezes com questoes que articulam diferentes disciplinas e exploram
situacdes do cotidiano do estudante.

Com o objetivo de desenvolver o senso critico e promover
atitudes responsaveis e conscientes no planejamento e no uso
de recursos financeiros, a secao Educacdo financeira favorece o
desenvolvimento da competéncia geral 6, pois o estudante é
estimulado a fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania
e ao seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia
critica e responsabilidade; da competéncia geral 9, pois nela os
estudantes trabalhardo em grupo, exercitando a empatia, o dia-
logo, a resolucdo de conflitos e a cooperagao; e da competéncia
especifica 1 de Matematica, pois o estudante é convidado a inter-
pretar situacdes em diversos contextos cotidianos relacionados a
questdes socioecondmicas.

Apresentando atividades que desenvolvem a experimentacao, as
propostas da secdo Pesquisa e agdo devem ser realizadas em grupo.
As atividades, geralmente, envolvem pesquisa, elaboracdo e apresen-
tacdo de um produto final, em diferentes meios e usando diferentes
linguagens, como relatérios, videos, jornais e outros recursos, o que
favorece o desenvolvimento da competéncia geral 4. Ela também
permite colocar em agao as metodologias ativas, mais especifica-
mente a aprendizagem por projetos, pois os estudantes realizam
um trabalho em grupo onde exercitardo a curiosidade intelectual, a
analise critica, a interpretacao de dados, aimaginacao e a criatividade,
desenvolvendo a competéncia geral 2. Essa secao favorece também
a competéncia geral 7, ja que em algumas atividades os estudantes
discutirdo temas como meio ambiente, educacéo para o transito,
saude do adolescente, acessibilidade etc., e defenderao seus pontos
de vista pela argumentacao até chegarem a um consenso. Dessa
maneira, é possivel reforcar também a competéncia geral 9, pois
terdo de exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a
cooperacgao, respeitando-se mutuamente na diversidade de ideias
e de culturas.

Na secdo Ampliando os conhecimentos indicam-se livros, videos,
sites, podcasts, softwares, visitas a museus, entre outros recursos.
As sugestdes propiciam o enriquecimento e a ampliacdo do co-
nhecimento, além do incentivo a leitura e consulta a outras fontes
de informagao.



As secoes e atividades de cada volume procuram desenvolver a representacdo e a comunicagao, a investigacdo e a compreensao, e
apoiam-se, sempre que possivel, na contextualizagdo sociocultural.

Quanto a representacao e a comunicacao, ha atividades que possibilitam aos estudantes desenvolver as capacidades de: ler e interpretar
textos matematicos; ler, interpretar, construir e aplicar representacées matematicas (tabelas, graficos, expressoes etc.); transcrever mensagens
matematicas da linguagem corrente para a linguagem simbélica (equacgoes, gréficos, diagramas, formulas e tabelas) e vice-versa; exprimir-se
com correcao e clareza na terminologia prépria da Matematica; usar corretamente os instrumentos de medicao e de calculo.

Quanto a investigagao e a compreensao, ha atividades que incentivam os estudantes a desenvolver as capacidades de: identificar dados
significativos de um problema; procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema; formular hipéteses e prever resultados;
selecionar estratégias de resolucdo de problemas; interpretar e criticar resultados em uma situacdo concreta; discutir ideias e produzir argu-
mentos convincentes.

Quanto a contextualizagdo sociocultural, hd atividades que estimulam os estudantes a desenvolver as capacidades de: usar o conhe-
cimento matematico na interpretacdo do real e em possiveis intervengdes no cotidiano; aplicar conhecimentos e métodos matematicos em
situagoes reais, em especial em outras areas do conhecimento.

Conectam-se, assim, a Matematica e suas Tecnologias com as outras areas do conhecimento, de maneira interdisciplinar, valorizando e utili-
zando os conhecimentos historicamente construidos pelo homem e colaborando na constru¢ao de uma sociedade justa, democratica e inclusiva.

» Sugestdo de cronograma

As diferengas de rendimento de uma turma para outra podem levar o professor a dedicar um nimero maior de aulas sobre determinado
assunto a uma turma e um nimero menor a outra. Transitar por essas particularidades é parte da rotina de cada professor. O tempo dedicado a
cada um dos contetidos a serem ensinados é uma varidvel a ser continuamente administrada pelo professor. Tudo depende das circunstancias
dos estudantes, da escola e do professor. E sempre possivel ensinar com seriedade e de modo significativo determinado assunto. As razdes
para ensinar um assunto vém, antes, associadas ao projeto educacional a que servem. Se existe uma boa razao para se fazer algo, sempre é
possivel pensar em uma maneira de fazé-lo.

Pensando em auxiliar o professor em sala de aula, apresentamos a seguir uma sugestdo de cronograma para o trabalho com esta obra
composta de seis volumes. Enfatizamos que ha outras possibilidades e que o professor devera fazer a adequacéo necessaria para atender a
realidade de sua turma e a do sistema de ensino do qual fazem parte.

ANOS BIMESTRES CAPITULOS

Grandezas e medidas

Conjuntos

Funcoes

Algoritmos e introdugao a programacao

Funcdo afim

3 Funcéo quadrética

Funcdo exponencial

Funcéo logaritmica

4o Sequéncias

Matematica financeira

A semelhanca e os triangulos

Trigonometria no tridangulo retangulo

Ciclo trigonométrico e trigonometria em um triangulo qualquer

Fungdes trigonométricas

Superficies poligonais, circulo e areas

Introducdo a Geometria espacial

Poliedros

Corpos redondos

Organizacéo e apresentacdo de dados

1° Anadlise de dados

Medidas estatisticas

Analise combinatdria

30 Probabilidade

Matrizes e determinantes

Sistemas lineares

Geometria analitica

Transformagdes geométricas




Sugestoes de consulta para o professor

= Livros e artigos

Ensino de Matematica

e BICUDO, M. A. V. Educacdo matematica: um ensaio sobre con-
cepcdes a sustentarem sua pratica pedagogica e producdo de
conhecimento. In: FLORES, C. R.; CASSIANI, S. (org.). Tendéncias
contempordneas nas pesquisas em educa¢do matemdtica e cien-
tifica: sobre linguagens e préticas culturais. Campinas, SP: Mer-
cado de Letras, 2013. p. 17-40.

Artigo que apresenta modos de ver a Matematica, a Educagao
e a Educagao matematica.

BICUDO, M. A. V. (org.). Educag¢édo matemadtica. 2. ed. Sao Paulo:
Centauro, 2005.

Traz artigos relacionados a pesquisas realizadas em Educacao
matematica, enfocando metodologia e ensino.

BONGIOVANNI, V. Utilizando resultados de pesquisa sobre o ensi-
no e aprendizagem em Geometria. Sao Paulo: Proem, 2006.
Trata de algumas teorias da didatica francesa como ferramen-
tas para o ensino de Geometria, de forma que estas possam ser
trabalhadas inclusive por meio do software Cabri-Géometre.

D’AMBROSIO, U. Educag¢do matemadtica: da teoria a pratica.
23. ed. Campinas, SP: Papirus, 2019. (Colecdo Perspectivas em
Educacdo matematica).

O autor aborda aspectos da cognicdo e temas ligados a sala
de aula e a prética docente, propondo reflexdes sobre a Ma-
tematica.

DUVAL, R. Registros de representacbes semidticas e fun-
cionamento cognitivo da compreensao em Matemadtica.
In: MACHADQ, S. D. A. (org.). Aprendizagem em Matemaitica: regis-
tros de representacdo semioética. 8. ed. Campinas: Papirus, 2011.
O autor apresenta o conceito dos diferentes registros de re-
presentacdo semidtica para um mesmo objeto matematico,
ressaltando a importancia dessa diversidade, e indica diver-
géncias entre o grau de dificuldade de cada um segundo a
leitura dos proprios estudantes.

HUFF, D. Como mentir com Estatistica. Rio de Janeiro: Intrinseca,
2016.

Livro que usa linguagem simples e ilustragoes para explicar de
que maneira 0 mau uso da Estatistica pode maquiar dados e
formar opinides.

LIMA, E. L. et al. A Matemdtica do Ensino Médio. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 2016. v. 1, 2 e 3. (Colegao
do Professor de Matematica).

Essa obra apresenta uma diversidade de exercicios comenta-
dos pelo autor e serve de apoio ao professor em seus conheci-
mentos sobre os contetidos matematicos.

LINS, R. C; GIMENEZ, J. Perspectivas em Aritmética e Algebra
para o século XXI. 7. ed. Campinas, SP: Papirus, 2006.

Esse livro busca introduzir uma concepcao de Aritmética e Al-
gebra diferente daquela em que a primeira se exprime como
algo concreto e a segunda, por ser generalizacdo da Aritméti-
ca, como abstrata. Os autores mostram a inadequacdo dessa
visdo, pois Aritmética e Algebra complementam-se em uma
mesma atividade, que é o estudo numérico.

MONTEIRO, A,; POMPEU JUNIOR, G. A Matemdtica e os temas trans-
versais. Sao Paulo: Moderna, 2001. (Colecdo Educacdo em pauta).

A obra traz reflexdes sobre a transversalidade, o ensino de Mate-
matica, a ciéncia e a cultura, examinando questées como: o que
significa relacionar a Matematica ao cotidiano? Qual é a relagdo
entre a etnomatematica e a proposta de transversalidade?

PERELMANN, . Aprenda Algebra brincando. So Paulo: Hemus,
2014.

Essa obra auxilia o professor a ilustrar sua aula usando atividades
praticas, apresentadas por meio de uma abordagem didatica
interessante, que apresenta um grande numero de problemas
funcionais ou curiosos, resolvidos, discutidos e ilustrados, como o
idioma da Algebra, as equacdes de Diofanto, equacdes do segun-
do grau, progressoes e muitos outros.

e PONTE, J. P. et al. Investigacbes matemdticas na sala de aula.
4. ed. Belo Horizonte: Auténtica, 2019. (Colecdo Tendéncias em
Educacdo matematica).

O livro mostra como préticas de investigacao desenvolvidas
por matematicos podem ser usadas na sala de aula e as vanta-
gens e dificuldades de se trabalhar nessa perspectiva.

Tecnologias da Informacao e Comunicacdo

e ALMEIDA, F. J. Computador, escola e vida: aprendizagem e tecno-
logias dirigidas ao conhecimento. 2. ed. Sao Paulo: Cubzac, 2007.
Trata da possibilidade de que as ciéncias e as tecnologias mo-
tivem a melhoria do cendrio atual.

e BORBA, M. C.; PENTEADO, M. G. Informdtica e Educagdo Mate-

madtica. 4. ed. Belo Horizonte: Auténtica, 2010. (Cole¢do Ten-
déncias em Educacao matemética).
Aborda a utilizacao da informatica na Educacdo matematica,
levando em consideracao as dificuldades encontradas por
professores para a utilizacdo desse recurso em suas aulas
como instrumento de ensino.

e MORAN, J. M. A educagdo que desejamos: novos desafios e
como chegar la. 5. ed. Campinas, SP: Papirus, 2009.
O autor apresenta um paralelo entre a educacdo que temos
e a que desejamos, mostrando as tendéncias para um novo
modelo de ensino. A obra analisa principalmente as mudancgas
que as tecnologias trazem para a educacéo.

Historia da Matematica

e BOYER, C. B. Histéria da Matemadtica. Traducdo Helena Castro.
3. ed. Séo Paulo: Blucher, 2012.
A obra mostra como a Matematica se desenvolveu desde suas
origens e a histéria da relagao da humanidade com nimeros,
formas e padrdes. Apresenta ainda o uUltimo teorema de Fer-
mat e a conjectura de Poincaré, além de avangos recentes em
areas como teoria dos grupos finitos e demonstragcdes com o
auxilio do computador.

e EVES, H. Introducao a histéria da Matemdtica. Tradugao Hygino
H. Domingues. 4. ed. Campinas, SP: Unicamp, 2004.
Essa obra aborda a histéria de contetidos matematicos, indi-
cando como se deu o surgimento de determinados contetdos
e sua significancia cultural.

e ROONEY, A. A histéria da Matemdtica: desde a criacdo das pi-
ramides até a exploracao do infinito. Sdo Paulo: M. Books do

Brasil, 2012.



Apresenta a histéria da Matematica fartamente ilustrada. Ela
esta dividida em nove capitulos e traz personalidades como
Euclides, Napier, Leibniz, Riemann e outros.

e ROQUE, T. Histéria da Matemadtica: uma visao critica, desfazen-
do mitos e lendas. Rio de Janeiro: Zahar, 2012.
A obra apresenta um olhar critico sobre o modo como a his-
téria da Matematica tem sido contada ao longo dos tempos,
abordando os sistemas matematicos desenvolvidos desde a
Mesopotamia até o século XIX.

Curriculo

¢ COLL, C. Psicologia e curriculo. Sdo Paulo: Atica, 1999.
Essa obra apresenta um modelo de projeto curricular concebi-
do com base em uma visdo construtivista e psicopedagdgica
para concretizagdo, no cotidiano escolar, dos contetidos pro-
postos. Trata de questoes educacionais e esta inserida em um
processo de transformacdo na educacéo.

Didatica

¢ DANTE, L. R. Diddtica da resolugéo de problemas de Matemaditica.
12. ed. Sao Paulo: Atica, 2007.
Enfoca a didatica da resolucdo de problemas como uma meto-
dologia de ensino.

¢ PARRA, C,; SAIZ, |. (org.). Diddtica da Matemdtica: reflexdes psi-
copedagdgicas. Porto Alegre: Artmed, 1996.
Traz artigos de autores que desenvolvem pesquisas no cam-
po da didética, analisando situagdes relacionadas a conteu-
dos matematicos e suas possiveis metodologias de ensino.

Formacao de professores

¢ FIORENTINI, D. Formacgdo de profissionais de Matemdtica. Cam-
pinas, SP: Mercado de Letras, 2009.
O leitor vera, nessa obra, que a tentativa de utilizar as Tecnolo-
gias de Informacdo e Comunicacdo na formacéo de professo-
res e no ensino da Matematica, em um ambiente de trabalho
reflexivo e investigativo, pode trazer mudancas profundas a
formacao e a cultura docente.

Sites e artigos para download

Sites acessados em: 30 jun. 2020.

¢ <http://www.periodicos.capes.gov.br/>

Site da Capes (Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior), disponibiliza consulta a periédicos de di-
Vversos assuntos.

¢ <https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat>

Site da Revista Eletrénica de Educagdo Matemdtica, traz artigos
de todas as edi¢bes publicadas.

<http://www.edumatec.mat.ufrgs.br>

Oferece softwares, atividades, artigos e links de interesse para
o professor de Matematica.

.

<https://www.ime.usp.br/~leo/lem/>

Site do Laboratério de Ensino de Matematica, objetiva difundir
o ensino de Matematica por meio do computador, trazendo
softwares educacionais, apostilas e informacdes nessa area.

<http://www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/>

Site da Sociedade Brasileira de Educacao Matematica, disponi-
biliza informagdes sobre eventos regionais, nacionais e inter-
nacionais na area de Educacdo matematica.

Revistas e periddicos

¢ Boletim GEPEM. Rio de Janeiro: Grupo de Estudos e Pesquisas
em Educacdo Matemadtica.

Publicacdo do Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacao Ma-
tematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, divulga
trabalhos de pesquisa em Educagdo matematica.

Educagao Matemdtica em revista.

Publicacdo da Sociedade Brasileira de Educacao Matematica
(SBEM), traz artigos que abordam pesquisas na area de Educa-
¢ao matematica.

Revista do Professor de Matemadtica.

Publicagao da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM),
é destinada aqueles que ensinam Matematica, sobretudo
nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio.
Publica artigos de nivel elementar ou avancado acessi-
veis a professores e a estudantes de cursos de Licenciatura
em Matematica.

o Zetetiké. Campinas: Centro de Estudos Memoria e Pesquisa em
Educagao Matematica.

Publicacdo que divulga a producao académica em Educacao
matemadtica dos docentes, graduandos e pés-graduandos da
Faculdade de Educagdo da Unicamp. Promove a interacdo
cientifico-pedagodgica entre pesquisadores e educadores ma-
tematicos de todos os graus de ensino.


http://www.periodicos.capes.gov.br/
https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat
http://www.edumatec.mat.ufrgs.br
https://www.ime.usp.br/~leo/lem/
http://www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/

Referéncias bibliograficas

BACICH, L.; MORAN, J. (org.). Metodologias ativas para uma
educagao inovadora: uma abordagem tedrico-prética. Porto
Alegre: Penso, 2018.

O livro apresenta praticas pedagdgicas que valorizam o pro-
tagonismo dos estudantes e traz textos de varios autores
brasileiros que analisam por que e para que usar metodolo-
gias ativas na educacao.

BACICH, L; TANZI NETO, A.; TREVISAN, F. M. Ensino hibrido: per-
sonalizacdo e tecnologia na educacdo. Porto Alegre: Penso,
2015.

Esse livro apresenta aos educadores possibilidades de integra-
¢ao das tecnologias digitais ao curriculo escolar, de forma a
alcancar uma série de beneficios no dia a dia da sala de aula,
como maior engajamento dos estudantes no aprendizado e
melhor aproveitamento do tempo do professor para momentos
de personalizacdo do ensino por meio de intervengdes efetivas.

BARBOSA, J. C. “Existem outras matematicas?”. Nova Esco-
la, 3 maio 2019. Disponivel em: <https://novaescola.org.
br/conteudo/17149/etnomatematica-existem-outras-
matematicas>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Partindo da ideia de que a Matematica esta presente em diver-
sos contextos culturais, esse artigo se propoe a explicar a Etno-
matematica, cujo objeto de estudo é compreender saberes e
fazeres reconhecidos como matematicos.

BAUMAN, Z. Modernidade liquida. Rio de Janeiro: Zahar, 2001.
Em suas obras, o sociélogo polonés Zygmunt Bauman utili-
za o termo “modernidade liquida” para tratar da fluidez das
relacdes em nosso mundo contemporaneo. O conceito de
modernidade liquida refere-se ao conjunto de relagoes e
dindmicas que se apresentam em nosso meio e que se dife-
renciam das que se estabeleceram no que Bauman chama
de "modernidade sélida” pela sua fluidez e volatilidade. A
obra é referéncia sobre a contemporaneidade.

BENDER, W. N. Aprendizagem baseada em projetos: educagao di-
ferenciada para o século XXI. Porto Alegre: Penso, 2014.

A aprendizagem baseada em projetos (ABP) é considerada
uma das praticas de ensino mais eficazes do século XXI. Nela,
os estudantes trabalham com questoes e problemas reais,
colaboram na criacdo de solucbes e apresentam os resul-
tados. Assim, tornam-se mais interessados no contetdo de
cada disciplina, melhorando seu desempenho. O livro explo-
ra a ABP como abordagem de ensino diferenciado, com base
em aplicacbes atuais na sala de aula.

BLIKSTEIN, P. O pensamento computacional e a reinvengdo
do computador na educagdo. Disponivel em: <http://www.
blikstein.com/paulo/documents/online/ol_pensamento_
computacional.html>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Néo da para redesenhar uma linha de producdo ou decodi-
ficar o DNA copiando e colando textos da internet. Partindo
desse pensamento, Paulo Blikstein aborda a importancia do
pensamento computacional como estratégia na resolucdo
de problemas. A primeira etapa do “pensar computacionalmen-
te” é identificar as tarefas cognitivas que podem ser feitas de
forma mais rapida e eficiente por um computador. A segunda

etapa é saber programar um computador para realizar essas ta-
refas cognitivas — em outras palavras, transferir aquilo que nao é
essencialmente humano para um computador.

BRACKMANN, C. P. Desenvolvimento do pensamento com-
putacional através de atividades desplugadas na educacdo
basica. Tese de Doutorado. Programa de Pds-Graduacao em
Informatica na Educacdo do Centro Interdisciplinar de No-
vas Tecnologias na Educagao da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul. Porto Alegre, UFRGS, 2017. Disponivel em:
<https://www.lume.ufrgs.br/handle/10183/172208>. Acesso
em: 29 jun. 2020.

Essa pesquisa teve como objetivo verificar a possibilidade de
desenvolver o pensamento computacional na Educacgao Basi-
ca utilizando exclusivamente atividades desplugadas (sem o
uso de computadores).

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: MEC, 2018.

Documento oficial do MEC que apresenta as novas diretrizes
curriculares para os ensinos Fundamental e Médio.

BRASIL. Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais da Educagédo Bd-
sica. Brasilia: MEC, SEB, DICEI, 2013.

Documento do Ministério da Educacao que define as diretrizes
curriculares da Educacdo Basica no pais.

BRASIL. Secretaria de Educacao Basica. Formagdo de professo-
res do ensino médio, etapa | - caderno II: o jovem como sujeito
do ensino médio/Ministério da Educacdo (org. Paulo Carrano,
Juarez Dayrell). Curitiba: UFPR/Setor de Educagao, 2013.

Esta obra tem como objetivo fornecer algumas chaves analiti-
cas que possam facilitar para o professor o processo de aproxi-
macao e conhecimento dos estudantes que chegam a escola
como jovens sujeitos de experiéncias, saberes e desejos.

BRASIL. Temas contempordneos transversais na BNCC: con-
texto histérico e pressupostos pedagogicos, 2019. Dispo-
nivel em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/
implementacao/guia_pratico_temas_contemporaneos.pdf>.
Acesso em: 29 jun. 2020.

Guia pratico, elaborado pelo MEC, com explicagdes e orienta-
¢oes a respeito dos temas contemporaneos transversais.

BUCK Institute for Education. Aprendizagem baseada em pro-
jetos: guia para professores de ensino Fundamental e Médio.
Porto Alegre: Artmed, 2008.

Esse livro descreve um conjunto de principios que ajudam os
professores a planejar projetos efetivos, apresenta exemplos
de projetos e contém ferramentas e recursos de auxilio a sua
implementacao.

CANDIDO JUNIOR, E. Gestdo de EAD no ensino hibrido: uma pes-
quisa sobre a organizagao e utilizacdo da sala de aula inverti-
da. Disponivel em: <http://www.abed.org.br/congresso2017/
trabalhos/pdf/221.pdf>. Acesso em: 29 jun. 2020.

O artigo aborda o ensino hibrido e analisa suas diversas moda-
lidades, incluindo a sala de aula invertida.
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CASSOLA, N. O pensamento computacional no ensino funda-
mental. UFRGS Ciéncia, 6 abr. 2018. Disponivel em: <https://
www.ufrgs.br/ciencia/o-pensamento-computacional-no-
ensino-fundamental/>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Esse artigo apresenta alguns pontos abordados por Christian
Brackmann em sua tese de doutorado a respeito do pensa-
mento computacional. Brackmann é professor de aulas de
algoritmos do Instituto Federal de Farroupilha e desenvolveu
um projeto cujo intuito foi trazer conceitos da computacao a
estudantes do Ensino Fundamental.

COHEN, E. G; LOTAN, R. A. Planejando o trabalho em grupo: es-
tratégias para salas de aula heterogéneas. Porto Alegre: Penso,
2017.

Com base em anos de pesquisa e de experiéncia docente, o
livro traz atualizagdes importantes sobre como aplicar com su-
cesso a aprendizagem cooperativa, de modo a construir salas
de aula equitativas. O livro inclui as mais recentes pesquisas
sobre o que torna uma tarefa adequada para grupos, mostran-
do como o trabalho em equipe contribui para o crescimento
e o desenvolvimento dos estudantes e como os professores
podem organizar suas salas de aula para que todos participem
ativamente.

DAYRELL J. (org.). Por uma pedagogia das juventudes: experién-
cias educativas do Observatério da Juventude da UFMG. Belo
Horizonte: Mazza Edicdes, 2016.

Relato das experiéncias de educadores e pesquisadores do
Observatério da Juventude da UFMG (OJ), um grupo de pes-
quisa, ensino e extensao universitaria focado em construir um
olhar sobre os processos educativos juvenis. O livro reafirma a
utopia de que é possivel construir processos educativos que
sejam efetivamente dialdgicos, fundados em encontros inter
e entre geragoes.

D’AMBROSIO, U. Sociedade, cultura, mateméatica e seu en-
sino. Revista Educac¢do e Pesquisa, Sao Paulo, v. 31, p. 99-120,
2005. Disponivel em: <https://www.scielo.br/pdf/ep/v31n1/
a08v31n1.pdf>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Nesse artigo sao examinadas as bases socioculturais da
matemadtica e de seu ensino e também as consequéncias
da globalizagao e seus reflexos na educacdo multicultural.
Discutem-se o conceito de cultura e as questoes ligadas a
dinamica cultural, propondo-se uma teoria de conhecimento
transdisciplinar e transcultural. Para isso, apresenta o Progra-
ma Etnomatematica.

D’AMBROSIO, U. Etnomatematica, justica social e sustentabili-
dade. Estudos Avancados, v. 32, n. 94, p. 189-204, 2018. Dispo-
nivel em: <https://www.scielo.br/pdf/ea/v32n94/0103-4014-
ea-32-94-00189.pdf>. Acesso em: 29 jun. 2020.

O Programa Etnomatematica focaliza as praticas matematicas
no cotidiano de profissionais, artesaos, do homem comum e
da sociedade invisivel.

DIESEL, A.; BALDEZ, A. L. S.; MARTINS, S. N. Os principios das
metodologias ativas de ensino: uma abordagem tedrica.
Revista Thema, v. 14, n. 1, 2017.

O artigo tem como objetivo buscar pontos de convergéncia
entre as metodologias ativas de ensino e outras abordagens ja
consagradas no ambito da (re)significacdo da pratica docente.
Para isso, as autoras fazem um estudo bibliogréfico das mais
importantes abordagens tedricas voltadas para os processos de
ensino e de aprendizagem, pautados nas principais teorias de
aprendizagem, como a aprendizagem pela interacdo social, pre-
conizada por Lev Vygotsky (1896-1934), a aprendizagem pela
experiéncia, de John Dewey (1859-1952), e a aprendizagem sig-
nificativa, de David Ausubel (1918-2008).

FICHTNER, B. Tecnologias da informacdo e comunicacdo (TIC)
como pratica cultural de adolescentes e jovens: uma perspectiva
filoséfica e epistemoldgica. In: Juventudes e Tecnologias:
Sociabilidades e Aprendizagens. SOUSA, C. A. de M. (org.) et al.
Brasilia: Liber Livro, 2015.

Na sociedade atual, os meios digitais tornaram-se indispensaveis
em nossa vida didria. Adolescentes e jovens usam no seu
tempo livre computadores, jogos on-line, buscam informagées
na internet, criam redes e comunicam-se via celular com seus
amigos. O material desse artigo séo estudos sobre o uso pratico
das novas tecnologias de informacdo e comunicagdo por
adolescentes e jovens.

GAROFALO, D. Como levar a programagao para a sala de aula.
Nova Escola, 14 ago. 2018. Disponivel em: <https://novaescola.
org.br/conteudo/12303/como-levar-a-programacao-para-a-
sala-de-aula>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Ao reconhecer que os professores tém certo receio de ensinar aos
estudantes programacao na escola, a autora busca dar subsidios
a esse trabalho, apresentando argumentos, ferramentas Uteis e
ideias que mostram a importancia desse ensino.

GRANVILLE, M. A. (org.). Projetos pedagdgicos no contexto esco-
lar: préticas de ensino e aprendizagem. Campinas, SP: Merca-
do de Letras, 2013.

O livro analisa a realidade da escola e os projetos que nela
se realizam e propde caminhos a serem percorridos no pla-
nejamento e no desenvolvimento de processos de ensino e
aprendizagem nas unidades escolares; também discute pra-
ticas originarias de projetos e convida os leitores a anélise e a
reflexdo sobre essas praticas. Além disso, mostra como fazer
0 projeto acontecer na escola, traz sugestoes e incentiva sua
realizacdo no contexto escolar.

HORN, M. B.; STAKER, H. Blended: usando a inovagao disruptiva
para aprimorar a educacao. Porto Alegre: Penso, 2015.

Nessa obra, os autores apresentam um guia de referéncia para
implementar o ensino hibrido em instituicdes de ensino e cons-
truir um sistema educacional centrado no estudante. O ensino
hibrido, mescla do ensino presencial com o virtual dentro e fora
da escola, ja se consolidou como uma das tendéncias mais im-
portantes para a educagao do século XXI. As praticas do blended
learning tém se disseminado em redes de ensino de todo o mun-
do, oferecendo aos estudantes acesso a um aprendizado mais
interessante, eficiente e personalizado as suas necessidades.

LIBANEO, J. C. Cultura jovem, midias e escola: o que muda no
trabalho dos professores? Revista Educativa, Goiania, v. 9, n. 1,
p. 25-46, jan./jun. 2006.
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O autor propde um olhar pedagégico sobre certas caracteris-
ticas que estdo se acentuando na juventude brasileira em sua
relacdo com a aprendizagem escolar. Entre os varios enfoques
possiveis do tema, destaca a relagcdo dos jovens com as midias
e seu impacto na interacdo entre professores e alunos e nos
modos de aprender.

LUVISON, C. da C. Leitura e escrita de diferentes géneros textuais:
inter-relacdo possivel nas aulas de Matematica. In: NACARATO, A.
M.; LOPES, C. E. (org.). Indagacoes, reflexées e prdticas em leituras e
escritas na EducacGo Matemdtica. Campinas, SP: Mercado de Le-
tras, 2013.

Esse texto discute as questoes de leitura e escrita nas aulas de
Matemdtica, partindo da perspectiva dos géneros textuais e
das relacdes existentes entre linguagem matematica e lingua
materna a fim de investigar como essas relagdes influenciam
na aprendizagem de contetidos matematicos no Ensino Fun-
damental.

MACHADO, N. J. Matematica e lingua materna: uma apro-
ximacdo necessaria. Revista da Faculdade de Educa¢do, Sao
Paulo, v. 15, n. 2, p. 161-166, jul./dez. 1989. Disponivel em:
<http://www.revistas.usp.br/rfe/article/view/33439/36177>.
Acesso em: 29 jun. 2020.

Nesse artigo, o autor analisa a relacdo entre as duas discipli-
nas, fundamentando a proposicao de agdes que efetivamente
ajudem na superacdo das dificuldades encontradas no ensino
da Matematica.

MANZINI, E. J. (org.). Incluséo do aluno com deficiéncia na escola:
os desafios continuam. Marilia: ABPEE; Fapesp, 2007.

As pesquisas desenvolvidas e apresentadas nesse livro de-
monstram que a inclusdao do estudante com deficiéncia na
escola é ainda um tema polémico nos dias atuais e alerta para
os desafios cotidianos. As pesquisas relatadas indicam que a
escola ainda carece de uma pratica pedagdgica para que a in-
clusdo possa se concretizar. A obra pode auxiliar o trabalho
de professores e demais integrantes da comunidade escolar
a acolher estudantes com deficiéncia e a encaminha-los para
um bom processo de aprendizagem e socializagao.

MORAN, J. Metodologias ativas de bolso: como 0s alunos po-
dem aprender de forma ativa, simplificada e profunda. Sao
Paulo: Editora do Brasil, 2019.

O livro analisa como os estudantes podem aprender de forma
ativa, simplificada e profunda, além de tratar da urgéncia de
implementar metodologias que viabilizem esse aprendizado.
Nesse sentido, as metodologias ativas constituem opg¢des pe-
dagogicas para envolver os estudantes no aprendizado pela
descoberta, pela investigacao ou pela resolucdo de problemas
por meio de uma visao de escola como comunidade de apren-
dizagem, na qual é importante a participacao de todos: profes-
sores, gestores, estudantes, familiares e cidadaos.

NACARATO, A. M.; LOPES, C. E. (org). Indagacées, reflexdes e prd-
ticas em leituras e escritas na EducacGo matemdtica. Campinas,
SP: Mercado de Letras, 2013.

O livro consiste em uma coletanea de textos que reunem subsi-
dios teodricos e praticos relativos as interfaces entre a Educacao
matematica e as préticas em leituras e escritas, perpassando a
educacao basica e o ensino superior.

ORTEGA, R, DEL REY, R. Estratégias educativas para a preveng¢éo da
violéncia. Tradugao Joaquim Ozério. Brasilia: Unesco, UCB, 2002.

Esse livro é uma ferramenta valiosa, que permite abordar a ques-
tdo da violéncia escolar de forma inovadora. Consiste em um guia
para lidar com os conflitos por meio de um conjunto de estraté-
gias educativas e de prevencdo, com o objetivo de modificar o pa-
drao de relacionamento entre os atores da comunidade escolar,
visando a melhoria da convivéncia.

RUOTTI, C.; ALVES, R., CUBAS, V. O. Violéncia na escola: um guia
para pais e professores. Sdo Paulo: Andhep: Imprensa Oficial do
Estado de Sao Paulo, 2006.

Esse livro apresenta os resultados de pesquisa realizada pelo Nu-
cleo de Estudos da Violéncia da Universidade de Sao Paulo em
escolas das zonas leste e sul da capital paulista. Aborda diferentes
formas de violéncia encontradas no cotidiano dessas escolas, mas
também experiéncias que se revelaram proveitosas para prevenir
e reduzir essas ocorréncias.

SOLE, |. Estratégias de leitura. Porto Alegre: Artmed, 1998.

O objetivo desse livro é ajudar educadores e profissionais a pro-
mover a utilizacdo de estratégias de leitura que permitam inter-

pretar e compreender 0s textos escritos.

VIOLENCIA escolar e bullying: relatério sobre a situacdo mundial.
Brasilia: Unesco, 2019.

Relatdrio elaborado pela Unesco e pelo Instituto de Prevencao a
Violéncia Escolar da Universidade de Mulheres Ewha, para o Sim-
posio Internacional sobre Violéncia Escolar e Bullying, realizado de
17 a 19 de janeiro de 2017, em Seul (Republica da Coreia). Seu
objetivo é fornecer um panorama dos dados mais recentes dis-
poniveis sobre a natureza, a abrangéncia e o impacto da violéncia
escolar e do bullying, bem como sobre as iniciativas que abordam
0 problema.

WEINSTEIN, C. S.; NOVODVORSKY, I. Gestdo da sala de aula: li-
¢oes da pesquisa e da pratica para trabalhar com adolescentes.
Porto Alegre: AMGH, 2015.

A obra é um guia abrangente para criar um ambiente de
aprendizagem afetivo, organizado e produtivo. A experiéncia
inspiradora de professores de disciplinas como Quimica, Ma-
tematica, Historia e Geografia, em escolas de perfis demografi-
cos variados, levanta discussdes fundamentais sobre a gestao
do ambiente escolar. Combinando recomendacdes baseadas
em pesquisas com exemplos reais de institui¢cdes de ensino,
o livro oferece aos professores orientagdes para lidar com os
principais desafios da sala de aula atual, auxiliando na constru-
cao de relacdes qualificadas com os estudantes.

WING, J. Pensamento computacional. Revista Brasileira de En-
sino de Ciéncia e Tecnologia. Ponta Grossa, v. 9, n. 2, p. 1-10,
maio/ago. 2016. Disponivel em: <https://periodicos.utfpr.edu.
br/rbect/article/view/4711>. Acesso em: 29 jun. 2020.

Esse artigo, Computational Thinking, de Jeannette Wing foi pu-
blicado originalmente no nimero 3 da edicao 49 do periddico
“Communications of the ACM’", em marco de 2006.

Nele, a autora define o pensamento computacional como uma
habilidade fundamental, que todas as pessoas devem saber
para atuar na sociedade moderna.
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PARTE ESPECIFICA

A BNCC neste volume

O quadro a seguir apresenta as competéncias e as habilidades da BNCC trabalhadas neste volume.

Como as competéncias gerais da BNCC foram mobilizadas no volume

Competéncia geral 1

E importante valorizar os conhecimentos historicamente construidos para entender e explicar a realidade, utilizando estratégias, conceitos e
procedimentos matematicos em contextos do cotidiano e de questdes tecnoldgicas, a fim de contribuir para uma formagao geral dos estudantes.
Nesse sentido, o desenvolvimento dessa competéncia é favorecido na secao Compreensdo do texto, paginas 36 e 37, do capitulo1, que

aborda as cifras de Hill; na pagina 124, que aborda a arte indigena Baniwa; no texto da pagina 131, que apresenta o triangulo de Sierpinski;

na abertura do capitulo 4, com parte de um dos murais do Palacio de Alhambra em Granada, Espanha, nas paginas 110 e 111; no texto da

pagina 135, do capitulo 4, que aborda aspectos da ceramica marajoara; na secao Educacdo financeira, paginas 148 e 149, que aborda o
desenvolvimento sustentavel; e na secdo Pesquisa e a¢ao, nas paginas 150 a 152, que propde a pesquisa de informagdes sobre discriminacao
racial e desigualdade racial.

Competéncia geral 2

Ao se proporem situagoes e atividades em que os alunos exercitam a curiosidade intelectual prépria das ciéncias, incluindo a investigacao,
a reflexdo e a andlise critica para pesquisar causas, elaborar e testar hipdteses, essa competéncia é favorecida. Nesse sentido, ha diversos
momentos do volume em que ela é trabalhada, como na atividade 4, da pagina 118, do capitulo 4, que propée o estudo matematico da
trajetdria de um feixe de luz; e no Desafio da pagina 143, do capitulo 4, que propde o estudo geométrico da movimentagao de uma bola
de bilhar.

Competéncia geral 3

O capitulo 4 contribui com diversas propostas para o desenvolvimento dessa competéncia, como a abertura com parte de um dos murais

do Paldcio de Alhambra em Granada, Espanha, nas paginas 110 e 111; o exercicio proposto 3, na pagina 118, com a apreciagao de eixos

de simetria em uma obra de M. C. Escher; a observacéo da reflexdo em relacdo a um ponto em uma obra de Rza Abbasi, na pagina 119; a
transformacao geométrica em mais uma obra de Escher, na pagiana 122; o texto da pagina 124, que aborda a arte indigena Baniwa; os flocos
de neve registrados pelo fotografo Alexey Kljatov, na pagina 126; o texto da pagina 135, que aborda aspectos da ceramica marajoara; a secao
Compreensdo de texto, das paginas 146 e 147, que apresenta a obra gréfica de M. C. Escher; e a secao Pesquisa e acdo, nas paginas 150 a 152, que
propde a apreciacdo de obras de arte baseadas nas culturas africana e afro-brasileira; sequida de criacdo e exposicao das obras criadas para a
comunidade escolar, que levam o estudante a fruir e apreciar esteticamente manifestagoes artisticas e culturais, assim como delas participar, a
fim de agucar continuamente a sensibilidade, a imaginacdo e a criatividade.

Competéncia geral 4

A importancia de conhecer e valorizar diversas culturas e de partilhar informacoes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos
é proposta por essa competéncia, que é favorecida em diversos momentos, como na situacao inicial apresentada no estudo de sistema de
equacoes lineares, na pagina 40, do capitulo 2, em que a reacao de combustao do gas metano é ilustrada e, em seguida, representada por uma
equagao.

Competéncia geral 5

Essa competéncia é favorecida nas paginas 32 e 33, do capitulo 1, que representam matrizes e determinantes em planilhas eletronicas; nas atividades
do boxe Explore da pagina 42, do capitulo 2, que propéem a resolucao de sistemas usando software de construcao de gréficos; na secao Compreensédo
de texto, nas paginas 108 e 109, do capitulo 3, que incentiva a discussdo de aspectos positivos e negativos do GPS quanto a questdes como
mobilidade, seguranca e privacidade; e nas atividades das paginas 115, 120, 127, 128 e 129, do capitulo 4, que propdem a utilizacao de software de
Geometria dinamica.

Competéncia geral 6

Essa competéncia é favorecida na secao Educagao financeira, paginas 148 e 149, em que os estudantes devem apropriar-se de conhecimentos e
experiéncias relacionados ao crescimento econémico e desenvolvimento sustentavel para refletir sobre seus projetos pessoais, a fim de realizar
escolhas alinhadas ao seu projeto de vida, com autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

Competéncia geral 7

Essa competéncia é favorecida tanto na situacao inicial apresentada no tépico Multiplicagdo de matrizes, na pagina 25, do capitulo 1, que aborda
o tema contemporaneo Educagao ambiental, possibilitando reflexdes a respeito da sustentabilidade e da preservacao do meio ambiente,
quanto nas se¢des Educacdo financeira, nas paginas 148 e 149, que propde reflexdo a respeito do desenvolvimento sustentavel, e Pesquisa e
acgdo, nas paginas 150 a 152, que propde a pesquisa de informagdes sobre a Convencao Internacional sobre a Eliminacdo de Todas as Formas de
Discriminacéo Racial (1968), a Conferéncia de Durban (2001) e a Década Internacional de Afrodescendentes (2015-2024).




Competéncia geral 8

Essa competéncia é favorecida na secdo Compreensdo de texto, nas paginas 58 e 59, do capitulo 2, em que os estudantes devem refletir a respeito
da importancia dos nutrientes na alimentacdo e os cuidados que devemos ter com nosso corpo, como a ingestao diaria de agua, habitos
alimentares saudaveis e pratica de atividade fisica.

Competéncia geral 9

Essa competéncia é favorecida em diversas situagées em que os estudantes devem trabalhar em grupos, resolvendo conflitos,
cooperando com os demais integrantes, exercitando o respeito e a empatia. Essas situagdes sdo propostas no volume, como na secao
Compreensdo de texto, nas paginas 58 e 59, do capitulo 2, em que os estudantes devem pesquisar a importancia de nutrientes na
alimentacdo, bem como atitudes para uma alimentacao mais saudavel, e na secao Pesquisa e a¢do, das paginas 150 a 152, cujas pesquisas
sobre obras de arte baseadas na cultura africana ou na afro-brasileira devem ser feitas em grupo, de modo que os alunos possam
desenvolver competéncias como autoconhecimento para o cuidado com a saide emocional, compreensao da diversidade humana e
reconhecimento das proprias emogoes e das dos outros.

Competéncia geral 10

Essa competéncia é favorecida na secdo Pesquisa e agdo, nas paginas 150 a 152, que leva os estudantes a apreciar e analisar obras de arte
baseadas nas culturas africana e afro-brasileira, além de criar obras de arte inspiradas nessas culturas e promover uma exposicao das
obras criadas para a comunidade escolar. O intuito é que os alunos ajam com autonomia e tomem decisdes com base em principios éticos,
democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

Como as competéncias especificas e as habilidades de Matematica e suas Tecnologias da BNCC foram mobilizadas no volume

Competéncia especifica 1

O desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupde habilidades que podem favorecer a interpretacao e a compreenséo da realidade
pelos estudantes, utilizando conceitos de diferentes campos da Matematica para fazer julgamentos bem fundamentados. Tal competéncia é
favorecida, sobretudo, na secdo Compreensao de texto, nas paginas 36 e 37, do capitulo 1, que aborda as cifras de Hill, no estudo de sistemas de
equacoes lineares, na pagina 40, do capitulo 2, que levam os alunos a utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos matematicos
para interpretar situagées em diversos contextos.

A secdo Educacao financeira, nas paginas 148 e 149, propicia a utilizacao de conceitos matematicos para ler e interpretar indicadores economicos.
A secao Pesquisa e agao, nas paginas 150 a 152, propode a anélise e discussao dos dados pesquisados sobre a desigualdade racial no Brasil.

Habilidade EM13MAT102

Essa habilidade é favorecida na secéo Educacdo financeira, nas paginas 148 e 149, cujas atividades levam os estudantes a compreender a
economia no mundo e a educar-se para o consumo, principalmente ao propor a reflexao a respeito do desenvolvimento sustentavel e a
discussao sobre os Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel da Organizagao das Nagdes Unidas.

A secdo Pesquisa e a¢do, nas paginas 150 a 152, também contribui com o desenvolvimento dessa habilidade, ao explorar a analise de tabelas,
graficos e amostras de pesquisa relacionados a desigualdade racial no Brasil.

Habilidade EM13MAT104

Essa habilidade é favorecida na secdo Educagdo financeira, nas paginas 148 a 149, cujas atividades levam os estudantes a compreender a
economia no mundo, a pesquisar indicadores econémicos e suas caracteristicas, a fim de fornecer subsidios a discussao relacionada ao
desenvolvimento econémico versus desenvolvimento social.

Habilidade EM13MAT105

Essa habilidade é favorecida ao longo de todo o capitulo 4, como nas propostas que utilizam as nogoes de rotagao e suas composicoes na construcao
de figuras e analise de elementos da natureza e diferentes produgcdes humanas, e nas que utilizam as nogées de transformagoes isométricas na
construcao de figuras com o uso de matrizes em um plano cartesiano, bem como na secao Pesquisa e acdo, nas paginas 150 a 152, com a andlise e a
criacdo de obras que apresentam transformacdes geométricas.

Competéncia especifica 2

Essa competéncia é promovida na situacdo apresentada para explorar a multiplicagdo de matrizes, nas paginas 25 e 26, do capitulo 1, que aborda
o tema da educagao ambiental.

Na secdo Educacao financeira, nas paginas 148 e 149, os alunos sao incentivados a pesquisar e analisar indicadores econémicos e a relacionar o
crescimento econdmico ao desenvolvimento sustentéavel.




Competéncia especifica 3

Essa competéncia especifica é favorecida ao longo de todo o volume, uma vez que os estudantes deverdo, constantemente, utilizar
estratégias, conceitos, definicdes ou procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos ou resolver problemas em diversos
contextos. E o caso, por exemplo, no estudo de matrizes e transformacdes geométricas, nas paginas 137 a 141, do capitulo 4, nos exercicios
propostos na pagina 70, do capitulo 3, que propiciam aos estudantes a possibilidade da descoberta antecipada dos conceitos a serem
abordados no tépico seguinte, fazendo-os sujeitos ativos de seu aprendizado e encorajando-os a construir argumentagao consistente no
decorrer do capitulo.

Habilidade EM13MAT301

O desenvolvimento dessa importante habilidade é favorecido ao longo de todo o capitulo 2 e na secdo Compreensdo de texto, nas
paginas 58 e 59, empregando sistemas lineares a resolucdo de problemas. Em diversos tépicos do capitulo 3, como na resolucao do
exercicio 27, na pagina 70; no estudo da posicdo relativa entre duas retas no plano, nas paginas 78 a 81; no estudo da distancia entre
ponto e reta, nas paginas 86 a 88; e, no estudo de inequagdes do 12 grau com duas incégnitas, nas paginas 88 e 89, os alunos vao aplicar
conceitos, definicoes e procedimentos matematicos para resolver, utilizando técnicas algébricas e graficas, problemas que envolvem
equacoes lineares.

Habilidade EM13MAT307
O estudo das paginas 90 e 91, do capitulo 3, que abordam o calculo da area de um tridangulo no plano cartesiano como aplicagdo da Geometria
analitica, favorece o desenvolvimento dessa habilidade.

Habilidade EM13MAT315

Nos boxes Pensamento computacional, as atividades propostas favorecem o desenvolvimento dessa habilidade. Na pagina 30, do capitulo 1, &
apresentado um algoritmo para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem 2. Na pagina seguinte, os estudantes deverao completar
um algoritmo em linguagem corrente para calcular o determinante pela regra de Sarrus e, em seguida, representa-lo em um fluxograma.

Na secao Compreensado de Texto, nas paginas 36 e 37, do capitulo 1, que explora a criptografia, ao codificar e decodificar uma mensagem, o estudante
esta lidando com um dos pilares do pensamento computacional: o algoritmo.

Na pagina 79, do capitulo 3, os alunos vao estudar um algoritmo representado em linguagem corrente e em um fluxograma para predizer o
resultado da andlise do gréfico de um sistema linear de duas equagdes e duas incoégnitas, considerando os coeficientes linear e angular das retas.

Competéncia especifica 4

Ao longo de todo o capitulo 1, o estudo de sistemas de equacoes lineares e matrizes associadas a um sistema, nas paginas 40 a 49, do capitulo 2,
a secdo Exercicios complementares, nas paginas 55 e 56, e a secdo Compreensdo de texto, nas paginas 58 e 59, do capitulo 2, contribuem para o
desenvolvimento dessa competéncia, pois levam os estudantes a resolver problemas do cotidiano e da Matematica que envolvam equacdes
lineares simultaneas usando técnicas algébricas e gréficas.

O boxe Pensamento computacional, na pagina 79, do capitulo 3, também favorece o desenvolvimento dessa competéncia, uma vez que os
estudantes vao ler e interpretar um algoritmo em linguagem corrente e em um fluxograma.

Habilidade EM13MAT401
O estudo da equagao reduzida da reta, nas paginas 76 e 77, do capitulo 3, favorece o desenvolvimento dessa habilidade a medida que leva os
estudantes a converter representacgoes algébricas de fungoes polinomiais de 1° grau em representagdes geométricas no plano cartesiano.




Como as habilidades de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias da BNCC foram mobilizadas no volume

Habilidade EM13CNT101: Analisar e representar, com ou sem o uso de dispositivos e de aplicativos digitais especificos, as transformagées e
conservagées em sistemas que envolvam quantidade de matéria, de energia e de movimento para realizar previsées sobre seus comportamentos em
situagoes cotidianas e em processos produtivos que priorizem o desenvolvimento sustentdvel, o uso consciente dos recursos naturais e a preservagdo da
vida em todas as suas formas.

A abordagem inicial do tépico Sistemas de equagées lineares, na pagina 40, bem como o exercicio resolvido R4, na pagina 45, e o exercicio
proposto 16, na pagina 46, todos do capitulo 2, ao abordarem o balanceamento de equacdes quimicas — possibilitando inclusive aulas
interdisciplinares com a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias — favorecem o desenvolvimento dessa habilidade.

Habilidade EM13CNT106: Avaliar, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais, tecnologias e possiveis solu¢oes para as demandas que
envolvem a geragao, o transporte, a distribuicédo e o consumo de energia elétrica, considerando a disponibilidade de recursos, a eficiéncia energética, a
relagdo custo/beneficio, as caracteristicas geogrdficas e ambientais, a produgdo de residuos e os impactos socioambientais e culturais.

A abertura do capitulo 2, nas pagina 38 e 39, pode ser trabalhada interdisciplinarmente com a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
possibilitando uma discussdo a respeito de possiveis solu¢cdes para demandas que envolvem geracdo e consumo de energia, considerando a
disponibilidade de recursos, a eficiéncia energética, a relagao custo-beneficio, as caracteristicas geograficas e ambientais, contribuindo assim para
o desenvolvimento dessa habilidade.

Habilidade EM13CNT204: Elaborar explicagées, previsoes e cdlculos a respeito dos movimentos de objetos na Terra, no Sistema Solar e no Universo
com base na andlise das interacdes gravitacionais, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais (como softwares de simulacéo e de realidade
virtual, entre outros).

A abertura do capitulo 2, nas paginas 38 e 39, pode ser trabalhada interdisciplinarmente com a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
que possibilita aos estudantes que elaborem uma pesquisa a respeito dos processos de energia, locomocdo, abastecimento, velocidade e
armazenamento de suprimentos da Estagdo Espacial Internacional, favorecendo o desenvolvimento dessa habilidade.

A secao Compreensdo de texto, nas paginas 108 e 109, do capitulo 3, também contribui com o desenvolvimento da habilidade, uma vez que os
estudantes vao ler e interpretar uma publicacdo com dados sobre satélites do GPS.

Habilidade EM13CNT303: Interpretar textos de divulgagdo cientifica que tratem de temdticas das Ciéncias da Natureza, disponiveis em diferentes
midias, considerando a apresentagdo dos dados, tanto na forma de textos como em equacgoes, grdficos e/ou tabelas, a consisténcia dos argumentos e a
coeréncia das conclusées, visando construir estratégias de sele¢éo de fontes confidveis de informagées.

A situacao inicial apresentada no estudo da circunferéncia, na pagina 92, do capitulo 3, explora informacées sobre o acelerador de particulas
brasileiro, o Sirius, e sugere aos estudantes que acessem um site para que obtenham mais informagées relacionadas a maquina. A secdo
Compreensdo de texto, nas paginas 108 e 109, do capitulo 3, também contribui com o desenvolvimento da habilidade, uma vez que os estudantes
vao ler e interpretar uma publicacdo com dados sobre satélites do GPS.

Como as competéncias especificas e as habilidades de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas da BNCC foram mobilizadas no volume

Competéncia especifica 1: Analisar processos politicos, econémicos, sociais, ambientais e culturais nos dmbitos local, regional, nacional e mundial em
diferentes tempos, a partir da pluralidade de procedimentos epistemoldgicos, cientificos e tecnologicos, de modo a compreender e posicionar-se criticamente
em relagdo a eles, considerando diferentes pontos de vista e tomando decisées baseadas em argumentos e fontes de natureza cientifica.

Essa competéncia é favorecida na se¢éo Educagdo financeira, nas paginas 148 e 149, ao promover a discusséo e a reflexao sobre a evolucéo das trocas
comerciais internacionais.

Habilidade EM13CHS102: /dentificar, analisar e discutir as circunstancias histdricas, geogrdficas, politicas, econémicas, sociais, ambientais e culturais
de matrizes conceituais (etnocentrismo, racismo, evolugdo, modernidade, cooperativismo/desenvolvimento etc.), avaliando criticamente seu significado
histdrico e comparando-as a narrativas que contemplem outros agentes e discursos.

A secao Educacao financeira, nas paginas 148 e 149, contribui para o desenvolvimento dessa habilidade ao promover a discussao e a reflexdo
sobre a evolugao das trocas comerciais.

Habilidade EM13CHS104: Analisar objetos e vestigios da cultura material e imaterial de modo a identificar conhecimentos, valores, crengas e prdticas
que caracterizam a identidade e a diversidade cultural de diferentes sociedades inseridas no tempo e no espaco.

O texto e as fotografias sobre o povo indigena Baniwa e o seu artesanato, na pagina 124, e sobre a ceramica marajoara, na pagina 135, do capitulo 4,
favorecem a interdisciplinaridade com a area de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas, contribuindo também para o desenvolvimento dessa habilidade.

Competéncia especifica 3: Analisar e avaliar criticamente as relagées de diferentes grupos, povos e sociedades com a natureza (produgao, distribui¢do
e consumo) e seus impactos econémicos e socioambientais, com vistas a proposicdo de alternativas que respeitem e promovam a consciéncia, a ética
socioambiental e o consumo responsdvel em ambito local, regional, nacional e global.

Essa competéncia é favorecida na secao Educagdo financeira, nas paginas 148 e 149, ao promover a discussao e a reflexao sobre o
desenvolvimento econémico, social e sustentavel de um pais.

Habilidade EM13CHS301: Problematizar hdbitos e prdticas individuais e coletivos de produgdo, reaproveitamento e descarte de residuos em
metrdpoles, dreas urbanas e rurais, e comunidades com diferentes caracteristicas socioeconémicas, e elaborar e/ou selecionar propostas de a¢do que
promovam a sustentabilidade socioambiental, o combate a poluigdo sistémica e o consumo responsdvel.

Essa secao Educagdo financeira, nas paginas 148 e 149, contribui para o desenvolvimento dessa habilidade ao propor a reflexao a respeito do
desenvolvimento sustentavel, com a discussao a respeito dos Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel da Organizacao das Nacoes Unidas.

Habilidade EM13CHS601: /dentificar e analisar as demandas e os protagonismos politicos, sociais e culturais dos povos indigenas e das populagées
afrodescendentes (incluindo as quilombolas) no Brasil contempordneo considerando a histéria das Américas e o contexto de exclusdo e inclusdo
precdria desses grupos na ordem social e econémica atual, promovendo agées para a redugdo das desigualdades étnico-raciais no pais.

A secao Pesquisa e agdo, nas paginas 150 a 152, possibilita o favorecimento dessa habilidade, no que se refere a analise das demandas politicas,

sociais e culturais dos povos afrodescendentes no Brasil e a promocao de a¢des para reduzir as desigualdades étnico-raciais no pais.



Como as competéncias especificas e as habilidades de Linguagens e suas Tecnologias da BNCC foram mobilizadas no volume

Habilidade EM13LGG201: Utilizar as diversas linguagens (artisticas, corporais e verbais) em diferentes contextos, valorizando-as como fenémeno
social, cultural, historico, varidvel, heterogéneo e sensivel aos contextos de uso.

Com a leitura da pagina 124, do capitulo 4, que apresenta texto e fotografias sobre o povo Baniwa e seu artesanato, e da pagina 135, do capitulo
4, que apresenta texto e fotografias da ceramica marajoara, os estudantes poderao utilizar a linguagem artistica em diferentes contextos,
valorizando-a como fendmeno social, cultural, histérico e sensivel aos contextos de uso.

Competéncia especifica 6: Apreciar esteticamente as mais diversas produgées artisticas e culturais, considerando suas caracteristicas locais, regionais
e globais, e mobilizar seus conhecimentos sobre as linguagens artisticas para dar significado e (re)construir produgbes autorais individuais e coletivas,
exercendo protagonismo de maneira critica e criativa, com respeito a diversidade de saberes, identidades e culturas.

Com a leitura da pagina 124, do capitulo 4, que apresenta texto e fotografias sobre o povo Baniwa e seu artesanato, e da pagina 135, do

capitulo 4, que apresenta texto e fotografias da ceramica marajoara, os estudantes poderao utilizar a linguagem artistica em diferentes contextos,
valorizando-a como fendmeno social, cultural, histérico e sensivel aos contextos de uso.

A secdo Pesquisa e a¢do, nas paginas 150 a 152, favorece o desenvolvimento dessa competéncia, ao propor a apreciacao e a analise de obras de
arte baseadas nas culturas africana e afro-brasileira e, em seguida, a criacao de obras de arte inspirada nessas culturas, culminando com uma
exposicao das obras criadas para a comunidade escolar.

Habilidade EM13LGG601: Apropriar-se do patriménio artistico de diferentes tempos e lugares, compreendendo a sua diversidade, bem como os
processos de legitimagdo das manifestagoes artisticas na sociedade, desenvolvendo visao critica e histérica.

Essa habilidade é favorecida em varios momentos ao longo do capitulo 4, como na abertura do capitulo, nas paginas 110 e 111, que aborda as
transformagoes geométricas em diferentes contextos, na situacao inicial apresentada no tépico Reflexdo em relacdo a um ponto, na pagina 119,
que apresenta a reproducao da obra de Rza Abbasi, bem como nas paginas 118 e 122 e na secao Compreensdo de texto, nas paginas 146 e 147,
que aborda a obra de M. C. Escher.

Em todos esses momentos, e também na sec¢ao Pesquisa e agdo, nas paginas 150 a 152, os estudantes poderao desenvolver sua viséo critica e
histérica, apropriando-se do patrimonio artistico de diferentes tempos e lugares, compreendendo sua diversidade, bem como os processos de
legitimacdo das manifestacoes artisticas na sociedade.

Habilidade EM13LGG602: Fruir e apreciar esteticamente diversas manifestagées artisticas e culturais, das locais as mundiais, assim como delas
participar, de modo a agucar continuamente a sensibilidade, a imaginacéo e a criatividade.

Essa habilidade é favorecida em varios momentos ao longo do capitulo 4, como na abertura do capitulo, nas paginas 110 e 111, que aborda as
transformagdes geométricas em diferentes contextos, na situacao inicial apresentada no tépico Reflexdo em relacdo a um ponto, na pagina 119,
que apresenta a reproducao da obra de Rza Abbasi, bem como nas paginas 118 e 122 e na segdo Compreensdo de texto, nas paginas 146 e 147,
que aborda a obra de M. C. Escher.

Habilidade EM13LGG704: Apropriar-se criticamente de processos de pesquisa e busca de informagéo, por meio de ferramentas e dos novos formatos
de produgdo e distribui¢do do conhecimento na cultura de rede.

As pesquisas propostas nos boxes Explore, na pagina 124, sobre a arte indigena Baniwa, e na pagina 135, no capitulo 4, sobre a ceramica
marajoara, favorecem o desenvolvimento dessa habilidade, pois os estudantes poderao apropriar-se criticamente de processos de pesquisa e
busca de informacéo, por meio de ferramentas e dos novos formatos de producéo e distribuicao do conhecimento na cultura de rede.




Sugestoes de ampliacao

-

~ Capitulo 1 — Matrizes e determinantes

Essa atividade permite o desenvolvimento das competéncias gerais 1, 8 e 9, das competéncias especificas 1 e 3 de
Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas e das habilidades especificas EM13CHS103, EM13CHS106, EM13CHS402 e
EM13CHS502.

A abertura do capitulo permite um trabalho interdisciplinar com a area de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas,
cujo objetivo é pesquisar sobre a trajetoria do futebol feminino no Brasil, abordando temas como a desigualdade salarial
decorrente de género, o preconceito sofrido pelas mulheres futebolistas, os obstaculos para o crescimento do esporte
feminino no pais e as mudancas pelas quais a modalidade passou nas ultimas décadas.

Proibido por lei de 1941 a 1979, o futebol feminino enfrentou uma série de obstaculos no Brasil. Laudos médicos e
artigos jornalisticos defendiam a ideia de que o futebol era um esporte incompativel com o corpo e o papel social das
mulheres, podendo prejudicar a saide feminina e até mesmo a capacidade reprodutiva, inviabilizando a maternidade.
Esperava-se da mulher uma série de atributos como beleza, cuidado da familia e delicadeza, tidos como opostos ao futebol.
Mesmo apos a revogacdo da lei, o esporte teve dificuldades sérias para se desenvolver por conta da falta de estrutura para
treinamentos e jogos, o baixo nimero de campeonatos oficiais, a falta de investimentos publicos e privados nos clubes
e federagdes, o preconceito e a falta de reconhecimento por parte da sociedade, entre outros. Em 2019, por ocasiao da
Copa do Mundo Feminina disputada na Franca, houve maior interesse pelo futebol feminino, e as transmissdes em canais
de televisdo tiveram mais de 1 bilhdo de espectadores ao redor do mundo. As emissoras brasileiras transmitiram, além
da Copa do Mundo, as partidas finais de campeonatos de clubes nacionais e internacionais, registrando boas audiéncias.

A estratégia inicial da atividade envolve conhecer de forma mais aprofundada os primeiros momentos
do futebol feminino no Brasil, explicando brevemente aos alunos o histérico da modalidade e de sua proibi-
¢ao através da analise de documentos, como o Decreto-Lei n° 3.199 de 1941, disponivel em: <https://www2.
camara.leg.br/legin/fed/declei/1940-1949/decreto-lei-3199-14-abril-1941-413238-publicacaooriginal-1-pe.
html> (Acesso em: 30 jul. 2020.); e trechos da carta do Sr. José Fuzeira, defensor da proibicdo do futebol fe-
minino em 1940, disponivel em: <http://contraataque.museudofutebol.org.br/as-cartas/> (Acesso em:
30 jul. 2020.). Apresente os documentos aos alunos e questione o que entenderam dos textos e qual era o ideal de
“feminilidade” e de“natureza feminina” defendidas por seus autores, estimulando um debate direcionado com a turma.

Apds o debate sobre a proibicdo do futebol feminino e os argumentos contrarios a pratica de determinados esportes
por mulheres no passado, divida a turma em grupos de 5 ou 6 alunos, buscando equilibrar a quantidade de meninos e
meninas. A proposta é que ocorra uma subdivisdo do grupo, com um trio pesquisando, como tarefa de casa, sobre os
obstaculos que ainda dificultam o crescimento do futebol feminino no Brasil e 0 que permanece inalterado na trajetéria
da modalidade, enquanto o outro trio (ou dupla) pesquisara sobre os obstaculos ja vencidos pelo futebol feminino no
pais e as principais mudancas que beneficiaram o esporte nos ultimos anos.

Na aula seguinte, reserve o inicio da aula para que os alunos troquem informacdes sobre a pesquisa com o grupo
inteiro, e para que elejam um relator, que deverd sintetizar a discussao e registrar os principais pontos levantados pelos
dois subgrupos. Para a sistematizacao da discussao, solicite ao relator de cada grupo, que escreva as respostas para as
seguintes questdes: Quais sao os obstdculos nao vencidos pelo futebol feminino? Quais sdo os obstaculos ja vencidos
pela modalidade no Brasil? Para essa dinamica, pode ser usado um recurso digital para criar as interagdes em tempo
real. A opgao de questionario open-ended, no aplicativo Mentimeter, disponivel gratuitamente na internet em sua
versao basica, permite aos estudantes que postem suas respostas na ferramenta on-line, como um quadro-sintese que
reunird o resultado de todas as pesquisas da sala. Projete as respostas para a turma e organize um debate ressaltando os
aspectos comuns e diferentes entre as respostas de cada grupo, tornando mais rica a anélise dos avangos, retrocessos
e permanéncias do futebol feminino no Brasil.

Sugestdes de materiais de pesquisa:

e Linha do tempo do futebol feminino
<https://gente.globo.com/linha-do-tempo-do-futebol-feminino/>

* Marta chama atencao para a desigualdade salarial entre homens e mulheres no esporte
<https://brasil.un.org/pt-br/83575-marta-chama-atencao-para-desigualdade-salarial-entre-homens-e-mulheres-
no-esporte>

* Mentimeter
<https://www.mentimeter.com>

¢ Uma breve explicacao sobre o Mentimeter
<https://www.youtube.com/watch?v=ILXwkxby1Pk>

(Acessos em: 30 jul. 2020.)
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~ Capitulo 2 — Sistemas lineares

Essa atividade permite o desenvolvimento das competéncias gerais 4 e 8, da competéncia especifica 3 de Ciéncias
da Natureza e suas Tecnologias e das habilidades EM13CNT207 e EM13CNT303.

A secdo Compreensdo de Texto, permite um trabalho interdisciplinar com Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
cujo objetivo é promover uma autorreflexao em relagdo a prépria alimentagao e, concomitantemente, apresentar os
principais grupos alimentares e a ideal distribuicdo desses nas refei¢des. Inicie a atividade solicitando a leitura e analise
das reportagens indicadas a seguir.

Indicagéo 1: Arroz e feijao: amor eterno do brasileiro

Disponivel em: <https://alimentacaoemfoco.org.br/arroz-e-feijao/>. Acesso em: 30 jul. 2020.

Indicagao 2: Brasileiros estdo comendo mais fora de casa e consumindo mais alimentos prontos, diz IBGE.

Disponivel em: <https://g1.globo.com/economia/noticia/2019/10/04/brasileiros-estao-comendo-mais-fora-de-
casa-e-consumindo-mais-alimentos-prontos-diz-ibge.ghtml>. Acesso em: 30 jul. 2020.

Indicagéo 3: Prato feito brasileiro tem tamanho exagerado e excesso de calorias

Disponivel em: <https://g1.globo.com/bemestar/noticia/2019/01/11/prato-feito-brasileiro-tem-tamanho-exagerado-
e-excesso-de-calorias.ghtml>. Acesso em: 30 jul. 2020.

Em seguida, oriente a elaboragao, em grupo, de um mapa conceitual (manual ou digital) resumindo e relacionan-
do as informacdes obtidas a partir da leitura. E importante discutir com a turma o que é um mapa conceitual e seus
objetivos. A ideia do mapa é que ele possa resumir e ressaltar informacdes importantes de um determinando assunto,
utilizando recursos graficos. Se achar oportuno apresente a eles o video indicado ao final dessa sugestdo de ampliagao
sobre como elaborar um mapa conceitual.

Durante a mediacao e discussao dos mapas conceituais ressalte, especialmente, os grupos alimentares aos quais
pertencem o feijao e o arroz, e a mudanca que ocorreu no habito alimentar dos brasileiros. Os grupos poderéo adicionar
ou alterar o seu mapa ap6s essa conversa. Apds a elaboracao do mapa, pega a cada grupo que apresente as informagoes
do mapa elaborado promovendo uma discusséo sobre os assuntos abordados nos textos indicados.

Para complementar a atividade, solicite aos alunos que registrem todos os alimentos que foram consumidos em
um dia e calculem o total de calorias, utilizando um site ou aplicativo de celular, indicando também atividades fisicas,
caso eles tenham feito. E importante que esse momento seja individual e que cada estudante nao exponha as suas
informacdes pessoais caso ndo se sinta a vontade.

Com essas informagoes, converse sobre as necessidades didrias para a faixa etdria, sobre aimportancia de uma alimen-
tacao saudavel e variada e sobre a ingestdo de dgua. Apresente a configuracdo da nova piramide alimentar, disponivel em:
<http://projetoseeduc.cecierj.edu.br/eja/recurso-multimidia-professor/educacao-fisica/novaeja/m1u03/5-a_nova_piramide_
alimentar.pdf> (Acesso em: 30 jul. 2020.), discutindo os grupos alimentares. Se possivel, forne¢a uma imagem da piramide
impressa para cada aluno e peca a eles que, a partir do registro anterior, marquem os alimentos que foram consumidos. Dessa
forma, os estudantes terao uma visao geral de quais “andares” da piramide estao em falta ou excesso. O professor devera
discutir e demonstrar como os alimentos se distribuem na piramide e como as refeicées devem ser montadas ao longo do
dia. E imprescindivel comentar sobre a importancia de realizar exercicios fisicos e da ingestao de d4gua nessa nova piramide.

Sugestdes de materiais de pesquisa:

¢ Educagdo em Revista
Mapas Conceituais: Estratégia de ensino/aprendizagem e ferramenta avaliativa. Disponivel em: <https://www.scielo.
br/pdf/edur/v26n3/v26n3a10.pdf>.

¢ Importancia de uma alimentacao saudavel
<https://bvsms.saude.gov.br/bvs/publicacoes/alimentacao_saudavel.pdf>.

¢ Como fazer um mapa mental/Técnica de estudo
<https://www.youtube.com/watch?v=8Fgexqy5c9E>.

¢ Crie seu mapa conceitual com o Canva
<https://www.canva.com/pt_br/graficos/mapa-conceitual/>.
(Acessos em: 30 jul. 2020.)

~» Capitulo 3 — Geometria analitica

Essa atividade permite o desenvolvimento das competéncias gerais 2 e 5, da competéncia especifica 3 de Cién-
cias da Natureza e suas Tecnologias e das habilidades EM13CNT302, EM13CNT303 e EM13CNT308.

O texto de introdugao do tépico “Circunferéncia’, permite um trabalho interdisciplinar com a drea de Ciéncias da
Natureza e suas Tecnologias.

Nessa atividade, tem-se como objetivo central apresentar aos alunos textos cientificos de forma a trabalhar esse tipo
de leitura e compreensao de texto. A atividade sera dividida em trés partes: a primeira estd atrelada com um primeiro
contato com o texto cientifico selecionado, envolvendo a leitura coletiva; a segunda parte estd relacionada com a leitura
de outro texto cientifico, mas em grupos menores; e a terceira parte envolve a exposicdo dos conceitos estudados.

Partel

Leia com os alunos parte do artigo publicado na revista Pesquisa Fapesp, em julho de 2018: Salto para um brilho
maior <https://issuu.com/pesquisafapesp/docs/269_completo> (Acesso em: 14 ago. 2020.), nas paginas 18 a 23,


https://alimentacaoemfoco.org.br/arroz-e-feijao/
https://g1.globo.com/economia/noticia/2019/10/04/brasileiros-estao-comendo-mais-fora-de-casa-e-consumindo-mais-alimentos-prontos-diz-ibge.ghtml
https://g1.globo.com/economia/noticia/2019/10/04/brasileiros-estao-comendo-mais-fora-de-casa-e-consumindo-mais-alimentos-prontos-diz-ibge.ghtml
https://g1.globo.com/bemestar/noticia/2019/01/11/prato-feito-brasileiro-tem-tamanho-exagerado-e-excesso-de-calorias.ghtml
https://g1.globo.com/bemestar/noticia/2019/01/11/prato-feito-brasileiro-tem-tamanho-exagerado-e-excesso-de-calorias.ghtml
http://projetoseeduc.cecierj.edu.br/eja/recurso-multimidia-professor/educacao-fisica/novaeja/m1u03/5-a_nova_piramide_alimentar.pdf
http://projetoseeduc.cecierj.edu.br/eja/recurso-multimidia-professor/educacao-fisica/novaeja/m1u03/5-a_nova_piramide_alimentar.pdf
https://www.scielo.br/pdf/edur/v26n3/v26n3a10.pdf
https://www.scielo.br/pdf/edur/v26n3/v26n3a10.pdf
https://bvsms.saude.gov.br/bvs/publicacoes/alimentacao_saudavel.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=8Fgexqy5c9E
https://www.canva.com/pt_br/graficos/mapa-conceitual/
https://issuu.com/pesquisafapesp/docs/269_completo

que fala sobre o acelerador de particulas Sirius. Como sugestdo, disponha as carteiras da sala em formato circular de
maneira que todos se vejam e faca a leitura de forma coletiva, permitindo comentarios e duvidas a respeito do texto,
principalmente de termos cientificos. Quando houver termos desconhecidos, sugira que os alunos grifem esses termos,
pesquisem-nos e anotem o seu significado; essa acao é importante para que os alunos criem repertorio de sindbnimos
e consigam compreender melhor o texto em questao, bem como os préximos que serdo utilizados.

Partell

Nessa parte da atividade, separe os alunos em 3 grupos; cada grupo recebera um texto complementar sobre o
assunto trabalhado na parte anterior. Caso considere relevante explorar outros tépicos relacionados ao acelerador
amplie o nimero de grupos. O professor pode decidir se cada grupo fard a leitura de um Unico texto ou se os textos
serdo diferentes para cada grupo. Para escolha do texto, ao final dessa atividade ha algumas sugestdes. Em ambos
0s casos, as sugestdes de leitura sdo 6rgdos responsaveis pelo projeto, o que garante que os textos cumpram com o
carater cientifico, obedecendo ao objetivo central desta atividade.

Uma vez separados os grupos, bem como as fungdes de cada, os alunos irdo fazer as leituras dos textos e com-
partilhar com seus grupos as informacdes relevantes, bem como suas duvidas de interpretacdo. Caso ndo consigam
solucionar as duvidas, os alunos precisam procurar o professor responsavel. Lembre-se de que as regras sobre como as
apresentagdes deverao acontecer precisam ser ditas aos alunos antes de iniciarem seus trabalhos de pesquisa. Defina o
tempo de apresentacdo, tempo para duvidas, ordem das apresentagdes, se todos os alunos precisarao falar ou somente
um, enfim, informagdes que moldarao as apresentacdes segundo os critérios considerados importantes pelo professor.
Como sugestao a sala foi dividida em 3 grupos, que irao abordar assuntos como:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Tema Sirius e outros laboratdrios pelo mundo Funcionamento do Sirius Pes.qulsa.s, pessoas e
financiamentos
1. Quais instituicdes de pesquisa 1. Como é o funcionamento de um | 1. Quem sdo os cientistas
conseguiram desenvolver seus préprios acelerador de particulas? que trabalham no Sirius
laboratoérios de Luz Sincroton? 2.Qual é a fungdo de um (perfil profissional)?
. 2.0Onde estdo localizados esses laboratérios? | acelerador de particulas? 2. Quais pesquisas estao
Questoes 3. Realize um comparativo das dimensdes e | 3. O Sirius tem a mesma funcao acontecendo neste
orientadoras | energias entre os laboratoérios. que o LHC? momento dentro do Sirius?
4. Quais os valores da construcao do Sirius? 3. Existe financiamento
5. Qual foi o tempo de construcdo? para essas pesquisas? Se

sim, quem as financia?

A duracao dessa parte pode ser de 2 a 3 aulas, tempo suficiente para que os alunos leiam os textos, tirem suas duvidas e
pesquisem sobre os topicos relativos a cada tema. Sugere-se que os alunos dos grupos recebam algumas fungées, por exemplo:

- Porta-voz: responsavel por receber instru¢des do professor e transmitir aos outros componentes do grupo.

- Designer: responsavel pelo desenvolvimento do layout da apresentagao dos resultados pesquisados.

— Administrador: responsavel por gerir a equipe, bem como encabecar o planejamento das a¢des individuais.

- Pesquisador: responsavel pela organizacao dos dados pesquisados, bem como da organizacdo da sequéncia a
ser utilizada na apresentacdo final.

Partellll

Nessa fase os alunos deverdo realizar as apresentacdes do que foi pesquisado. Ao final de cada apresentacao, o
professor podera fazer algumas perguntas com o intuito de verificar se o grupo realmente compreendeu o que foi
apresentado. Incentive os alunos a utilizar diferentes tipos de recursos tecnoldgicos para essa apresentagao de forma
a tornd-la mais atrativa e interessante aos demais da turma.

Nao se esqueca de finalizar o projeto apresentando os contetidos que os alunos trabalharam, bem como as habilida-
des desenvolvidas nesse processo. Explique aos alunos que a leitura de textos cientificos tem uma dificuldade maior do
que a leitura de outros textos, porém, a partir desse momento, eles ja sabem como proceder para ler um artigo cientifico.

Sugestdes de materiais de pesquisa

» Revista Pesquisa Fapesp: Salto para um brilho maior: paginas 18 a 25 — julho de 2018

<https://issuu.com/pesquisafapesp/docs/269_completo>.

 Sirius — Acelerando o futuro da Ciéncia 2 CNPEM (Conselho Nacional de Pesquisa em Energia e
Materiais) — novembro de 2018
<https://issuu.com/cnpem/docs/livro_sirius_20180k>.

Revista Pesquisa Fapesp: paginas 56 e 57 — janeiro de 2020
<https://issuu.com/pesquisafapesp/docs/pesquisa_287_completo>.
* Projeto Sirius: A nova fonte de luz sincroton brasileira - CNPEM (Conselho Nacional de Pesquisa em
Energia e Materiais) — julho de 2018
<https://issuu.com/cnpem/docs/projeto_sirius>.
¢ Revista Mundo MCTIC — Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inova¢ao e Comunicagées — pagina 40 —
janeiro de 2020
<https://issuu.com/mctic/docs/revista_mundomctic_2edicao>.
¢ Revista Por dentro do CNPEM — Versao digital
<https://cnpem.br/por-dentro-do-cnpem/>.
e Pagina do LNLS (Laboratdrio Nacional de Luz Sincrotron)
<https://www.Inls.cnpem.br/>.
(Acessos em: 30 jul. 2020.)
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Essa atividade permite o desenvolvimento das competéncias gerais 2, 4, 5 e 7, das competéncias especificas
1,2 e 7 de Linguagens e suas Tecnologias e das habilidades EM13LGG101, EM13LGG103, EM13LGG104,
EM13LGG105, EM13LGG701, EM13LGG703 e EM13LGG704.

A atividade 7 da secdo Compreensdo de texto, permite um trabalho interdisciplinar com a area de Linguagens e
suas Tecnologias.

Antes de iniciar a atividade 7, divida os alunos em grupos para que eles pesquisem os aspectos negativos e positivos
da expansdo do GPS, levando em consideracdo tematicas como mobilidade, seguranca e privacidade que os alunos
desenvolvam uma reportagem para ser apresentada no formato de podcast.

O género reportagem é adequado a essa proposta por permitir a transmissao de informagdes, com aprofundamento,
0 que promoveria a possibilidade de evidenciar os aspectos positivos e negativos sobre o tema. Apresente aos alunos
o género, definindo as suas principais caracteristicas:

- Linguagem: formal;

- Estrutura dos géneros da esfera jornalistica: Composicao — Lide (um paragrafo com as principais informacoes
do tema, respondendo as perguntas: O que? Quem? Quando? Onde? Como? Por qué?).

Corpo do texto — Explorar motivagoes, impactos (ou seja, detalhamento do como e do porqué).

No caso da reportagem, o corpo do texto pode ser composto de infograficos, entrevistas, pesquisas com dados
estatisticos, entre outros dados.

Dada a situagao de comunicagdo proposta, os alunos irdo produzir um texto escrito nesse formato, mas que, depois,
sera transformado em um outro género — roteiro e, por fim, serd gravado para se tornar um podcast; portanto, alguns
recursos como infograficos ndo poderao ser utilizados.

Para o detalhamento do assunto, a proposta pode receber a contribui¢do do professor de Geografia, que podera
passar aos alunos as indicagdes para a pesquisa sobre o tema, principalmente no que diz respeito aos itens: mobilidade
e seguranca. Além disso, ele também poderd ser o entrevistado da reportagem ou indicar autoridades sobre 0 assunto
para as entrevistas.

Quanto a producao de um podcast, é imprescindivel que os alunos tenham um modelo como parametro, a fim de
tornarem sua producdo mais interessante. Portanto, separe um tempo de aula para a apresentacao e apreciacao de
podcasts. E mais confiavel transmitir de grandes veiculos da comunicacdo, como o podcast “Café da Manha’, do jornal
Folha de S.Paulo. Destacar elementos de composicdo do material, como a linguagem, a clareza comunicativa dos
enunciadores, os recursos, como trilha ou efeitos sonoros.

Depois de feitas essas observacoes, o professor da area de Linguagens e suas Tecnologias podera ainda sugerir
contelidos mais atrativos a serem inseridos no trabalho dos alunos. A exemplo disso, ha a possibilidade de resenhar, ou
resumir, e comentar sobre filmes que apresentam o GPS como uma ameaca a seguranca da populagédo ou um recurso
que a benéeficie.

Os filmes Inimigo do Estado (1998) e Exterminador do futuro: destino sombrio (2019) trazem a ideia do uso da tec-
nologia do GPS para rastrear pessoas, ja o filme Lion: uma jornada para a casa (2017) narra a histéria de um indiano que
reencontrou sua familia bioldgica utilizando o Google Earth. Ao apresentar as sinopses desses filmes a turma, instigue
a memoria dos alunos para que, munidos de outros exemplos, consigam ampliar o conteddo da reportagem.

Uma divisdo interessante para o trabalho seria cada grupo escolher um aspecto do tema (mobilidade, seguranca,
privacidade), explorando no contetdo: definicdo, dados, entrevista e uma curiosidade (como filme), ficando cada parte
sob a responsabilidade de um integrante do grupo.

Com o contelido pronto, revise as reportagens e dé andamento a elaboragdo do roteiro para podcast. O género
roteiro tem em sua composicdo a seguinte divisao: falas dos interlocutores e rubricas. Estas consistem na descricao,
separada do texto das falas, geralmente apresentadas entre parénteses ou com o recurso do itélico, de outros elementos
que deverao ser considerados durante a gravagao e edicao do material em dudio, como a insercao de trilhas, efeitos
sonoros e pausas, a entonacgao do interlocutor, entre outros.

Esse género faz parte do campo artistico-literario, no que se refere aos trés grandes géneros literarios (épico, lirico
e dramético); o género dramatico é o introdutor do formato roteiro.

Se a escola dispuser de um laboratério de comunicagao, a gravagao podera ser feita nesse ambiente, depois que
os alunos definirem quem sera o ancora (apresentador) do podcast e quem fard a entrevista. Quanto a entrevista, eles
poderéo escolher entre inserir o dudio original ou resumir as falas do entrevistado e escrever um texto sobre elas, para
que o préprio ancora o apresente. Tendo o laboratério para isso, o professor responsavel dara auxilio na gravagao e
edicdo do produto. Caso a escola nao disponha desse espaco, é possivel gravar com aparelhos celulares, usando fones
para melhor captacdo do dudio. Também podem ser utilizados os préprios aplicativos de edicdo desses aparelhos.

Para facilitar o trabalho com os géneros distintos reportagem, entrevista e roteiro, segue uma sugestao de livro
que apresenta a definicdo de diversos géneros textuais:

- Diciondrio dos géneros textuais. Sérgio Roberto da Costa. Belo Horizonte: Auténtica, 2008.

Textos sobre os filmes sugeridos podem ser encontrados em:

— Inimigo do Estado:

<https://administradores.com.br/artigos/gps-e-invasao-de-privacidade>

— Exterminador do futuro: destino sombrio:

<https://canaltech.com.br/entretenimento/critica-o-exterminador-do-futuro-destino-sombrio-conquista-so-pela-
nostalgia-154195/>

- Lion: uma jornada para casa:

<https://revistagalileu.globo.com/Cultura/noticia/2017/02/filme-narra-vida-de-indiano-que-reencontrou-familia-
usando-google-earth.html|>

(Acessos em: 30 jul. 2020.)
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Sugestodes de avaliacao

-

= Capitulo 1 —Matrizes e determinantes

Avaliacao 1

Objetivos do capitulo Questoes
Identificar e classificar uma matriz. le2
Operar com matrizes. 3,4,5e6
Calcular o determinante de uma matriz quadrada. 7,8,9e10

Q1- (Enem) Um professor aplica, durante os cinco dias tuteis
de uma semana, testes com quatro questoes de multipla
escolha a cinco alunos. Os resultados foram representa-
dos na matriz.

3201 2
32 41 2
2 2 2 3 2
32410
020 4 4

Nessa matriz os elementos das linhas de 1 a 5 represen-
tam as quantidades de questées acertadas pelos alunos
Ana, Bruno, Carlos, Denis e Erica, respectivamente,
enquanto que as colunas de 1 a 5 indicam os dias da
semana, de segunda-feira a sexta-feira, respectivamente,
em que os testes foram aplicados. O teste que apresentou
maior quantidade de acertos foi o aplicado na

a) segunda-feira.
b) terca-feira.

c) quarta-feira.
d) quinta-feira.

e) sexta-feira.

Q2- Escreva a Matriz B, conforme a lei de formacéao:
i+j,sei#j
B=(b),, ,.emqueb =, ~ . ¥
L85 y i _Jv se i =J
Q3- (UP Medicina) No modelo de Gell-Mann, para efetuar
interacoes nucleares fortes na fisica de particulas, é
necessario efetuar operacoes com as matrizes.

010 . 01 O
Q=100 |eQ=—10 0
00O V3 0O 0 -2
A expressao Q,Q, € igual a:
A =0, o -2 0, e -0,
b) % 9, d 9,
Q4- Sendo M —[ (1) :g ]e N —( ; g ], determine as

matrizes X e Y, tais que:

3X-Y=M+ 3N
X+Y=3M—-N

Q5- (Unicamp) Sejam a e b nameros reais tais que a matriz
A= [ é ? }satisfaz a equacao A2=daA + bl, em que [ é a

matriz identidade de ordem 2. Logo, o produto ab € igual a

a) -2 c)1
b) -1 d) 2
Q6- Dada a matriz M= [ 712 _12 ], determine a matriz X.

a) M- X=1, b) M- X=M

Q7- (Unisc) Dadas as matrizes A = {:13 i} e

=1 2
1

B=

:l, o determinante da matriz A+ B é

a) 4 b) 6 c) 8 d) 12 e) 27

Q8- Calcule pela regra de Sarrus o valor de cada determinante.

1 2 -1 3 6 9

a)|0 1 2 b)| 4 7 10

3 4 8 5 8 11
1 -1 1
Q9- (Eear) Para que o determinante da matriz | 1 O b
1 2 1

seja 3, o valor de b deve ser igual a

a) 2 b) O c) -1 d) -2

Q10- (Unicamp) Sabendo que a e b sdo numeros reais, consi-
dere a matriz quadrada de ordem 3,

A=

N T =
T~ Q

1
a
2

Se a soma dos elementos em cada linha da matriz A
tem sempre o mesmo valor, entao o determinante de A é
igual a

a) 0 b) 2 c)5 d) 10

Resolucoes da avaliacdao 1

Q1- Sendo os elementos das linhas de 1 a 5 as quantidades
de questdes acertadas por Ana, Bruno, Carlos, Denis e
Erica, respectivamente, e as colunas de 1 a 5 indicando
os dias da semana, de segunda-feira a sexta-feira, res-
pectivamente, temos:

I) Quantidade de acertos na segunda-feira: 3 + 3 + 2 +

+3+0=11

II) Quantidade de acertos na terca-feira: 2 +2 +2 + 2 +
+2=10

III) Quantidade de acertos na quarta-feira: 0 +4 +2 +4 +
+0=10

IV) Quantidade de acertos na quinta-feira: 1 +1+3+ 1+
+4=10

V) Quantidade de acertos na sexta-feira: 2 +2 +2+ 0 +
+4=10

Logo, o teste com maior quantidade de acertos foi aplicado

na segunda-feira.

alternativa a



by, b, bys by . M-X=1 -2 1 ab)_ (10
Q2- B - by bay bas by Q6- a) i 1 =% (C d)_(OIJ
bSl b32 b33 b34
b b b b —2a+c -2b+d)_(10
41 42 43 44 a72C b*2d 0 1
Aplicando a lei de formacao, obtemos: Igualando as matrizes, temos os sistemas:
—12_ 1= _ -
b“:l 1_0 b12_1+2_3 : at+ c=1 o [2b+ d=0
b,=1+3=4 b,=1+4=5 ) C90-0 (] b—2d-=1
b, =2+1= b,=2"-2=2
h =9 +3<= h —=2+4=6 Resolvendo os sistemas, temos:
23 24
b, =3+ 1= b,=3+2=5 (I)az_%CC—_%
b,=3"—-3= b,=3+4=7
b,=4+1=5 b,=4+2=6 Mb=-%ed=-2
b,=4+3=7 b,=4"-4=12 2 1
0 3 4 5 Logo: Xx=| 3 3
Portanto: B= | > > > © _% _%
otamte: =14 5 6 7
a b
b) M-X=M . =
) :[ 1 —2] (c dj [
010 1 100 1 010 Da igualdade, temos os sistemas:
Q3-00,=| 100 |— 01 0 |=—| 100
000 ]| Y3l oo -2 3looo o [2a+ =2 W "2 d-
a—2c= 1 b—2d=-2
Assim, Q,Q, = % 9, Resolvendo os sistemas, temos:
alternativa a Ma=1lec=0
(Mb=0ed=1
e 2y (24 o
Q =11 3/¢N=|4 5 Logo: X = 4
Resolvendo o sistema, temos: 1 2 -1 9
3X - Y= M-+3N Q7- det(A-B)=detA-detB= ‘ 1 o
X+Y=3M- N TR b
alternativa a
4X = 4M + 2N
<G L2 1 1 2
X=—4M12N :>X=M+éN 0\1 \2i\0 )
N
0 -2 1 2 4 ! 0 3 4 \SQ\‘L
X:( )J,_ i ( j:X: 1 | \\
1 £58 2 2 B 2 T -3 8 0 3 12 0
X+Y=3M-N=Y=3M- N-X B+12)-(-3+8 =
-1 0 b)
0 =2 -2 -4 9 6
Y=3"- + +
/ (1 —3) (72 —5) [—2 i] \6\ Jr
2 10‘|\ 4 7
3 -10 5 114\A
Ny - 27 I \\
=l _T 315 240 264 231 300 288
(231 + 300 + 288) — (315 + 240 + 264) = 0
Q5- Dos dados do enunciado, temos:
, 12 (|12 |_|14 1 -11
A=AA=10g 11lo1]| |01 Q-|1 0 b|=3=0-b+2-0-2b+1=3=b=0
1 2 1
1 2 10 a+b 2a alternativa b
aA+bl=a +b =
01 01 0 a+b
= l+a+l=b+1+a b=1
Como A?= aA + bl, entao: 10- T :
Q10- Temos {b+1+a:2+a+2<:>{a=3
a+b=1
2q = 4 1 3 1
Logo,detA=|1 1 3| =2+18+1-2-3-6=10
Portanto, a=2e b=-1ea- b=-2. 212
alternativa a alternativa d




Avaliacdo 2 as entradas numéricas da tabela formavam uma matriz
4X4, e que poderia calcular as médias anuais dessas
disciplinas usando produto de matrizes. Todas as provas

Objetivos do capitulo Questoes
” ” - possuiam o mesmo peso, e a tabela que ele conseguiu €
Identificar e classificar uma matriz. le2 i
mostrada a seguir
Operar com matrizes. 3,4,5e6
1°bimestre | 2°bimestre | 3°bimestre | 4°bimestre
Calcular o determinante de uma matriz quadrada. 7,8,9e10
Matematica 5.9 6,2 4,5 5.5
Q1- Considere a matriz A = (a.) , na qual:
o ) ) 8 xa q Portugués 6,6 7.1 6,5 84
i—j,sei < j
a; =1. . L.

i i-j, sei>j Geografia 8,6 6,8 7.8 9.0
Determine o elemento que perter\me a2 hnhz} ea 3% co- Historia 6,2 56 59 77
luna e o elemento que pertence a 3* linha e a 2* coluna
da matriz A. Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida

a partir da tabela por
Q2- Determine os valores de a e b de forma que as matrizes A

e B sejam iguais. 1111 1111
e A3 332 3 M7 1713
A= a—b 4 [ 4 4 B
| 3 8/°77 (3 2a+b (1] 1
1 2 4
Q3- (FGV) Uma fabrica decide distribuir os excedentes de trés 1 % %
produtos alimenticios A, B e C a dois paises da América <) 1 d) 1 €) 1
Central, P, € P,. As quantidades, em toneladas, sao des- 1 9 4
critas mediante a matriz Q: k 1 1
4
A B C -2
\ 2 2 Q7- (Famerp) No estudo de dinamica de populacées € comum
200 100 150 | «P, ser necessario determinar o numero real A na equacao
“| 100 150 200 <P, det (M — A) =0, em que M é a matriz quadrada, I é a ma-
triz identidade, da mesma ordem de M, e det representa
Para o transporte aos paises de destino, a fabrica recebeu o determinante da matriz (M — Al).
orcamentos de duas empresas, em reais por toneladas, 0 17 2
como indica a matriz P: Se, em um desses estudos, tem-se M=| 2 0 0 |, o0
500 300 | < 1% empresa valor positivo de 2 é igual a 1 0 0
| 400 200 | < 22 empresa a) 5 d) 12
b) 8 e) 6
a) Efetue o produto das duas matrizes, na ordem que A9

for possivel. Que elemento da matriz produto indica
o custo de transportar o produto A, com a segunda Q8- (Uerj) Observe a matriz: { 3+t -4 ] Para que o de-

empresa, aos dois paises? 3 t-4
b) Para transportar os trés produtos aos dois paises, qual terminante dessa matriz seja nulo, o maior valor real de
empresa deveria ser escolhida, considerando que as tdeve ser igual a:
duas apresentam exatamente as mesmas condicoes a) 1 c) 3
técnicas? Por qué? b) 2 d) 4
Q4- Dadas as matrizes
5 1 a -2
=2 5 0 2 2 Q9- (IME) Seja A=| a-2 1 1 | com a €R. Sabe-se
A= 1 4(,B=|-3 0|leC=|0 4|, 2 3 1
0 3 1 6 2 1
que det (A2—2A+1I)=16. A soma dos valores de a que
determine: (A + B) — (A + C) satisfazem essa condicio é:
Q5- (Unicamp) Sendo a um numero real, considere a matriz a) 0 a3
I a b) 1 e) 4
A= . Entao A?°'7 é igual a
0 -1 g c) 2
a) 10 c) ( 11 j x 3x x
01 11 Q10- (UEA)DadaamatrizA=| 3 1 1 esendodet A=6,
2 & 1
1 a 1 a2017
b) d) a soma dos elementos da primeira linha com a soma
v = dos elementos da primeira coluna da matriz A € igual a
Q6- (Enem) Um aluno registrou as notas bimestrais de algu- a) 21 c) 23 e) 13
mas de suas disciplinas numa tabela. Ele observou que b) 17 d) 15



Resolucoes da avaliacdo 2

Q1- Aplicando a lei de formacao, obtemos:
a,=2-3=-1
a,=3-2=6

Q2- Para que as matrizes sejam iguais, devemos ter:
a—b=4
2a + b=38
Resolvendo o sistema, obtemos a = 4 e b = 0.

500300 H 200 100 150 }z

Q3-a) P-Q= { 400 200 || 100 150 200

_| 130.000 95.000 135.000
100.000 70.000 100.000

O elemento que indica o custo é o da segunda linha e
primeira coluna, PQ,, = C,, + C,, = 80.000 + 20.000 =
=100.000 (sao 80.000 reais para o pais P, € 20.000 reais
para o pais P).
b) A empresa 2 tem custo menor:
Empresa 1: 130.000 + 95.000 + 135.000 = 360.000
Empresa 2: 100.000 + 70.000 + 100.000 = 270.000

Q4-(A+B)-(A+C)=A+B-A-C=B-C
0 2 2 5 -2 -3
-3 0|—-|0 4|=|-3 -4
1 6 2 1 -1 5
1 10
o= - J(o 5)-(a0)-
A20177A2016 AZ)IDDS A II .008 , A I A A

alternativa b

Q6- Ele multiplicou a matriz obtida a partir da tabela pela
matriz da alternativa e, ja que para determinar a média
ele ira somar todas as notas de cada disciplina e dividir
por 4, uma vez que tem pesos iguais.

5,9+6,2+4,5+5,5

M1
59 6,2 45 55 | |2 4
1 6,6 +7,1+6,5+8,4
6,6 7.1 6,5 84 T i
86 6.8 7.8 9.0 ) l B 86+68+7,8+9
. . . . - :
6.2 56 69 7.7 ||1| |62+56+59+7.7
L4 Z
alternativa e
017 2 (1 0 0 A 17 2
Q7-M—-AI={ 2 0 0 |-A 01 0 |=| 2 -A O
1 0 O |0 01 1 0 -\
=\ 7 A
det M—A)=0=| 2 -A O [=0=A)2—-36)=
1 0 -\

=>A=00ouli=-60uir=6
Portanto, o valor positivo de A é igual a 6.
alternativa e

3+t -4

8—
Q 3 t-4

=0=({t+3)(t—4)+12=0=t=0o0ut=1

Portanto, t=1.
alternativa a

QO- det (A>— 24+ =16

det (A2—2A+ 1) =det (A— ]2
. det (A-1)=4

det (A—-1)2%=1

etiA-I"=16=1 4ot (A-1)= -4
1 a -2

A-I=| a-2 1 1
2 -3 1

det(A—-D)=8a—-12=a=2oua=1e2+1=3
alternativa d
Q10- det A=6 = (x+6x+9x) —

3 9 3
A= 3 1 1
2 31

2x+3x+99=6=>x=3

12 linha: 3+9+3=15
12 coluna: 3+3+2=8
15+8=23

alternativa c

~ Capitulo 2 — Sistemas lineares

Avaliacdo 1

Objetivos do capitulo

Representar e resolver situacées-problema usando
sistemas lineares.

Questoes

1,2,3,4e5

Reconhecer e classificar sistemas lineares. 6e7

Apresentar sistema linear em forma de equagao

.. . 8
matricial e vice-versa.

Aplicar o método do escalonamento na resolugao de

! . 9e10
sistemas lineares.

Q1- Para que valores de me nos sistemas (I) e (II) tém a mesma

solucao?
2x + 4y = 6 2x — y=m
M {Sxf y=9 an {3x+2y:n

Q2- (Enem) Na afericdo de um novo semaforo, os tempos sao
ajustados de modo que, em cada ciclo completo (verde-
-amarelo-vermelho), a luz amarela permaneca acesa por
5 segundos, e o tempo em que a luz verde permaneca

acesa seja igual a % do tempo em que a luz vermelha

fique acesa. A luz verde fica acesa, em cada ciclo, durante
X segundos e cada ciclo dura Y segundos. Qual € a ex-
pressao que representa a relacao entre X e Y?

a) 5X-3Y+15=0

b) 5X—-2Y+10=0

c) 3X-3Y+15=0

d) 3X-2Y+15=0

e) 3X-2Y+10=0

Q3- (Fuvest) Uma agéncia de turismo vendeu um total de
78 passagens para os destinos: Lisboa, Paris e Roma.
Sabe-se que o numero de passagens vendidas para Paris
foi o dobro do nimero de passagens vendidas para
os outros dois destinos conjuntamente. Sabe-se também
que, para Roma, foram vendidas duas passagens a mais
que a metade das vendidas para Lisboa. Qual foi o total de
passagens vendidas, conjuntamente, para Paris e Roma?
a) 26 b) 38 c) 42 d) 62 e) 68



Q4- (FGV) Rita compra bijuterias para revender. Em julho, ela
comprou 3 pulseiras iguais e 10 colares iguais, pagando,
no total, R$ 87,00. Em agosto, ela comprou 10 das mes-
mas pulseiras, com desconto de 10%, e 25 dos mesmos
colares, com acréscimo de 10%, gastando, nessa compra,
R$ 243,00. Em julho, o preco de cada colar superava o
preco de cada pulseira em
a) 30% c) 36%
b) 32% d) 40%

e) 44%

Q5- (Unioeste) José precisa pesar trés pecas de metal A, Be
C. Mas a balanca que ele dispde nao € precisa para pesos
menores do que 1 kg. José decide entao pesar as pecas de
duas em duas. A e Bjuntas pesam 1.600 g, B e C juntas
pesam 1.400 g e A e C juntas pesam 1.700 g.

Nessas condic¢oes, qual o peso da peca mais leve?
a) 550 g c) 700 g e) 1.400 g
b) 650 g d) 950 g

Q6- (Unit-AL Medicina) Considere o sistema linear a seguir

xX+y—z=-2
-x +2z =4
2x +y—-z=0

Com base nesse sistema, pode-se afirmar:

a) O sistema ¢é impossivel, ndo apresentando solucao.

b) O sistema é possivel e determinado, apresentando
solucao unica.

c) O sistema é possivel e indeterminado, apresentando
solucao unica.

d) O sistema é possivel e determinado, apresentando
infinitas solucoes.

e) O sistema ¢é possivel e indeterminado, apresentando
infinitas solucoes.

Q7- Classifique os sistemas em SPD, SPI ou SI.

x+y=5 3x -3y =6
a) c)
2x — 3y = 14 x—y=-9
) xty==6
2x + 2y =12
Q8- Observe a representacao matricial de um sistema linear:
1 0 4 X -7
1 -8 0 y |=| -8
(0 | Al z 1

Determine o valor de x +y — z.

a) 6 b) 2 c) 0 d) -2 e) -6

Q9- Escalone, resolva os sistemas e classifique-os.
x —2y +3z=0

a) \—2x + by — 3z =1

-x + 3y -2z=5

2x+ y+z=4
b){4x — By + z=6
3x -2y +z=2

Q10- (UEPG) Uma empresa vai distribuir a quantia de
R$ 6.100,00 de gratificacdo para seus 30 funcionarios.
Cada funcionario de nivel A vai receber R$ 300,00; de
nivel B, R$ 250,00 e de nivel C, R$ 100,00. Sabendo que
os funcionarios de nivel A receberam, no total, o dobro
dos do nivel C, assinale o que for correto.

01) O numero de funcionarios de nivel C é maior que 10.

02) Os funcionarios de nivel A receberam, no total,
R$ 2.400,00.

04) Os funcionarios de nivel B receberam, no total,
R$ 3.000,00.

08) O numero de funcionarios de nivel A é 10.

Resolucoes da avaliacdao 1

Q1- Aplicando o método da adicao para resolver (I), temos:

2x + 4y =6 2x + 4y = 6
=14x=42=>x=3

3x — y=9 " |12x — 4y = 36
Substituindo x por 3 em 3x — y = 9, obtemos:
3:3-y=9=y=0
Portanto, S = {(3, 0)}.

Substituindo x por 3 e y por O em (II), obtemos:

Z o8 =0 =m=m=6

3:3+2:-0=n = n =9
Portanto, m=6e n = 9.

Q2- Seja Z o tempo em que a luz vermelha fica acesa. Logo,

temos:
X=%:>Z:STX e, portanto, Y=5+X+Z=
:y=5+x+%:5x— 2Y+10=0

alternativa b

Q3- Sejam [, p e r, o numero de passagens vendidas para
Lisboa, Paris e Roma, respectivamente. Logo:

p=2(l+r) p:2(78 —p) p=52
r=i#2 o —1=4 r=10
1 o 75 Ehr=78-p =16

Portanto, as passagens somadas resultam em 62 passa-
gens (52 passagens para Paris e 10 para Roma).
alternativa d

3x+10y =87

3x+10y =87
Q) 10.0,9x+25-1,1y=243

9x +27,5y =243
=>y=72ex=5

Para determinar a porcentagem: % - 100% = 144%, as-
sim, o valor de um colar supera em 44% o valor de uma

pulseira no més de julho.
alternativa e

A+ B =1.600
Q5- | B+C =1.400
A+C=1.700

A+C=1.700=A=1.700-C

A+B=1.600 = (1.700 — C) + B=1.600 = B=-100+ C
B+ C=1.700 = (-100 + C)+ C=1.700 = C= 750
Descoberto o valor de C, basta substitui-lo e temos que:
A=950 e B=650

Portanto, A=950 g, B=650 ge C=750 g, e a peca mais
leve é a B.

alternativa b

xX+y-z=-2
-x+2z=4
2x+y-z=0

Q6-

Da 22 equacao temos: x=2z—4

Substituindo na 12 equacao, obtemos:
2z—4+y-z="2=y=2-z2

Agora, substituindo x e y na 32 equacao, encontramos
o valor de z:

22z-4)+(2—-2—z=0=2=3



Descoberto o valor de z, descobrimos: que x=2 e y=-1
Portanto, o sistema € possivel e determinado, apresen-
tando solucao unica.

alternativa b

x+y=5 {—2x—2y:—10

=4
2x +3y =14  |2x+3y=14 Y

Q7- a) {
Substituindo y por 4 em x + y = 5, obtemos:
x+4=5=x=1
Portanto, o sistema é SPD.

) x+y==6 —2x —2y=-12 0%+ 0U=0
2x+2y=12" |2x+2y=12 X 7Y%

Existem infinitos pares de valores de x e y que satis-

fazem a equacao Ox + Oy = 0.

Portanto, o sistema é SPI.
) 3x—-3y=6 3x—-3y==6 ST
c =
x— y=9 —Sx+3y:27ix Y

Nao ha nenhum par de valores de x e y que satisfaca
a equacao Ox + Oy = 33.
Portanto, o sistema € SI.

xX+4z=-7
Q8- § x+3z=-8
y+z=1

Da 32 equacao, temos: y=1— z e da 22 equacao,
x =—3 —b. Substituindo na 12 equacao, obtemos z = —2.
Portanto, x=1e y =3.

x+y-z=1+3-(-2)=6

alternativa a

x —2y+3z=0
Q9-a) :—2x + 5y —3z=1
-x +3y—-2z=5

Conservamos a primeira equacao.

Substituimos a segunda equacao pela soma dela com
o produto da primeira por 2.

Substituimos a terceira equacao pela soma dela com

a primeira.

x -2y +3z=0
yt+3z-=1
y+ z=5

Substituimos a terceira equacao pela soma dela com
o produto da segunda equacao por —1.

x—2y +3z=0

y+3z=1
-2z =4
Da terceira equacao, obtemos z = —2.

Substituindo z por —2 na segunda equacao, obtemos
y = 7. E substituindo y por 7 e z por —2 na primeira
equacao, obtemos x = 20.

Portanto, S = {(20, 7, —2)}, e o sistema € possivel e
determinado.

2x + y+tz=4
b){4x -5y + z=6
3x -2y +z=2

Dividimos a primeira equacao por 2.

1 1
+—y+—=z=2

x+ Syt oz
4x — byt z=6
3x - 2yt z=2

Substituimos a segunda equacao pela soma dela com o
produto da primeira por —4.

Substituimos a terceira equacao pela soma dela com o
produto da primeira por —3.

1 1
+ —y+—-z=2
pe 2y 22
-7y—- z=-2
7 1.
Y- gz=4

Substituimos a terceira equacao pela soma dela com o

produto da segunda por —%.

Nao existem numeros reais para y e z tal que
Oy + 0z = —3.
Portanto, S = {}, e o sistema € impossivel (SI).

Q10- Considerando a, b e c o niumero de funcionarios de nivel
A, B e C, respectivamente, temos:

300a +250b +100c¢ = 6.100 9a+5b =122

a + b + c¢= 30 = 5a+2b =60

300 a = 200 c 3a=2c
a=8
b= 10
c=12
Assim,

01: Verdadeira, pois c=12 > 10;

02: Verdadeira, pois 300a =300 - 8 = 2.400;
04: Falsa, pois 250b= 250 - 10 = 2.500;

08: Falsa, pois a=8.

Avaliacao 2

Objetivos do capitulo Questoes
Representar e resolver situacdes-problema usando
) . 1,2,3,4e5
sistemas lineares.
Reconhecer e classificar sistemas lineares. 6,7e8
Apresentar sistema linear em forma de equagao 9
matricial e vice-versa.
Aplicar o método do escalonamento na resolugao de 10
sistemas lineares.

Q1- (Enem) O Indicador do CadUnico (ICadUnico), que
compode o calculo do Indice de Gestdo Descentralizada
do Programa Bolsa Familia (IGD), é obtido por meio da
média aritmética entre a taxa de cobertura qualificada de
cadastros (TC) e a taxa de atualizacao de cadastros (TA),

_ NV _NA . .
em que TC= NF € TA NV NV € o numero de cadastros

domiciliares validos no perfil do CadUnico, NF é o niimero
de familias estimadas como publico alvo do CadUnico e
NA é o numero de cadastros domiciliares atualizados no
perfil do CadUnico.

Portaria n° 148 de 27 de abril de 2006 (adaptado).
Suponha que o IcadUnico de um municipio especifico é
0,6. Porém, dobrando NF o IcadUnico caira para 0,5. Se
NA + NV =3.600, entao NF ¢é igual a
a) 10.000 c) 5.000
b) 7.500 d) 4.500

e) 3.000



Q2- (IFPE) O coordenador do curso de Instrumento Musical
do IFPE campus Barreiros percebeu que se distribuisse
20 alunos para tocar piano ou violao, ficaria um aluno
para cada instrumento; se distribuisse 48 alunos para
tocar piano ou violao, ficariam 3 alunos para cada piano
e 2 alunos para cada violdao. Dessa forma, ¢ CORRETO
afirmar que a quantidade de pianos no referido campus
do IFPE é igual a
a) 10 b) 6 e) 12

c) 8 d) 15

Q3- (Enem) Uma companhia de seguros levantou dados
sobre os carros de determinada cidade e constatou que
sao roubados, em média, 150 carros por ano. O numero
de carros roubados da marca X é o dobro do nimero de
carros roubados da marca Y, e as marcas X e Y juntas
respondem por cerca de 60% dos carros roubados. O
numero esperado de carros roubados da marca Y é:

a) 20 b) 30 c) 40 d) 50 e) 60

Q4- Determine o valor de m e n, de modo que

{3x+2y=7

G 4w = @ tenha solucao real.

Q5- (Famema) Em um grupo de 150 estudantes, 25% das
mulheres e 50% dos homens falam espanhol. Sabendo
que 34% dos estudantes desse grupo falam espanhol, o
numero de mulheres desse grupo que falam espanhol é

a) 38 b) 51 c) 45 d) 24 e) 54

Q6- Determine os valores de a e b, de modo que o sistema a
seguir seja homogéneo.
3x — y=a-—-4
{ZX -3y =b*—a

Q7- (Uece) Os valores de k para os quais x=y=z=0 seja a
Unica solucao do sistema

kx+y+z=0
x+2y+kz=0
x+4y+k?z=0

NAO pertencem ao conjunto
=il — L
2 {12 3 o {13

b) {-1, 2, %1} d) {—1, 2, ‘Tl}

Q8- (Ita) Determine todos os valores reais de a para os quais
o seguinte sistema linear é impossivel:
X +ay +z= 2
-x - 2y + 3z= -1
3x +_azr=5

Q9- Resolva a equacao matricial abaixo.
3-1) (a)_(5
1 2 b 4
Q10- (UPE) Um PA mais dois PE mais um PI vale 15. Quatro
PA mais cinco PE mais sete PI vale 63. Seis PA mais oito
PE mais nove PI vale 89. Nessas condicoes, quanto vale
um PA mais um PE mais um PI?
a) 11 b) 12 c) 15

d) 25 e) 28

Resolucoes da avaliacao 2

1(NV NA\
E(W+Nv)‘0‘6
Ql-
l(NV +NA)_05
2\anF TNV )=
NV . NA NV . NA\ _ B NV _
NF TNV~ (2NF+NV)_1’2 1 =98 =02 =
— NV = 0,4NF
0,ANF . NA _ _
SNF T O4NF =L = NA=0.32 NF
Assim, NA + NV = 3.600 = 0,32NF + 0,4NF = 3.600 =
— NF=5.000

alternativa c

Q2- Considerando p o numero de pianos e v 0 numero de
violoes, temos:
{ p+v=20

3p+2v =48 = 3p+2(20-p) =48 = p=8

alternativa c

Q3- Considerando x o numero de carros da marca X e y o
numero de carros da marca Y, temos:
x=2y

= 2y+y=90=y=30
60480 yty y

xX+y=

alternativa b

04 {Sx + 2y =7
6x + my = n
Da primeira equacao, temos:
3x=7-2y=>x= -2y *32y
Substituindo o valor de x na segunda equacao, temos:
G- ) —32y) +my=n

14 -4y+my=n=m—-4y=n- 14
Para o sistema ter solucao real, devemos ter:
m—-—4#0=>m=#4

Q5- Considerando h o numero de homens € m o numero de
mulheres, temos:

h+m =150
h+m =150 _ _
h4M_034-150 { oh+m=204 — 7 O4em=96
Portanto, as mulheres que falam espanhol sao
0,25 - 96 = 24.

alternativa d

Q6- Como o sistema é homogéneo, temos:
a—-4=0>a=4
PP —a=0=>b"-4=0=b=+2
Portanto,a=4eb=2o0oua=4eb=—-2.

Q7- Para que o sistema admita a solucao unica, temos:

k1 1
1 2 k |#0=22k®-5I2+k+2#0=
1 4 K

2
Portanto, os valores de k nao pertencem ao conjunto

a3}

alternativa a

é(k—l)(k—Z)(k+l)¢O



Q8- O sistema sera impossivel se, e somente se,

1 a 1 1 a 2
-1 -2 3|=0e| -1 -2 -1|20 =
3 0 a 3 0 5

= -2a+9a+6+a*=0e-10-3a+12+5a=0 =
= a= -6
Q9- Escrevendo o sistema correspondente a equacao matricial
e aplicando o método da adicao, temos:
3a —b=5 6a — 2b =10
{a+2b=4i’{a+2b=4
7a =ld4d=a=2
Substituindo em 3a — b = 5, obtemos:
3:2-b=5=b=1
Portanto, S = {(2, 1)}.

Q10- Chamando PA de x, PE de y e PI de z, temos:

x+2y+z=15
4x+5y+7z=63
6x+8y+9z=289

Usando o método de escalonamento, multiplicamos a
12 equacao por —4 e somamos com a 22 equacao obtendo:
—4x —8y —4z= —60. E multiplicamos a 12 equacao por —6
e somamos com 32 equacao, obtendo: —6x —12y —6z=
= —90. Assim, temos:

x+2y+z=15
-3y+3z=3
-4y+3z=-1

Subtraindo a 32 equacdo da 22 equacdo, descobrimos
que y vale 4.

Dado y =4, substituimos na 22 equacao e saberemos que
o valor de z € 5.

Agora, € so6 substituir os valores de y e z na 12 equagao
e descobrimos que o valor de x é 2.

Assim, PA+PE+PI=2+4+5=11

alternativa a

= Capitulo 3 — Geometria analitica

Avaliacdo 1

Objetivos do capitulo Questoes
Representar pontos, segmentos e retas no plano 1
cartesiano.
Calcular a distancia entre dois pontos. 2
Escrever as equagoes de uma reta e de uma Je4

circunferéncia.

Discutir posicao relativa entre: duas retas; ponto
e circunferéncia; reta e circunferéncia; duas 5
circunferéncias.

Calcular a distancia entre ponto e reta. 6e7

Resolver inequagdes do 1° grau com duas incégnitas
e sistemas, graficamente.

9e10

Calcular a drea de um triangulo.

Q1- Um barco esta no ponto A(6, 5) e avista um farol no ponto
B(2, 1). Represente, no plano cartesiano, o ponto C que é
equidistante de A e de B.

Q2- Considere o trapézio PQRS, de vértices P(O, 3), Q(2, 3),
R4, 1) e S(—1, 1).
a) Represente esse trapézio no plano cartesiano.
b) Determine o perimetro do trapézio.
c) Qual das diagonais tem maior comprimento?

Q3- (Unioeste) Duas retas y=axe y=bx+c, com a, be c
constantes reais, encontram-se no ponto (3, 2). Sabe-se
ainda que b =-3a. Assim, € CORRETO afirmar que as
equacoes das retas sao

a) y=%xey:—2x+8
b) y=%xey=—3x+2

c)y= %xey=—3x+2

d) y=-xey=3x—3
e) y=3xey=-9x+2

Q4- (UEG) Uma circunferéncia no primeiro quadrante tan-
gencia os eixos coordenados. Sabendo-se que a distancia
entre o centro (x,, y,) dessa circunferéncia e a origem do

sistema é d = 3+/2, entdo a equacao da circunferéncia é
a) +y’-6x—6y+9=0

b) ¥+ y>4+6x+6y—9=0

) ¥+ y*+8x+38y—642 =0

d) +12—3x—3y+642=0

e) *+y?—-27=0

Q5- Determine os valores de me n para que a reta r, de equa-
¢ao geral x—2y + 1 =0, e areta s, de equacao reduzida
y= mx+ n, sejam perpendiculares, com a reta s passando
por Q(1, 5).

Q6- (Eear) Considere os pontos A(2, 3) e B(4, 1) e a reta
r: 3x+4y=0. Se d, e d, sao, respectivamente, as dis-
tancias de A e de B até a reta r, € correto afirmar que
a)d, >d,,

b) dA,r < dB.r
od, =d

B.r

d) dA‘r = 2dB,r

Q7- Determine a distancia d do ponto B(b, 0) a reta s, de
equacao bx+2by+4b*>=0.

Q8- Represente graficamente o sistema de inequacées a seguir:

x<0
y>0
3x-2y+6>0

Q9- (Uece) No plano, com o sistema de coordenadas cartesiano
usual com origem no ponto O, as retas representadas pelas
equacoes y=xe y+4x— 20 =0 se cortam no ponto X. Se
Y é a interseccao da reta y + 4x— 20 =0 com o eixo dos
X (eixo horizontal), entdo, a medida da area do triangulo
YOX é igual a
a) 12 u.a.

b) 14 u.a.
c) 10 u.a.
d) 8 u.a.



Q10- (PUCSP) A figura mostra um triangulo ABC, de hipotenusa
AC, com A(2, 7), B(7, 2) e C(k, k—5).

y

NELSON MATSUDA

Fora de escala

Sabendo que a area do triangulo é 15 cm?, o valor da
abscissa do ponto C é
a) 8 b) 9 c) 10 d) 11

Resolucoes da avaliacdo 1

Q1- O ponto C é o ponto médio do segmento AB, como indicado
no plano cartesiano abaixo.

YA
6
e A
4
<
3 g 2
<
2 =
&
1 P -
-2 -1 0 2 4561
1
2
Q2- a) y
P
3 ‘Q
T2 | 9
: &}
! i
‘ 3
Se i ® R @
- : : 3
| | i | |
T T T T T
-1 0 1 2 3 4 x

b)d, = (0-2°+(B-3°=J2+0=2
dy.=\2-+(B-1 =Ja+2 =22
ds=Ja+12+(1-1°=25+0 =5
ds=yJO+12+@3-1°=V1+4 =5
Seja P,

s O Perimetro do trapézio PQRS, entao
PPQRS = dP.Q + dQ.R + dR,s + dP,s

PPQRS=2+2J§+5+J§=7+ZJ§+J§

Portanto, o perimetro do trapézio é (7 +242 +5 )
unidades de comprimento.
¢) Medida da diagonal @QS:

d,s=\2+1°+B-1?°=y9+4 =13

Medida da diagonal PR:

d, . =J0-4>+@B-17? =16 + 4 =20

Portanto, a diagonal PR é maior.

Q3- Como as retas se encontram em (3, 2):

y=ax:>2=3a:a=%

b= —-3a= b:—S-%:b:—z
y=bx+c=2=-2-3+c=>c=8

Portanto, as retas sao y= % xey=-2x+8.
alternativa a

Q4- Do enunciado, temos que d € a diagonal de um quadrado
de lado r, sendo r o raio da circunferéncia. Entao
BV2r=r+r=2r=18=r=3
Sabemos que a circunferéncia esta no primeiro quadran-
te, tangencia os eixos coordenados e seu raio € 3. Logo, o
centro dessa circunferéncia é o ponto (3, 3).

Assim, a equacao da circunferéncia pode ser obtida por:
x=3P2+([y—38P=33’=x-6x+t9+y?—-6y+9=9=>
= x2+y>—6x—6y+9=0

alternativa a

Q5- Da equacao da reta r, temos:
xf2y+1:02y=%x+%
Pelas equacdes das retas r e s, sabemos que m_=
m, = m. Como as retas sao perpendiculares, entdo
m-m=-1=m= -2
Se s passa por Q(1, 5), entao:
y=nmx-+n

L
2

5==2-1+n
n=7
Portanto, m= 2en=7.
3:2+4-3+
Qs o - 221349 18
-
|3-4+4-1+0 15

o

d

dA,r > dB,r

alternativa a

:|b-b+2b-0+4b2|

e
G Jb* + 2b)
S L5 - ENT
B,s

5b®

dy.=b5

Q8- Vamos representar graficamente cada inequacgao do sistema.
Para x < 0, obtemos a regidao destacada.
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Para y > O, obtemos a regido destacada.

0 01
{“ D=|501|=20
- 4 4 1
4
3 Assim
Dl _ |20
a7 Eoeaemm—m = e— =
2 A== > 10
1
1

Logo, a area pedida vale 10 u.a.

e AR Ho  Jmr ymy vy e alternativa c
=1 Q10- Para determinar a area de um triangulo basta descobrir
=2 o determinante da matriz formada pelas coordenadas de
=3 seus vértices e dividi-lo por 2:
-4 a=/p|
g 2
Calculando o determinante da matriz:
Para 3x— 2y + 6 > 0, obtemos a regiao destacada 2 71
Y ' 2 ’ 7 2 1|=@A+7k+7k— 35— 2k+2k-10+49) =
YA iy k k-5 1
| g a
9 ’
snEEEr =10k—70
:,I' Como a area do triangulo é 15.cm?, temos:
= _
& 15= 10k =70 _, 4 _ 10
AL 2
e alternativa c
5 A o HETH R a3
P y i i Avaliacao 2
4 2 Objetivos do capitulo Questoes
- 3 Representar pontos, segmentos e retas no plano cartesiano. 1
. A
F s Calcular a distancia entre dois pontos. 2e3
. |
,'I i Escrever as equagbes de uma reta e de uma circunferéncia. 4,5e6
Discutir posicao relativa entre: duas retas; ponto e 7
Para obtermos a solucdo desse sistema de inequacoes, circunferéncia; reta e circunferéncia; duas circunferéncias.
devemos considerar a regido que respeite a trés inequa- Calcular a distancia entre ponto e reta. 8
coes ao mesmo tempo. Assim, a solucao para esse sistema
temos a regido destacada abaixo. Resolver inequag.ées do 1° grau com duas incégnitas e 9
sistemas, graﬂcamente.
YA Calcular a area de um tridngulo. 10
| =
2
4 Q1- Represente a reta t: 4x+ 5y — 20 = 0 no plano cartesiano.
o)
% Q2- (Enem) Nos ultimos anos, a televisao tem passado por uma
2 verdadeira revolugao, em termos de qualidade de imagem,
1 som e interatividade com o telespectador. Essa transfor-
=1 3 0 T 5% macao se deve a conversao do sinal analégico para o sinal
=D = —& T < -
1 digital. Entretanto, muitas cidades ainda ndo contam com
s essa nova tecnologia. Buscando levar esses beneficios a
4
= trés cidades, uma emissora de televisao pretende construir
Bt uma nova torre de transmissao, que envie sinal as antenas
A
T A, Be C, ja existentes nessas cidades. As localizagoes das
5 antenas estao representadas no plano cartesiano:
y(km) A
Q9- Se X ¢ o ponto de interseccao das retas y=xe y=—4x+ 20, 70
entdo x = —4x + 20 = x=4. 60
Logo, X(4,4). C
Temos ainda que a abscissa de Y € tal que 0 = -4x+ 20; >0
- entao, x=5. Assim Y(5, 0). 40
% Sendo os vértices do triangulo: O(0, 0); Y(5, 0); X(4, 4), 30
< podemos calcular sua area aplicando a férmula que usa A B
§ o determinante da matriz formada por esses pontos: 20
B
- |D| 0 01 10
S, A= 5 comD =|5 0 1 -
£ 4 41 0o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 x(km)
(2]
2

XL



A torre deve estar situada em um local equidistante das
trés antenas. O local adequado para a construcao dessa
torre corresponde ao ponto de coordenadas

a) (65; 35) c) (45; 35) e) (50; 30)

b) (53; 30) d) (50; 20)

Q3- (UFRGS) A menor distancia entre as circunferéncias de
equacgao (x— 1?2+ (y—2P=1lex+22+(y—12=1¢

a) 2 c) J10 e) V10 — 2
b) 5 d) V10 +2

Q4- Dados os pontos A(1, 3), B(-2, 3) e C(-2, 1), obtenha:
a) a equacao geral da reta AB e da reta BC.
b) os pontos, se existirem, em que as retas AB e BC
cortam os eixos x e y.

Q5- (Uece) No sistema de coordenadas cartesianas usual, a
equacao x?+ y? — 6x — 8y= 0 representa uma circunferéncia.
Se O € o centro desta circunferéncia e se a equacao da reta
que passa pelo ponto O e pelo ponto P2, 7) tem a forma
ax+ by— 13 =0, entao o produto a- b € igual a
a) 6 b) 2 c) 5 d) 3

Q6- (FGV) Os pontos de coordenadas cartesianas (2, 3) e (-1, 2)
pertencem a uma circunferéncia. Uma reta que passa, ne-
cessariamente, pelo centro dessa circunferéncia tem equacao
a) 3x—y+9=0 ) 3x+y—4=0 e) x+3y—9=0
b) 3x+y—9=0 d) x+3y—4=0

Q7- Dadas as circunferéncias de equacoes c;: x2+ 2= 16 e
c,: x*+y?+ 4y = 0. Sabendo que elas sdo tangentes, ou
seja, possuem um ponto em comum, determine a coor-
denada desse ponto.

Q8- Considere a reta r, de equacado 5x+y—4 =0, e o ponto
P(1, 1). Obtenha:
a) os coeficientes lineares e angulares da reta r.
b) a equacado da reta s que passa pelo ponto P e é per-
pendicular a reta r.
c) a distancia do ponto P a reta r.

Q9- Represente graficamente o sistema de inequacoes a seguir.

x+y>0
x<2

Q10- (PUCRS) Em uma aula de Geometria Analitica, o profes-
sor salientava a importancia do estudo de triangulos em
Engenharia, e propos a seguinte questao:

O triangulo determinado pelos pontos A(O, 0), B(5, 4) e
C(3, 8) do plano cartesiano tem area iguala ___ .
Feitos os calculos, os alunos concluiram que a resposta

correta era:
a) 2 b) 4 c) 6 d) 14 e) 28
Resolucoes da avaliacdo 2
Ql-
5
78 5 X
_2 4

Q2- Seja D (x,, y,) olocal da constru¢do da nova torre de trans-
missao, equidistante das antenas A(30, 20), B(70, 20) e

C(60, 50).
I) D pertence a mediatriz do segmento AB, entao
30+70
p=F—= 50

II) D é equidistante de A e C, entao:

(5030 + (y, —20)" = /(50 60)” + (y,, ~50)" =

= 20 + (y, — 20)2 = (-10)2 + (y, — 50)*> =

=400 + y,? — 40y, + 400 = 100 + y,? — 100y, + 2500 =
= 60y, = 1800 = y, = 30

Portanto, D(50, 30).

alternativa e

Q3- A partir das equacdes das circunferéncias, temos:
(x=102+y—-20=1=C, (1,2)eR =1
(x+2P+@y—-1P=1=C, (2, )eR,=1

2 2
dg ¢, = (1+2) +(2-1)" =10
Assim, a distancia minima sera
d, . —R-R,=10-2
alternativa e

x y 1
Q4- a) AB: 1 31(=0=

5y 3 I
=253x-2y+3-(-6+3x+y)=0=>-83y+9=0=
=>y-3=

x y 1
BC:|-2 3 1| =0=>

YA |

=>3x=2y—-2-(-6+x-2y =0=>
22x+4=0=>x+2=0

b) Areta AB é paralela ao eixo x, portanto, ela intercepta
o eixo y no ponto em que x=0 e y= 3. Logo, temos o
ponto (0, 3).

Areta BC é paralela ao eixo y, portanto, ela intercepta
o eixo x no ponto em que y=0 e x=-2. Logo, temos o
ponto (-2, 0).

Q5- x2+ 2 —6x—8y=0= (x—3)>+ (y—4)?>=25
Pela equacao da circunferéncia acima, o seu centro € O(3, 4).
Agora, substituindo as coordenadas dos pontos Pe O per-
tencentes a reta obtemos um sistema com duas equacoes:

2a+7b=13
3a+4b =13

Resolvendo o sistema, descobrimos que a=3 e b= 1.
Logo a- b= 3.
alternativa d

Q6- Sejam A e B dois pontos de uma circunferéncia A qual-
quer. A unica reta do plano que necessariamente passa
pelo centro de A € a mediatriz da corda determinada por
A e B. Para qualquer ponto P(x, y) dessa reta satisfaz a
condicao PA= PB

Jx—2F+(y-3f = (x-1f+(y-2 =
Sk—-2P+y—-3P=x+1)?+({y-2P*=>
=>x?—4x+4+y?-6y+9=x>+2x+1+y>—4y+4=
=6x+2y—-8=0=3x+y—4=0

alternativa c

XLl



ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

Q7- Para descobrir o ponto comum dessas circunferéncias

demos resolver o sistema formado por suas equacoes:

x?+y?=16
X+ y?’+4y=0

Da 12 equacao temos que x> + y?> = 16, assim:

16+ 4y=0=y=-4

Substituindo o valor de y na 12 equacao, temos:

X+ (42 =16=x=0

Portanto, o ponto de tangéncia das circunferéncias é (0, —4).
Q8-a)r:5x+y—-4=0=y=-5x+4

m=-5en =4

b)sir:ms-mrzflﬂmszé
sty —y,=mlx— x)
y-1l=—2&-1
1 1
=—x——=+1
Y=%FX" %
1 4
= =—x+ =
Y=5*"3
5-1+1-1-4 2
e B
[52 1 12 26 1133
dp = 255

13

Q9- Vamos representar graficamente cada inequacao do sis-
tema.
Para x + y > 0, obtemos a regidao destacada.
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Para x < 2, obtemos a regiao destacada.
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Para obtermos a solucao desse sistema de inequacdes,
devemos considerar a regiao que respeite a duas inequa-
coes ao mesmo tempo. Assim, como solucao para esse
sistema temos a regidao destacada abaixo.
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Q10- A area solicitada é dada por:

alternativa d

~ Capitulo 4 — Transformacoes geométricas

Avaliacao 1

Objetivos do capitulo Questoes
Compreender os tipos de transformagdes isométricas 1234566
(translagdo, reflexdo e rotagao) e as suas composicoes. s

Compreender as transformagoes homotéticas. 7e8
Distinguir uma transformagdo isométrica de uma 9
transformacao homotética.
Realizar algumas transformagdes geométricas no plano 10
cartesiano por meio de opera¢ées com matrizes.

Q1- (UPE) Dentre as alternativas abaixo, qual figura representa
melhor o triangulo A’B’C’, obtido pela reflexdo do triangulo
ABC em relacao ao eixo e seguida de uma rotacao de 90°
no sentido anti-horario em torno do ponto B?

a) C B’
A ¢
A B
e A’
b) c
A \
e B’ A’

c) c c
A A B
e B’ A



d)

e)

C/

Q2- (Fatec) Em um circulo recortado em papel-cartao foi feito

o desenho de um homem estilizado. Esse circulo foi utili-
zado para montar uma roleta, conforme figura 1, fixada
em uma parede. Quando a roleta é acionada, o circulo
gira livremente em torno do seu centro, e o triangulo
indicador permanece fixo na parede.

Figura 1

Considerando, inicialmente, a imagem do homem na
posicao da figura 1, obtém-se, apos a roleta realizar uma
rotacao de trés quartos de volta, no sentido horario, a
figura representada em

a] ‘ d) ‘
b) ' e) '
<) .

Q3- (Enem) Um decorador utilizou um unico tipo de trans-

formacao geométrica para compor pares de ceramica em

Q4-

uma parede. Uma das composicoes esta representada
pelas ceramicas I e II.

e_ Vv v @
@ ([ ] ..
® A

| Il 1]
Utilizando a mesma transformacao, qual € a figura que
compoe par com a ceramica indicada por III?

a) d)
.. A 0.
o » (]
b) o e) o <
A .. ..
<) .. A
[ ]

(Uerj) Trés pentagonos regulares congruentes e quatro
quadrados sao unidos pelos lados conforme ilustra a
figura a seguir:

____________________ Eo_-_-__.s

r

Acrescentam-se outros pentagonos e quadrados, alterna-
damente adjacentes, até se completar o poligono regular
ABCDEFGH... A, que possui dois eixos de simetria indi-
cados pelas retas re s.

Se as retas perpendiculares r e s sio mediatrizes dos la-
dos AB e FG, o numero de lados do poligono ABCDEFGH...
A é igual a:
a) 18 b) 20

c) 24 d) 30

(Insper) A pavimentacao indicada na fotografia possui
simetria rotacional de 90° e é formada por quadrados,
circulos e figuras com a forma . Em relacédo ao dese-
nho feito sobre a fotografia, sabe-se que A, B, C e D sao
centros dos circulos, e que BM=MN= 1 m.

N <
[}
@D
(]
3
<
o
i)
(7]
3

.
o
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£
o
4
=)
=
<

f
<

=
<
O

Fotografia da calcada do Palacio Galveias,
em Lisboa, Portugal.
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ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

Em um plano totalmente recoberto por reproducodes
completas do quadrado ABCD indicado na figura, a razao
entre a area preenchida com ladrilhos pretos e a area
preenchida com ladrilhos brancos € igual a

10—~ d 14 +n
3 Tvn e
14 —n 10—n
b) 4+ e) 4—-1
10—=
9 4—-n

Q6- (Unifesp) Chamando de y’ e y” as equacoes das parabolas
geradas quando a curva y = 2x2— 12x+ 16 é refletida pelos
eixos x e y, respectivamente, determine:

a) a distancia entre os vértices das parabolas definidas
pory ey’
b) yey"

Q7- Observe abaixo a figura com o ponto A e o ponto de
origem O.

Para a transformac¢ao homotética com k =

L , podemos
; . 2
afirmar que a figura formada sera

Q8- O quadrado PQRS foi obtido por uma homotetia de razao
0,8 aplicada ao quadrado ABCD. Se a area do quadra-
do PORS é 256 cm?, qual é o perimetro do quadrado
ABCD?

Q9- Observe a transformacao abaixo e verifique se é uma
transformacéao isométrica ou homotética.

Q10- (UFG) Um modelo matematico usado para a ampliacao
de uma imagem consiste em considerar uma transfor-
macao linear dada pela multiplicacdo de uma matriz
escala E, por uma matriz coluna A, composta pelas
coordenadas do ponto P, que forma a imagem que sera
ampliada. Considerando as matrizes A e E_ dadas por

= ,em que E e E sao fatores
0 E, L

multiplicativos que indicam a mudanca da escala, entao
a matriz Q indica as novas coordenadas do ponto P,
obtidas pela multiplicacao das matrizes E_e A, €:

XE, xE. O
a) d)
YE, 0 UE,
b) [ E +x ) E, x
e
| Ey +y y E,
[,
<)
XEy

Resolucoes da avaliacao 1

Q1-

Considerando que a rotacao de 90° foi feita em torno do
ponto B refletido, temos a seguinte figura:

alternativa b

Q2-
3 de volta

2 de volta

alternativa e

de voIta

Q3- A partir da figura I, realizamos uma simetria em relacao ao
eixo horizontal que passa pelo centro da figura, obtendo
a figura II.

e Vv
).
®

S -
®
® A

Realizando o mesmo tipo de simetria na figura III, obtemos
a figura IV, indicada a seguir.

v @
- a® - -
®

S J
®
A ©

1] \Y

alternativa b



Q4- Como o poligono regular obtido possui dois eixos de sime-
tria indicados pelas retas re s, os lados BC, CD, DE e EF
sao refletidos para cada um dos 4 quadrantes do poligono v
completo. Além disso, esse poligono tem 4 lados sobre os
eixos de simetria (dois deles indicados na imagem pelos y
lados AB e FG).
Assim, total de lados pode ser obtido por:
4-4+4=20 . 4
Portanto, o poligono ABCDEFGH...A tem 20 lados. '-‘ ."
alternativa b

Q6- a) Representando a situacéo no grafico, temos:

Q5- A B V'3, 2)
1 TN
p . 2 \3A %
2 2\ R AN
45° V"(_g, _2) I./ V(3, _2)‘\‘
< : \
NKd5° i '
g

Caso os alunos ainda nao tenham estudado a funcao
b G 9 quadratica, eles precisam saber que as coordenadas do

Do enunciado e da figura, temos: vértice de uma parabola, grafico da fun¢ao quadratica

(PM)2 = 12 + 12

cujalei €

PM)? =2 - _
(Como PM > 0 JfI) = ax® + bx + ¢, sao dadas por x, = % ey, = ﬁ-
PM=+2m Sendo V o vértice da parabola de equacao y = f(x), V’
Seja x a medida do lado do quadrado ABCD. Aplicando o o vértice de y' = — f(x) e V” o vértice de y” = f(-x):
teorema de Pitagoras no triangulo BCD, temos: V3, -2), V'(3,2) e V" (-3, -2)
6% =+ x* Logo, a distancia entre os pontos V'’ e V” é dada por:
2x* =36 5 5
= dMlf 3-3)° +(—2-2) =62 =213

Assim, a area do quadrado ABCD ¢é 18 m?.
Seja S, a area preenchida com ladrilhos pretos € S, a area
preenchida com ladrilhos brancos, entdo S, = S,,,, — S,,

Portanto, a distancia entre os vértices das parabolas
definidas por y' e y” € 2413.

em que S, € a area do quadrado ABCD. b) Sendo y=f{x) = 2x* — 12x + 16, temos:
= ] Yy =—f9 =-2x2+12x — 16

Desenvolvendo essa expressao, considerando que sabe- . )
mos que S,, = 18 m?, temos: Y =fld=2xf+ 12x+ 16
S, = S~ S, Q7- Como —1 < k < 0, temos que a figura obtida sera uma
S _ Sapen _ Ss reducdo invertida da figura original. Portanto, a figura
S, AS: S, correta € a da alternativa d.
:_1 = 1S_8 — 2 () Q8- Sendo x a medida do lado do quadrado PQRS, temos

2/ 2

Apgrs = 256 = x? = 256 = x = 16
Sabendo que foi aplicada uma homotetia de razao 0,8
ao quadrado ABCD e sendo y a medida de seu lado,

Podemos determinar o valor de S, por

S, =4S comr T 4 Spyg €Mque S ... €aareado se-
tor circular CGHF e S, € a area do triangulo PMQ, entao:

entao
_ 1 2) (1 ) y+-0,8=x=0,8y=16=y =20
=4 |=-1- +4|=- .
< (4 > 4 2 V242 Calculando o perimetro do quadrado ABDC, temos
S,=4+n P, =4-20=280
Substituindo o valor de S, em (I), temos Portanto o perimetro de do quadrado ABCD é 80 cm?.
S 18
é “2+n 1 Q9- Como as figuras A e B sao semelhantes, sendo B uma _
ampliacao de A, classificamos essa transformacao como %
i = w uma homotetia. §
S, 4+n 5
S, 14 E 0O 5 a
S _la-m ca=[B O][x]-[Bx x40y [xE 2
Sz_4+7t QlO—EsA|:OEy:| y 0-x+E, -y yE, g
(&3
alternativa b alternativa a £
2]
=}
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Avaliacao 2

Objetivos do capitulo Questoes
Compreender os tipos de transformacoes
isométricas (translagao, reflexao e rotacao) e as suas 1,2,3,4e5
composigoes.
Compreender as transformagdes homotéticas. 6e7
Distinguir uma transformacéao isométrica de uma 8
transformagao homotética.
Realizar algumas transformagdes geométricas
no plano cartesiano por meio de operagées com 9e10
matrizes.

Q1- (UFU) Na Figura 1, o triangulo retangulo ABC possui
angulo reto em B, AF=1 cm, AC= 10 cm e BDEF é um
quadrado. Suponha que o quadrado BDEF seja transla-
dado ao longo de AC, sem alterar a medida dos lados e
angulos ao longo dessa translacao, gerando, dessa forma,
um novo quadrado XYZW, em que coincidem os pontos
C e Z conforme ilustra a Figura 2.

B D
A F E C
Figura 1
Y
A w c=Z

Figura 2

Nessas condigoes, qual é o valor (em cm?) da area do
triangulo HZW?

a) 5 c 3
2 2
b) 13 d) 15
4 2

Q2- (UFJF) Conforme a figura a seguir, um ventilador com
design moderno possui 3 pas, em formato de triangulos
retangulos. Ao ligar o ventilador, as pas giram no sentido
anti-horario, e o ponto C € o centro da rotacao do ventilador.

4

3 N

20

XLvin

A area maxima da regido determinada por essa rotacao,
em unidades de area, é:

a) 97 d) 2257
b) 157 e) 6257
c) 257

Q3- (Unicamp) Considere dois quadrados congruentes de lado
4 cm. O vértice de um dos quadrados esta no centro do
outro quadrado, de modo que esse quadrado possa girar
em torno de seu centro. Determine a variacao da area
obtida pela interseccao das areas dos quadrados durante
a rotacao.

Q4- (Enem) Uma das expressdes artisticas mais famosas as-
sociada aos conceitos de simetria e congruéncia €, talvez,
a obra de Maurits Cornelis Escher, artista holandés cujo
trabalho é amplamente difundido. A figura apresentada,
de sua autoria, mostra a pavimentacao do plano com
cavalos claros e cavalos escuros, que sao congruentes e
se encaixam sem deixar espacos vazios.

©2020 THE M.C. ESCHER COMPANY, BAEXEM

Realizando procedimentos analogos aos feitos por Escher,
entre as figuras abaixo, aquela que poderia pavimentar
um plano, utilizando-se pecas congruentes de tonalidades
claras e escuras é:

d)

e)




Q5-

Q6-

Q7-

Q8-

(Colégio Pedro II)

3¢ 3
%ﬁ esta para %}iﬁé
(G D)
Assim como (OO esta para:
a) d /& O
2 7
5 & O
e) ®
b ®,
) S
COQ g X
&
c) =
LOQ
iy

Seja ABCD um quadrilatero qualquer. A figura A'B'C'D'
€ uma homotetia da figura ABCD, e a razao ¢ k, sendo k
um numero real diferente de zero. Classifique como sera
a figura A’'B’'C’D’ em relacdao a ABCD de acordo com os
valores de k dados a seguir.

a) k= f%

b) k=4

O triangulo DEF foi obtido por uma homotetia de razao 3
aplicada ao triangulo ABC. Sobre essa transformacao
geométrica, € correto afirmar que:

a) O triangulo DEF é uma reducéao do triangulo ABC.

b) O perimetro do triangulo DEF ¢ o triplo do perimetro
do triangulo ABC.

c) A medida de um angulo interno do triangulo DEF é o
triplo da medida do angulo correspondente no trian-
gulo ABC.

d) A area do triangulo DEF é o triplo da area do triangulo
ABC.

Classifique as transformacoes abaixo em homotética ou
isomeétrica.
a)

c) A’

d) (a4

Q9- (Uece) Animacdes graficas computacionais usam matrizes

para produzir os movimentos de objetos. Rotagcoes sao
realizadas pelas multiplicacoes por matrizes ortogonais;
e translacoes, por somas de vetores. Por exemplo, para
girar um ponto de coordenadas (x, y) cerca de 53,13° em
torno da origem, no sentido anti-horario, e em seguida
translada-lo por um vetor (5, 1) basta efetuarmos as

seguintes operacoes:
o +
y 1

A figura abaixo mostra a rotacao e a translacao descritas
acima aplicadas na imagem de um rosto. Observe que o
ponto (10, 5) é transformado no ponto (7, 12).

(S1{FSK; 1[N
|
uljeo Gl

12, 11) (7.12)
|

(10, 5)

Considere que o animador grafico necessita colocar
nessa animac¢ao a figura de uma abelha que, apds a
rotacao e a translacao, apareca no ponto (16, 10). Para
isso, o animador precisa saber onde deveria se situar a
abelha antes da transformacao, para que ela, ao fim, se
localize no ponto (16, 10). Com base nessas informacoes,
€ correto afirmar que o ponto que sera transformado
em (16, 10) é

a) (13,8; - 3,4)
b) (8,2; - 4,3)

) (10,5; - 7.5)
d) (20.4; - 2.6)
e) (23,6; - 5.,4)

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA
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Q10- (UFU) Em computacao grafica, é frequente a necessi-
dade de movimentar, alterar e manipular figuras em um
sistema 2D (bidimensional). A realizacao destes movi-
mentos € feita, em geral, utilizando-se transformacoes
geomeétricas, as quais sao representadas por matrizes

T,,,- Assim — considerando um poligono P no plano

cartesiano xOy de vértices (a,, b)), ..., (a, b)), o qual é
a, .. a,

representado pela matriz M, = b b | em que n
10 n

é o numero de vértices do poligono — a transformacao
de P por T, , é feita pela realizacdo do produto matricial

c ... C,
d .. d,
e (c, d)
do poligono obtido. Nesse contexto, para o que se segue,

x2

T, M

o . obtendo a matriz resultante [
o

cujas colunas determinam os vértices (c,, d,),

2cos 6 —2sen 0
2sen 6 2cos 6

considere a transformacao T, , = [

e P o triangulo cujos vértices sao os pontos A(0, 0),

B(4, 0) e C(2, 24/3). Execute planos de resolucdo de

maneira a encontrar:

a) os vértices do triangulo resultante @ obtido da trans-
formacao do triangulo P por T, ,, quando 6 = 840°;

b) a area do triangulo resultante @ obtido na transfor-
macao do item a.

Resolucdes da avaliacdo 2

Q1- A partir das relacoes métricas no triangulo retangulo,
podemos determinar as medidas de AB e BC.

AB? = AF-AC= AB>=1-10= AB = 10
BC25 CF+-AC= BC?>=9-10= BC = 3410
Portanto, AB = {10 cm e BC = 3410 cm.

Como triangulos HZW e ABC sao semelhantes, temos que
HW _ WZ HW

3
_ = == "= = ——= > HW =1
AB BC V10 3410
Portanto, a area pedida, € dada por:
HW -WZ _1-3 _ 3
2 2 2

alternativa c

Q2- A area maxima da regiao determinada pela rotacao das
pas do ventilador corresponde a area do circulo cujo raio
€ a hipotenusa do triangulo maior.

De acordo com a figura, os trés triangulos sao semelhan-
tes (AA). Como 5 ¢ a medida da hipotenusa do triangulo
menor, tem-se que a hipotenusa do maior é:

x_20_
§_4:>X 25

Assim, a area procurada ¢ dada por: A=r - 252 = 625m.
alternativa e

Q3- Como a rotacao que o quadrado descreve € uma trans-
formacao isométrica, nao ha variacao do tamanho dos
quadrados e nem da area obtida pela interseccao das
areas dos quadrados durante a rotacao. Essa area cor-

responde a % da area do quadrado de lado 4, ou seja,

4 u.a.

Q4-

alternativa d

Q5- A transformacao se da por reflexao, entao

Eixo de simetria
(G@Er===| (=== L) -

alternativa b

Q6- a) Como —1 < k < 0, entao a figura A'BC'D' sera uma

reducao invertida de ABCD.

b) Como k> 1, entao a figura A'B'C’'D’ sera uma amplia¢ao
de ABCD.

c) Como k < —1, entao a figura A’B'C’'D’ serda uma am-
pliacao invertida de ABCD.

d) Como O < k < 1, entao a figura A'B'C'D’ serda uma
reducao de ABCD.

Q7- a) Falsa. Como a razao € maior que 1, entdo o triangulo
DEF é uma ampliacao do triangulo ABC.

b) Verdadeira. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados do
triangulo ABD. O perimetro desse triangulo é dado por:
P..=a+b+c
Como a razao da homotetia € 3, entdao os lados do
triangulo DEF medem o triplo em relacéo ao triangulo
ABC (3a, 3b e 3¢ e seu perimetro é€:

P, .=3a+3b+3c=3a+b+

Comparando o perimetro dos dois triangulos, temos
que:

P.=3la+b+d=3-P,.

c) Falsa. Na homotetia, o triangulo obtido é semelhante
ao triangulo original. Logo, os angulos correspondentes
sao congruentes.

d) Falsa. Sejam b e has medidas de comprimento da base
e da altura do triangulo ABC. A area desse triangulo
€ dada por:

_b-h

AABC - 2

Como a razao da homotetia é 3, entdao a base e a al-
tura do triangulo DEF medem o triplo em relacao ao
triangulo ABC (3b e 3h) e sua area é:

3b - 3h b-h
ADEF:ng'(T)

Comparando a area dos dois triangulos, temos que:
b-h
Apgr =9+ (T) =9 Aype

alternativa b



Q8- a) Preserva as dimensodes e forma; logo, € uma transformacao isométrica (reflexao).
b) Preserva a forma, mas nao as dimensoes; logo, ¢ uma homotetia.
c) Preserva as dimensoes e forma; logo, ¢ uma transformacao isométrica (rotacao).
d) Preserva as dimensoes e forma; logo, € uma transformacao isométrica (translagao).

3 _4 -
Qo- 5 5 || x 4 8|2 16 |
4 3 y 1 10
5) 5 B
S 4 : S 4 _
gx—gy+5 16 gx—§y+5—16
“la_ .3 10|74 .3 -
gx+§y+l J §X+§y+1=10
3x +4y +25=280 3x —4y =55
= =
4x + 3y +5 =50 4x + 3y =45

=x=138ey=-34
alternativa a
Ql10-

a) Sabendo que sen (k- 360° + o) = sen a.e cos (k* 360° + o) = cos o, com k EZ, temos:
sen 840° = sen (2 - 360° + 120°)
= sen 120° = sen 60°= ﬁ
cos 840° = cos (2 - 360° + 120°) =
= cos120°

o =—1
= —cos 60° = D)

Desse modo, para 6 = 840°, temos:

2cos 840° —2sen 840°
Thxo =

]z

2sen 840° 2cos 840°
2 (4) 22| 1 s
- 2.@2.(_%) :[ﬁ 1]
Para determinar as coordenadas dos vértices do triangulo resultante Q, fazemos:
o z[l ﬁ] ' [0 4 2 ):[0 -4 —8]
2 | 34 002Jy3) (04y3 0

Portanto, os vértices do triangulo Q sao A'(0, 0), B'(—4, 43)e C'(-8, 0).

b) A area do triangulo Q é dada por

0 0 1
AQ=%|D,comD= -4 43 1
-8 0 1
0 0 1
D=|-4 4J3 1|=32J3
-8 0 1
_ 1 b _
dounali?® 5 [3243] = 1643

Portanto, a area do triangulo Q é 16+/3 u.a.




Resolucoes e comentarios

~ Capitulo 1 - Matrizes e determinantes

Exercicios propostos

1. a) 1 X 3 (uma linha e trés colunas)
b) 3 X 1 (trés linhas e uma coluna)
c) 2 X 1 (duas linhas e uma coluna)

d) 2 X 2 (duas linhas e duas colunas)

a; G 3 Gy,
2. A=| ay Gy Ay Ay
A3y Azp A3z A3y

Aplicando a lei de formacéao, obtemos:

a,=3-1+2:-1=5 a,=3-2+2
a,=3-1+2:-2=7
a,=3:1+2-3=9
a,=3-1+2-4=11
a, =3-2+2-1=8 a,,=3-3+2
a,=3-2+2-2=10 a,=3-3+2
5 7 9 11
Portanto: A = 8 10 12 14
11 13 15 17
bll b12
3. B=| b, b,,
b31 b32
e Quando i = j, temos:
b,=12-1=0
b,, =8288¥] = 3
e Quando i # j, temos:
=3 - 286
by = SERly= 3
b, =3:-1=3
b,=3:2=6
0 6
Portanto: B = | 3 3
3 6
a;; ap a3 |-6] o
4. A=| Ay Ay Ay | = s 7 |-4
Az Az Ggg =7 B

e Para i = j, temos:
a,=1-6| =61a,=71a,=9
e Parait+j=4
a,=3;a, =7 a,=-7

a, =3-2+2-
a, =3-3+2-
a,=3:3+2-

+3=12
4 =14
1=11
2 =13
+3=15
4 =17

5. Resposta possivel:

Dada a matriz A = 21 i ; lé , temos que:

3 9 27 81
a,=1=1" a, =2=2! a, =3 =3
a,=1=1° a, =4=2° a, =9=3
a,=1=1° a,, =8=2° a,, =27 = 3*
L=1=1 a, =16 = 2* a, =81 =3

i = = iJ
Assim, A (aij)3 <4 €M que a,; = .

Comentario: Avalie a conveniéncia de propor um desafio
entre duplas de alunos em que um cria, por meio de
uma lei de formac¢do, uma matriz para o outro descobrir
que lei € essa e vice-versa.

. Nao, pois elas nao sao do mesmo tipo.

A primeira € do tipo 5 X 1 (matriz coluna) e a segunda ¢é
do tipo 1 X 5 (matriz linha).
Comentario: Uma questao simples, mas que mostra um

fato curioso: embora ambas sejam formadas pelos mes-
mos numeros, as matrizes dadas sao diferentes.

. Para que as matrizes sejam iguais, devemos ter:

a + 2b
—a + 3b

7 3c—2d =3
8 142+ d=-1

Resolvendo os sistemas, obtemos:
a1, b=30c— —1led=—-3

a a
1 4
. A=
Ay Qg

Diagonal principal:
a,=2-1+12=3
a,=2:2+2*=8
a,=2-3+3*=15
Diagonal secundaria:
a,=2-1+3>=11
a,=2-2+22=8
a, =2-3+1>2=7

Portanto, os elementos 3, 8 e 15 estao na diagonal prin-
cipale 11, 8 e 7, na diagonal secundaria.



b,, by, by; by, b)A—(B+12]: 4 -1 | 2 0| (10 _
b. b b.. b 2 0 g =T 01
10. B = 21 22 23 24
bs, bgy bgz by, 2[4*1]_[30]:[ 171)
by by bys by, 4 30 4w
e Parai=j: e Parai# j: ¢)B-(A+0,)=B-A-=
b,=1+1=2 b,=1-4=-3
b22=2+2:4 b23:2_3:_1 =(§ ?J_(;é]:(? }j
b,=3+3=6 b,=3-2=1
b,=4+4=8 b,=4-1=3
. " 5. 89 x=| 83 (2 1)_[ 3-4
Calculando o produto dos elementos de cada diagonal, : 3 4 4 -1 -1 5
obtemos:
e diagonal principal: 2+-4 -6 -8 = 384 1 2 2 4 6 0 3 6
« diagonal secundaria: (~3) + (~1)+ 1+3 = 9 bX=la2]1" 10l 2 @ s
Portanto, a diferenca entre o produto dos elementos da
diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal 16. a) c,, ¢ elemento da matriz C = A + B; logo, pode ser
secundaria, nessa ordem, €: 384 — 9 = 375 representado por c,, = a,, + b,,. Calculando os ele-
1 o mentos a,, € b,,, temos:
11. I, = ( o 1 ] (matriz identidade de ordem 2) a,, = 22 4 92— 8e b,=3:2=6
Assim: ¢,, =8 + 6 = 14
5 2 k-1|_ (10 . ) Espera-se que os alunos percebam que nao € necessa-
© ke +1 k - 0 o USTIOEE rio determinar todos os elementos das matrizes A e B,

pois c,, indica a soma dos elementos a,, € b,,.

e k?2=1=k=+1louk= -1
b) Nao existe, pois, para qualquer elemento da ma-

*k-1=0=k=1 triz A, a,, = 2 e, para qualquer elemento da

e - k+1=0=>k=1 matriz B, b, = 3. Portanto, qualquer elemento da ma-
e 1 triz C=A+Bétalquecij>5.

L] =

) Caso os alunos apresentem duvidas, construa as ma-
Portanto, o valor de ké 1.

trizes A e B por meio da lei de formacao de cada uma
{i cj.sei=]j e, em seguida, calcule a soma das matrizes.

12. Pelo enunciado, temos: A = (au)3 x3€Qy =

P 1 . .

i1 sei # Assim, eles poderéao verificar que qualquer elemento
da matriz C € maior ou igual a 5.

Como a diagonal principal € formada pelos elementos

a,,, a,, € a,,, temos: Comentario: Nessa questao, € interessante que os alunos

percebam a possibilidade de encontrar separadamente os
a,=1-1=1 . .
11 elementos pedidos e efetuar as somas sem a necessidade

a,, —4OR2— 4 de construir as matrizes em questao.
dy=3:3=9 17. Resposta pessoal.
Portanto, o traco da matriz é iguala 1 + 4 + 9 = 14. Pode-se, por exemplo, no lugar da matriz I,, construir
uma matriz D, ,.
Sy—1 2 3 5 2
13. a) A + B = )/ 2 |+ 0 1 |= 1 3 1 3 3 9
4 0 1 2 5 2 18'3’3'A3'[24 612
B 2 10 6 2
b) A+(B+C)=(A+B)+C=|1 3 [+|-1 3 |=|0 6 wi.a+p=L.|| 138|211
3 3 2 4 4 O
B 2 2 B 77
5 2 100 1 2
cgA+B)+L=|13 |+ 0 10 _%.[3 2)_ 3
5 2 00 1 B < 2 2

Nao € possivel adicionar essas matrizes, pois elas nao

sao do mesmo tipo. 2-A7L-B:2- 13) 1. (2 -1)_
Comentario: Nessa questao, se julgar oportuno, peca aos °) 3 2 4 3 4 0
alunos que aproveitem para verificar a validade das pro-
priedades da adicao de matrizes.

oG- |

3 -1

(SN TN
o W

14.a]B—A=[




N
=155 ]-15 % -

e)2-(A-C)+3-(B— A =

)

|
O =
~—
+

19. A unica igualdade matricial falsa € a apresentada no
item d, pois 6 - (A + B) #6A + B. 21. a) A-B
Vejamos: 6+ (A+ B)=6+A+6+B

2 4 A, 2-12 0+4

1 2 ( J— 1-6 0+2
-3 1

0 0+3 0-1

Caso os alunos apresentem duvidas, exemplifique crian-

do as matrizes Ae Be mostreque 6-(A+ B) # 6+ A + B. ~10 4
A-B= 56 2
& =l
Sugestao: A= B eB = e
01 1 3
4
1 0 . 3
b) B-A= | 1 2 | — ndao € possivel
=1l

_ A =3 1
2 0 % 6- 1 3 n 2 0
143 01 1 3
Espera-se que os alunos percebam que o numero de
( 6 18 J A { —2°0 J colunas da matriz B é diferente do niimero de linhas da
0O 6 18

Y 3
y [ 1 4 ]i matriz A; logo, nao € possivel calcular o produto B A.
2 4 4 -4 0
2 1 4 1
[222]¢[1 gj c)A-C= 1 2 -[_21J= 2-2 |=]0
0 -1 0+1 1
20. Resolvendo o sistema, temos: 10 4
d(A-B)-C=| -5 2 ( 2j=
2X+ Y=A-B 4X +2¥ = 24 - 2B 3 -1 1
83X -2Y =B -2A  |-3X-2Y=-2A+B
X — _B —20 + (—4) —924
- =| 10+ (-2) |=| -12
Como 2X + Y= A — B, entao: 6+1 7

2:(-B)+Y=A-B=Y=A+B

(3315 20) | el

0O 5 1 12
2 4 4 — 28 —24
45
2 -6 0 3 = 1 2 [z?jz 2 - 14 = -12
Portanto: X = 1 -7 eY = 1 12 0 -1 0O+ 7 7




22.

23.

24.

(22 (5)-(5)-(2%)-(5)

Igualando as matrizes e resolvendo o sistema, obtemos:

-6 - 3y = =L
6 -3y=1=y 3
2x - 6=-5=x=3

= Ley=_T
Portanto: x = 5 €Y 3

Aplicando a equacao matricial as propriedades da adicao, obtemos:

A*X+B+(-B)=C+(-B)>A-X=C-B

Calculando C — B: [_3 J_[E’ ]ZES )
0 1 -1
Entao: | 0 1 CX = -8
3 1 mxn -1
2X2 2x1

Assim, sao condicoes para ocorréncia dessa multiplicacao:
e a matriz X ter duas linhas, pois a matriz A tem duas colunas;
e a matriz X ter uma coluna, pois a matriz produto tem uma coluna.

Portanto:

“(3)

Resolvendo a equacdo A - X = C — B, obtemos:
0 -1 a | _| -8 -b [ -8
. = = =
3 1 b =1l 3a + b =1
Igualando as matrizes e resolvendo o sistema, obtemos:

-b = -8
=>b=8ea=-38
3a + b =-1

xS
Logo: X [ 8]

3 2 3 2
X 5 =
e [ 54l szz [ 2 lxz

Assim, sao condicoes para ocorréncia dessa multiplicacao:
e a matriz X ter duas linhas, pois a matriz produto tem duas linhas;

e a matriz X ter duas colunas, pois a matriz A tem duas linhas.
Portanto: X =
c d

Teremos, entao:

ab | (32 ]|_|3 2

c d 5 1 51

3a +5b 2a +b | _| 3 2

5 1

3c + biSHCEEe

|

Igualando as matrizes e resolvendo os sistemas, obtemos:

3a +5b =3 Cen-o
2+ b=2 2T ¢°P°7
3¢ +5d =5 Coed 1
2¢c+da=1 ¢~ "¢4~"

.y _| 1 O
Logo: X [Olj




Observando a matriz X obtida, podemos concluir que € a matriz identidade.

Espera-se que os alunos percebam que a matriz identidade € a matriz tal que
X+ A = A, ou seja, € o elemento neutro na multiplicagao de matrizes.

25. Resposta possivel:

VamossuporqueA=(4),B=[é (2)],
50
€ = 1 1 eD=1100
1 oo 1 000
aA-L =(4)-01) = (4
L-A=(1)-(4) =4
_ (10} (10} _([10
Blﬂ_[oz] [01] [02]
_ (10} ({10} _([10
IzB_[Olj [02] [oz]
1 01 1 0 1 01
C-I, =| 011 010 |=]011
10 0 0 1 1 00
1 00 1 1 1 01
I,-rC=|010 011 /|=|011
001 1 00 1 00
1 011 1 000 101 1
D1 = | 0011 0100|_|00T11
4 1100 0010 1100
1 000 0001 1000
1 000 1 011 1 011
[ .p-|0100 0011|_|0011
4 0010 1100 1100
0001 1 000 1 000

b) Os produtos obtidos sao iguais, respectivamente, as matrizes inventadas.
Espera-se que os alunos percebam que o produto de qualquer matriz pela matriz
identidade (I), em qualquer ordem, € a propria matriz.

Comentario: Verifique se o objetivo dessa questao foi atingido pedindo aos alunos
que, sem efetuar a multiplicacao, obtenham os produtos M- I, € I, + M, em que

a matriz M tem ordem 2 e m,=x,m,=Yy m, =zem, = w.
2 3 4 300 2-300 + 3-150 + 4 - 200
26. a)| 3 3 4 150 |=| 3-300 + 3-150 + 4 - 200
1 2 6 200 1-300 +2-150 + 6 - 200
2 3 4 300 1.850
33 4 |-| 150 [=| 2.150
1 2 6 200 1.800

A grafica que apresentou o menor custo foi a C.

b) (0,25 0,45 0,30) -

= W N
N W W

4
4 |=(2,15 2,70 4,60)
6

O custo unitario médio que a agéncia teve em cada tipo de impressao foi de
R$ 2,15, R$ 2,70 e R$ 4,60, respectivamente, para PB, CK e CKX.

LvI



27. a)detA= |2]| =2

b]detB=‘ 1 2‘=1-3—2-(—1)=5
“1 3

12 -1
c)detC=|0 1 -2

34 0

Pela regra de Sarrus:

1\\2>;1/ 1//2/
0/1><—2 0\1
37 4703 Na
7 7 N\
- —8 (0] (0] —12 0

Assim, obtemos:

detC=-12 - (-3 -8 = —

28. a) Pela regra de Sarrus:

NN\ 7
\20220

N X X/

0 2 0|0 2

7 X XN

/2/0/2 2\0\

Assim, obtemos:
8+0+0-@88+0+0)=0

Portanto, o determinante € igual a O.

b

—

Pela regra de Sarrus:

N N N 7

/
a (0] a

N X /
0 c 0

b/0><b \
VY A N \ \
abc (0] 0 abc 0

/

Assim, obtemos:
(abc) — (abc) = 0

Portanto, o determinante € igual a O.

29.

? =2+-2-1-1=3

1
2

a1
w

=5:2-3-8=-14

7

=7-1-2-5=-3
5 1

Entao:

2%l
1 2

=3+ (-14) - (-3) = -8

-t

[ 2 -1).( 0o a)_ 1
so.wavn- 2 1] 9 1)

Entao:

det(A'B)=‘ 1 10‘

-4 -20
=1-(-20) — 10 - (-4) = 20

mB-a<| © 4].[ 2-1)_[-12 16
-1 -2 -3 4 4 -7
Entao:
det (B-A)=| 12 16| _
4 =7

=(=7)-(-12) —16 -4 =20

c)detA=‘ 2 _1‘=2-4—(—1)-(—3)=5
0 4
det B = —0-4-(-)=4
e ‘_1 9 (=1

Entao: det A-det B=5-4 =20

13 2 1 1 4
1. a) A+ B = + =
31. a) (74] (—30] [44]
1 4
Entéo: det (A + B) = =1-4-4-4=-12
4 4
b)det a=| "} 3= 1:4-3.7= 25
7 4

Entao: 3:det A =3:(—25) = —

{18 )-8 o
3 A_3(74] [2112]

Entao:
det 34 =| 2 9= _3.(02) -9-21=-225
21 12
d)detA+detB=| 13 +] 21 =
7 4 30

=-1:4-3-7+0-1-(-3)=-22

32. a) Pela regra de Sarrus:

N e

o 0o 07107 o
N X e
a b @ a b
d/e><f d\e
V' U NN
(0] 0 0 0 (0] (0]

Assim, obtemos:
0+0+0—-(0O+0+0)=0

Portanto, o determinante € igual a O, pois uma matriz
com uma linha de zeros tem determinante igual a zero.

b) ¢ Caso em que uma linha é “o dobro de outra linha”:

Pela regra de Sarrus:

\ \ N @ 7 / /
\2b><20 /
< ; d\ .

VY A U NN
2bcd 2ace 2abf 2abf 2bcd 2ace

Assim, obtemos:

(2abf + 2bcd + 2ace) — (2bcd + 2ace + 2abf) = 0



c)

d

e)

f)

Logo, uma matriz em que uma linha € o “dobro de
outra linha” tem determinante igual a zero.

e Caso em que uma linha € “o triplo de outra linha”:

Pela regra de Sarrus:

I a\\ b >; ¢’ a” b7
3a 3b 3c | 3a 3b
a < ;
VR N
3bcd 3ace 3abf 3abf 3bcd 3ace

Assim, obtemos:

(3abf + 3bcd + 3ace) — (3bcd + 3ace + 3abf) = 0
Entao, uma matriz em que uma linha € o “triplo de
outra linha” tem determinante igual a zero.

a b
— @il —
c d ¢
da gy ’=3ad—3bc=3'(ad—bc)
c d
@ BB s e = 5o (@ — )
c 3d

Portanto, se o determinante de uma matriz de ordem 2

tem uma linha ou coluna triplicada, seu valor triplica.

a b

=ad - b
c d a C

a ¢
—ad - b
b d ¢

Logo, o determinante de uma matriz de ordem 2 € igual
ao da matriz obtida dessa, trocando-se as linhas por
colunas.

a b

c d ad — bc

c d

b bc — ad

—(ad — bc)

b a
d c

bc — ad = —(ad — bc)

Entao, os determinantes que tém linhas ou colunas
permutadas sao opostos.

Pela regra de Sarrus:
\a\\0>;0/ a//O/
0 b><0 0 b
07 070 Do
VRV A 4 Dl

0 0 0 abc 0 0

Assim, obtemos:
(abc+ 0+ 0) — (0 + O + 0) = abc

Portanto, o determinante de uma matriz diagonal de
ordem 3 é sempre igual ao produto dos elementos da
diagonal principal.

Comentario: Esse € um exercicio importante para que os
alunos descubram por si, ou em grupo, certas propriedades
dos determinantes.

33. det = [1] =1 det, =| L Ol -1-0=1
01
1 00
detl, =| 0 1 O
0 01
Pela regra de Sarrus:
\1\\0>;o/ 1//0/
0/1><0 0\1
0" O 1 0O 0
VY Y N NN
0 0 0 1 0 0

Assim, obtemos:
det,=(1+0+0)-(0+0+0) =1
Portanto, o determinante de I, deve ser 1.

Espera-se que os alunos respondam que o determinante
de I, € igual a 1.

Comentario: Apos a resolucao da questao, que € uma am-
pliacao do exercicio 31, conduzir os alunos a deducao de
que o determinante da matriz identidade sera sempre 1.

Exercicios complementares

a, a b, b
1. A = 11 9 B — 11/ %
Ay Gy by by,

Aplicando a lei de formacao, temos:
_ 31— _

a,=1-1=0 b, = T+1 0
Y. 3-(1 =2
Gy =TS22 ba= g =)
3-2 -1
a‘21=2_1=1 bZl:ﬁ:l
3-2 -2
(122:2—2:0 bZZZTZO
Portanto: A = B =[ g J
1 0
ay G 4y by, by, by
2. A= a, ay ay B =1 b, b, by
Uy Cp U 31 D3 933
Aplicando a lei de formacéo, temos:
a,=1+2-1=3 b,=2-1-1+1=2
a,=1+2-2=5 b,=2:-1-2+1=1
a,=1+2-3=7 b,=2+-1-3+1=0
a, =1+2-1=3 b,=2:2-1+1=4
a,=1+2-2=5 by,=2-2-2+1=3
a,=1+2:-3=7 by, =2+2-3+1=2
a,=1+2-1=3 b, =2:3-1+1=6
a,=1+2-2=5 b,=2:3-2+1=5
a,=1+2-3=7 b,=2-3-3+1=4
Agora, vamos calcular: X =2+-A - 3B
3 5 7 2 1 0 0O 7 14
2 S B 7 |=8¢ 4 3 2 | = -6 1 8
8 B 7 6 5 4 =12 =B 2
0o 7 14
Portanto: X = -6 1 8
=12 =5 %



3. a) Errado, pois a quantidade de produto do tipo P, vendido
pela loja L, € 10 (22 linha e 22 coluna).

b) Errado, pois a quantidade de produto do tipo P, vendido
pela loja L, € 20 (12 linha e 32 coluna).

c) Errado, pois a soma das quantidades de produtos P,
vendidos pelas trés lojas € 39 (12 + 16 + 11).

d) Errado, pois com i = 1, 2, 3 a soma das quantidades
de produtos P, vendidos por L, € 141 (30 + 19 + 20 +
+15+ 10 + 8 + 12 + 16 + 11).

e) Correto.

alternativa e

4. Temos:

(87877
€ ®7l6 911 10 8

T

Il
— N
N o W

a) H.

3x2°

S, s€(H*S)

3 X5

34 41 49 44 38
b) H-S=|62 73 87 78 68
20 25 30 27 23

O produto nos da o total de pecas dos itens A, Be C
produzidas em cada dia da semana.

c) Na segunda-feira sdo produzidos 62 itens B e na
quinta-feira sao produzidos 27 itens C.

5. a) Pela regra de Sarrus:

N N N s s
x\3><x x/3
2/4><1 2\4
1 2 X 1 2

VO A4 AN

4x 2x 6x 4x? 3 4x

Assim, obtemos:

@4x?2+3+4x) —(4x +2x +6x) =5

Portanto:
4x2—8x—2=O:x=—2_\/§0ux=72+\/§
2 2
2
b) ; z al - P TNe
x o 2|
1 1-1
Pela regra de Sarrus:
\0\\3>;2/ 0//3/
X 2><4 X 2
1/1 -1 1\1
VAR A U N
4 0 —3x (0] 12 2x

Assim, obtemos:

(12 +2x) — (4 — 3x) =5x + 8
Calculando o segundo determinante:

3x —1
0 2

Assim:
Bx +8 —6Bx)=6=>x=2

‘=2'(3x)—(—1)'0=6x

6. A=| ' 71 |5 deta =
0 1

Calculando (det A)" como um numero inteiro positivo, temos:

(detA)r=1"=1

3 1
7.A-B=C> o |- | ‘TR S
3 15 0 0
3x+; 3y+15()) =[00]
2x+§ 2y+? 0 0

Igualando as matrizes e resolvendo o sistema, obtemos:

3x +1=0 _ A0 __5
3y+5=0 X~ "3°Y7"73
1 5
Portanto: B = & &
1 5

8. a) Aplicando a equacao matricial as propriedades da adicdo, obtemos:

X-3B+ (+3B) =L+ (BB)=>X=1 + 3B

Entao:
1 00 1 5 0 4 15
X=1010|+3| -1-2 3 =| =8 =B
00 1 7 0 2 21 O




b) Temos X = I, + 3B, entdo:

100 -1 -5 0
X=,01 0 |+3- 1 2 =3
00 1 =7/ 0o -2
=2 =1 0
X = 3 7 -9
2 0 -5

9. Na matriz A, as linhas pares serdo todas formadas por 1 e as impares por -1. A
segunda coluna da matriz B sera formada por poténcias de 2.

=1 =1 =1 =0 o 2!
1 1 1 1 .. 2?
A=|-1-1-1 -1 .. ;B = 28
1 1 1 1 .. 94

Multiplicando a 42 linha da matriz A pela 22 coluna da matriz B, obtemos a expressao
no primeiro membro da equacao a seguir:

1-28 +1-22 +1-2% +...+1-2" = 4.094

Para determinar n que € o numero de linhas da matriz B, usamos a formula da
soma de uma PG finita.

2-2 -1 _ o
2 -1 :

2" = 2,047 — 1

2" = 2.046

n =11

alternativa c

Autoavaliacao

1. Se uma matriz possui o niumero de linhas igual ao niumero de colunas, ela € uma
matriz quadrada.
Como a matriz € de ordem 2, ou seja, € do tipo 2 X 2, essa matriz € quadrada.
alternativa b

2. De acordo com a definicao, s6 podemos adicionar ou subtrair matrizes de mesmo
tipo.
alternativa c

3. Para4:A- B = X, temos:
os, MW  =0K

3xX2 mX n

i 4

Assim, é condicao para ocorréncia dessa multiplicacao que a matriz X tenha duas
linhas e duas colunas.

Para4-:-B-A =Y, temos:
4 : B3><2-A2><3 = Ym><rl
ttt 1t

Portanto, € condicao para ocorréncia dessa multiplicacao que a matriz Y tenha trés
linhas e trés colunas.
Logo, os produtos 4+ A- Be 4 - B+ A sao, respectivamente, dos tipos 2 X 2 e 3 X 3.
alternativa d

4. As matrizes sao diagonais, pois os elementos que nao pertencem a diagonal principal
sao nulos.
alternativa d

5. Na multiplicacao de matrizes, o numero de colunas da primeira matriz deve ser igual
ao numero de linhas da segunda.

alternativa a



? 51 12 3 4
5 1212
O 3 2X4
3x2

A matriz produto tera o numero de linhas da primeira
matriz e o numero de colunas da segunda matriz. Por-
tanto, sera do tipo 3 X 4.

alternativa a

N

Na multiplicacdo de matrizes, nao € valida a propriedade

comutativa.

alternativa c

2 3
‘ ‘:710712:*22

4 -5
alternativa d

9. Se det A # 0, nao se pode afirmar que a matriz € uma
matriz linha, nem que € matriz nula e nem que € matriz
diagonal.

alternativa d

10. Considerando A ={ @
c d

Vamos examinar as situacoes dadas nas alternativas.
.« _A-| @ —b
=@ =@
det (-A) = (—a)* (=d) — (=b) * (—=c) = ad — bc
Logo: det (—A) = det A=5

}, obtemos det A = ad — bc.

a b
LA_1[ab]|_|10 10
10 10 | ¢ d c d
10 10
A_a ,d_b c__1 | _
det {610 "10 ~10 10 ~ 100 (@ — PO
Entdo: det & =L _.5-005%0,5

det 2A=2a-2d —2b-2¢c=4 - (ad —bc)
Logo: det 2A =4 -5 =20

alternativa d

Compreensao de texto

1. De acordo com os quadros a seguir.

A|B|C|D|E|[F|[G|[H|IT|J|K|LIM[N[O|P|Q|R T V| W Y| Z
DIE|F|G|H|I|[J|K|L[M|N|O|P|Q S| T|U|V[W z B
I'{D|U|H|P|R|V|X|[P|D|I|H|V| W|D]|V U|S|U|H|V S|D|U|D M| R
FIA|R|EIM|O|S|U|M|A|F|E TI|A U|lR|P E|S P O|J|O|A]|O

A frase decodificada é:
FAREMOS UMA FESTA SURPRESA PARA O JOAO.

2. Separamos as letras em pares, ordenadamente conforme a escrita.

SO RR IA

Depois, formamos as matrizes do tipo 2 X 1 com os pares de letras e o quadro de

correspondéncia numeérica.

SO RR IA

[ )1068))(7)

Multiplicamos a matriz A pelas matrizes do tipo 2 X 1.

(23] (][]
(23] (5] - (=]
(+3):(2)=(2)

Como todos os elementos das matrizes produtos sao maiores do que 26, usaremos

os restos da divisao desses elementos por 26.

No quadro a seguir, temos os elementos com os seus restos e as letras conforme o

quadro de correspondéncia numérica.

elementos 186 163 180 162 82 65
restos 4 7 24 6 4 13
cifras D G X F D M

Portanto, a palavra SORRIA ficou codificada como DGXFDM.




3. Primeiro, separamos as letras em pares e determinamos

o correspondente numérico de cada letra.

D G X F D M

4 7 24 6 4 13

Depois, formamos matrizes do tipo 2 X 1 com os nume-
ros obtidos.

DG XF DM

)] ()

Agora, multiplicamos a matriz de cada alternativa pelas
matrizes obtidas do tipo 2 X 1 para decodificar a palavra.

—
N oA
~—

Matriz da alternativa a:
Par de letras DG.

(2 (2)-(2)

Resto da divisao de 40 por 26: 14.
18 5 Re 14 - N

Paramos no primeiro par porque as letras decodificadas
foram R e N, diferentes de S e O da palavra SORRIA.
Matriz da alternativa b:

Par de letras DG.

12 7) (4 (97

23 14) (7 ) (19
Resto da divisao de 97 por 26: 19.
Resto da divisao de 190 por 26: 8.

19 5Se8—->H

Paramos no primeiro par porque a segunda letra decodi-
ficada foi H, diferentemente da segunda letra da palavra
SORRIA.

Matriz da alternativa c:
Par de letras DG.

12 7 | . |4 | _ 97

23 15 7 197
Resto da divisao de 97 por 26: 19.
Resto da divisao de 197 por 26: 15.

19 5Sel5—>0
Par de letras XF.

(2=

Resto da divisdo de 330 por 26: 18.
Resto da divisao de 642 por 26: 18.
18 > Re 18 - R
Par de letras DM.

(2] (=)

Resto da divisao de 139 por 26: 9.
Resto da divisao de 287 por 26: 1.
9-lel 5A

Com os produtos feitos, decodificamos a palavra DGXFDM
e obtemos a palavra SORRIA.
alternativa c

. Primeiro, separamos as letras em pares e determinamos

o correspondente numeérico de cada letra.

A J J Q W E E \' E R

1 10 10 17 23 5 5 22 5 18

Depois, formamos matrizes do tipo 2 X 1 com os niime-
ros obtidos.

AJ JQ WE EV ER

VR
)
ol %
Ne—

15 12

Multiplicamos a matriz
21 5

] pelas matrizes obtidas

do tipo 2 X 1 para decodificar a palavra.

Para o par de letras AJ:

FHIREY €

Resto da divisao de 135 por 26: 5.
Resto da divisao de 71 por 26: 19.

5-5Eel9—>S
Para o par de letras JQ:

ey - ()

Resto da divisao de 354 por 26: 16.
Resto da divisao de 295 por 26: 9.

16 > Pe9 1
Para o par de letras WE:

) ()0

Resto da divisao de 405 por 26: 15.
Resto da divisao de 508 por 26: 14.
15-50e14 >N

Para o par de letras EV:

(Be)(n)-(32)

Resto da divisao de 339 por 26: 1

Resto da divisao de 215 por 26: 7.
1-5Ae7->G
Para o par de letras ER:

ER IR

Resto da divisao de 291 por 26: 5.
Resto da divisao de 195 por 26: 13.

5—->Eel3—>M

Com a decodificacao da palavra AJJQWEEVER, obtemos
a palavra ESPIONAGEM.



= Capitulo 2 - Sistemas lineares

Exercicios propostos

1. a) Substituindo x por 1, y por 3 e z por 2 na equacao

dada, obtemos: 2+ 1 + 3 + 32 = 11, que é uma
sentenca verdadeira.

Logo, o terno ordenado (1, 3, 2) é solucao da equacao
linear 2x + y + 3z = 11.

b) Substituindo x, y e z por 2 na equacao dada, obtemos:
2+2+ 2+ 3-2 # 11; portanto, a equacao linear nao
€ satisfeita.

Logo, o terno ordenado (2, 2, 2) nao € solucao da

equacao 2x + y + 3z = 11.

. Para que o par ordenado (3, k) seja solucdo da equacgao
dada, devemos ter:

2x + 3y = 12
2:3+83-k=12
6 + 3k =12
k=2

Logo, se k = 2, o par (3, k) € solucao da equacao
2x + 3y = 12.

. Respostas possiveis:
Os ternos (0, O, 0), (1, —1, —1), (1, 1, B) e (—2, 2, 2) sao
solucdes da equacao 2a + 3b — ¢ = 0.

. Substituindo x por 3 e y por % na equacao x — 3y = 1,

obtemos: 3 — 3 - % = 1, que é uma sentenca verdadeira.

Substituindo x por 3 e y por % na equacao x + 3y = 5,

obtemos: 3 + 3« % = 5, que € uma sentenca verdadeira.

Logo, (3, %) € solucao comum das duas equacoes dadas.

. Resposta pessoal.
. Para o ponto A = (% 1), temos:

a-(%)er:l m

Para o ponto B = (1, 2), temos:
a1+b=2 (1)

Devemos resolver o sistema formado pelas equacaes (1) e (I):

a
2 | p
3

a +b =2

Multiplicando a equacao (I) por (—3) e adicionando as
duas equacoes, obtemos:

—d—3b =-3
A+ b = 2
= -1
2b =—-1=b 5

Substituindo b por % em (II), obtemos a = % .

_38 cp L
Logo,a—zeb 5

. Da sentenca (2x +y) * (—x +3y) =0, temos 2x + y = 0

ou —x+3y = 0.
Com essas equacoes, formamos o sistema:

2x + y=0 (I
—x + 3y=0 (I

Multiplicando a equacao (II) por 2 e adicionando a equacgao
obtida, membro a membro, a equacao (I), temos:

24+ y=0
—2£ +6y=0
7y =0

Assim, y = 0 e, substituindo y por O na equacao (I),
temos:
2x+0=0=>x=0
Portanto, S = {(0, 0)}.
Comentario: Se julgar necessario, diga aos alunos que
uma equacao do tipo A - B = 0 tem solucao igual a solucao
A=0

do sistema { B=0"

. Areta r passa pelos pontos (2, 0) e (0, —1).

Entao: m+2-2:-0=2=2m=2=m=1

A reta s passa pelos pontos (6, 0) e (0, 1).
Entao:0+n-1=6=n==6

O ponto P pertence a reta re a reta s; logo, suas coorde-

nadas constituem a solucao do sistema:

x-2y=2 (D
x+6y=6 (II)

Vamos multiplicar a equacao (II) por (—1) e adicionar a
equacao obtida, membro a membro, a equacao ().

X -2y= 2
-X -6y=-6
-8y=-4

Assim, y = % e, substituindo y por % em (I), temos:

xX—2- =2 =x=3

1
2

Portanto, P (3, %) m=1len=6.

x—y=0
Tlx+y=2

a) Respostas possiveis:
Parax —y = 0:
0,0, (1, 1), (=2, =2)
Parax + y = 2:

(1, 1), (2, 0), (0, 2)




10.

11.

12.

13.

b)x-y=0
X y
Y xX+y=2 al . x-y=0
il | 2

x+y=2 % : %
x |y 0/, 1 2
12 4 x

0 2
2 0

c) A solucao grafica do sistema é o ponto de intersec¢ao
das retas, ou seja, S = {(1, 1)}.
Comentdrio: Avalie a conveniéncia de explorar mais o exer-
cicio pedindo aos alunos que tracem, no plano cartesiano,
uma reta paralela ao eixo y pelo ponto (3, 0). Em seguida,
eles devem identificar que ponto dessa reta € solucao da
primeira equacao do sistema e que ponto dela é solucao
da segunda equacdo. Por fim, devem verificar que as coor-
denadas desses pontos satisfazem as respectivas equacoes.

Sendo x o numero de meninas e y o nimero de meninos,
representamos o problema com o sistema:

2(x-95=y 2x-y =10 (I)

{y—7=x—5 {—x+y=2 (ID

Multiplicamos a equacao (II) por 2 e adicionamos a equa-
cao obtida, membro a membro, a equacao (I):

2% - y=10
-2X+2y=4
y=14

Substituimos y por 14 em (I):
2x-14=10=>2x=24=x=12

Assim, x + y = 26.

Portanto, no total, 26 alunos faziam prova nessa sala.

Chamando de x o tipo de leite com 2% de gordura e de y
o tipo com 4% de gordura, podemos formar o sistema:

x;y=80 £ {x+ y= 80 (1)
4 = B . o E
50 X" To0 YU=To0 80  (2x+4y =200 (p

Multiplicamos a equacao (I) por (—2) e adicionamos a
equacao obtida, membro a membro, a equacao (II):

-2% -2y =-160
25 +4y = 200
2y= 40

Assim, y = 20 e substituindo y por 20 em (II), obtemos:
2x+4+20=200=2x =200-80= x =60

Portanto, foram misturados 60 ¢ de leite com 2% de gor-
dura e 20 ¢ de leite com 4% de gordura.

Resposta pessoal.

Comentario: Caso haja dificuldades, sugira aos alunos
que elaborem sistemas que tenham resolucao simples.
Por exemplo, x + y = 6 e x — y = 2. Nesse caso, temos
como solucao o par (4, 2).

a) { X y=3
2x +3y=6
Resolvendo o sistema, obtemos x =3 ey = 0.
Logo, o conjunto solucdo € S = {(3, 0)}, isto €, o sistema
tem uma unica solucao.
Portanto, o sistema € possivel e determinado (SPD).

14.

15.

b) { x— y=3
2x—2y =6
A segunda equacao € equivalente a primeira (basta
multiplicar por 2 todos os termos da primeira para
obter a segunda). Algumas das infinitas solugdes
desse sistema sao (4, 1), (1, —2), (3, 0), (0, —3), (5, 2),
(—3, —6) e (—1,5; —4,5). Note que essas solucdes sao
do tipo (3 + o, 0), com o € R.

Logo, S={(3 + o, a) | o € R}, e esse sistema € possivel
e indeterminado (SPI).

c X y=3
—-3x +3y=9
Resolvendo o sistema, obtemos:
3% -34=9
-3 +39=9
Ox + Oy = 18 = 0 = 18 (sentenca falsa)
Nao ha valores reais para x e y que tornem a sentenca

verdadeira. Portanto, S = ), o sistema € impossivel
(SD).

) x=3+y
y=x—3

O sistema € equivalente a:

x—y=3

x—y=3
Ou seja, as duas equacoes sao idénticas. Algumas das
infinitas solucoes desse sistema sao (4, 1), (1, —2),

(3, 0) e (5, 2). Note que essas solugdes sao do tipo
(8 + o, 0), com o € R.

Logo, S={(3 + a, o) | o € R}, e esse sistema € possivel
e indeterminado (SPI).

Comentario: Explore o exercicio pedindo aos alunos as
determinacoes das solugcdes dos sistemas por meio de
um software de construcgodes de graficos. Abordagens que
relacionam as resolugdes algébricas com as geométricas
podem facilitar o entendimento da teoria.

X =2 x=2
x +2y =8 = y=3
3x—2y+ kz=0 kz=0

a) Se k = 0, temos um SPI.
Fazendo z = o, o. € R, as infinitas solugdes do sistema
sao da forma (2, 3, o).

b) Se k # 0, temos um sistema possivel e determinado
cuja solucao para o sistema € (2, 3, 0).

a) Multiplicamos a primeira equagao por (—2) e a segunda
equacao por 3 e somando as equacdes obtidas, membro
a membro, obtemos:
-12% - 69 =—-2a
{ 125 + 64 = 15
Ox + Oy =—-2a + 15
Ou seja, o sistema s6 € possivel e indeterminado se:

—2a+ 15=0:>a=%
15
6x + 3y = —
Paraa = % temos Y 2
4x+2y =5
5 — 20
Paray=oc,temos:4x+20g:5:>x:T



Assim, o conjunto solucéo do sistema pode ser dado por

S= {(E’jTQ“ otj|(x € \R}.

b) Do item a, podemos observar que uma equacao é
multipla da outra. Assim, podemos concluir que nao
existe um valor de a que torne o sistema possivel e
determinado.

16. Atribuimos incégnitas as substancias:
aH, + bO, — cH,0
Primeiro, determinamos as equacdes:
Hidrogénio:
2a=2c=>a=c
Oxigénio:
2b=c

Em seguida, obtemos o sistema e o resolvemos:
@=c
=>a=2b=c
2b=c

Logo, o sistema € possivel e indeterminado.

Fazendo ¢ = o, temos a seguinte solucdo geral para o

2

valores inteiros para balancear a equacao, fazemos o. = 2 e
substituimos os valores do terno (2, 1 e 2) pelas incognitas
a, b e c, respectivamente e obtemos:

2H, + O, — 2H,0

. 1 .
sistema: S = {(oc, — 0,0 |r. Como precisamos dos menores

17. Resposta pessoal.

Comentario: Para que o sistema do exercicio 15 seja im-

possivel, devemos ter a # %

x+2y=5

3y=6

3x—y=m
18. S, = e S,=
! x+ty=n

Resolvendo S|, obtemos x = 1 ey = 2.

Logo, (1, 2) € solucdo de S,.

Como S, e S, devem ser sistemas equivalentes, entédo
(1, 2) também deve ser solucido de S,.

Substituindo x por 1 e y por 2 em S,, obtemos:

m=3:-1-2 m=1
—9
n=1+2 n=3
Logo, os sistemas S, e S, serdo equivalentes para
m=1len=3.

19. Como o sistema € homogéneo, temos:

a—2=0 a=2
2a+c=0 = jc=—-4
a+2b—c=0 b=-38

Logo,a=2,b=—-3ec= —4.

& =il 3-1 1 7
20.a)N=|1 0 2|eM=|1 0 2 10
1 1 1 1 1 1 3

b)

21. a)

22. a)

No[23 0), ,_[23 05
1 1-2 11-2 2

x+2y+5z=-1 2x+7y=-1
3x—2y+az=a DX =2
x4y Z= x+ty=5

3x +t2y—z=2 —PRS o &Y S =
B 4 Ay — 3z = 5 b) <x -4y +7z=0
x Y z= 5x —6z=3

23. Substituindo x por % e y por L ha equacao matricial

B)

dada, obtemos:

E

2 .

6 -

¢

7@

5

_5.
-5
L ,eg. L
PR

5. L
7-#—(5) 5

)= (e)

A igualdade acima é uma sentenca verdadeira.

Portanto, (L l) € solucao da equacao matricial dada.

24. a)

b)

c)

2’ 5

Substituindo x, y e z por 1, obtemos:

1 11 i _ (o
1 -1 2 ~lo
1

A +1-1+1-1 _0
1:1+(-1-1+2-1] (0
3) (O
2) o
A igualdade acima é uma sentenca falsa.

Logo, (1, 1, 1) nao € solucao da equacao matricial dada.

Substituindo x, y e z por O, obtemos:

(3ol 6)
1 -12) | 0
[1-o+1-0+1-0

_ (0
1-0+(-1)-0+2-0 0

A igualdade acima é uma sentenca verdadeira.

Logo, (0, 0, 0) é solucao da equacao matricial dada.

Substituindo x por (—3), y por 1 e z por 2, obtemos:

1 11 (0
1 -1 2] “lo
1:(-3)+1-1+1-2 ) (0
1-(-3)+(-1-1+2-2) |0

-3

A igualdade acima € uma sentenca verdadeira.
Logo, (—3, 1, 2) é solucao da equacao matricial dada.



d) Substituindo x por 3, y por (—1) e z por (—2), obtemos:
1 1 1 _ (o
1 -1 2 o

1:3+1-(-1+1:(-2) ) (0
13+ -1D+2-(-2)) |0

A igualdade acima € uma sentenca verdadeira.

3

Portanto, (3, —1, —2) € solucao da equacao matri-
cial dada.

e) Substituindo x por (—1), y por 1 e z por 0, obtemos:
1 11 B 0
1 -1 2 ~lo
1-(-1)+1-1+1-0 _O
1--D)+(D-1+2-0] |0

2+ (o

A igualdade acima € uma sentenca falsa.

-1

Logo, (—1, 1, 0) ndo € solucao da equacao matricial dada.

Portanto, os ternos das alternativas b, ¢ e d sao solucoes
da equacao dada.

Comentdario: Se julgar oportuno, comente com os alu-
nos que o sistema representado pela equacao matricial
nesse exercicio € homogéneo. Portanto, o item b é a sua
solucao trivial.

25. Resposta pessoal.

26. a) [1 1] C [X] = {10]
01 Yy 8
x+y=10 _
{ - >x=2

Portanto, S = {(2, 8)}.

1 1
b) (O

1 6
11 =|5
0 01 3

N © %

X+ y+z=6
y+z=5=y=2ex=6-2-3=1
z=3

Portanto, S = {(1, 2, 3)}.

Comentario: Caso necessario, retome esse exercicio
quando abordar sistema escalonado. Comente, entao,
com os alunos que as equacdes matriciais, como as que
aparecem nessa questao, isto €, do tipo A, X, | =
= B, ,, em que os elementos de A sao dados por a, = 0,

se i > j, sao associadas a sistemas na forma escalonada.

x—y=0
27.512{ o =>x=1ley=1

xty=2
_Jax+by=1 a+b=1 —0eb=1
27 bx —ay =1 b—a=1 2 47Y¢P7

Portanto, para que os sistemas sejam equivalentes, de-
vemos tera=0e b = 1.

28.

29.

30.

31. a

2 5 x) (9
3 -2 y) |4
O sistema correspondente a essa equacao matricial é:
2x + 5y =9
3x—-2y=4
Resolvendo esse sistema, obtemos o conjunto solucao
S={2, Dk
Substituindo x por 2 e y por 1 em

(75) ()G e
(2 5)0)-6

Resolvendo, obtemos:

(2m+5j_(oj {2m+5:0 m=-2
= = = 2
8—-n 5 8-n=5 n=3

Portanto, para que essas equacoes matriciais repre-
sentem sistemas lineares equivalentes, devemos ter
5
== = 3.
m 5 en
-x—-2y— z=1 (G)
y+2z=0 (H)
6z=6 (I)

S; =

Pela equacao (I):

6z=6=>2z=1

Substituindo z por 1 na equacao (H), obtemos:
y==2-1

y=-—-2

Substituindo z por 1 e y por (—2) na equacao (G), obtemos:
s — 2-(-28 1 =1

x =2

Logo, a solugao de S, € (2, —2, 1).

Substituindo x por 2, y por (—2) e z por 1 nos sistemas
S, e S,, obtemos:

—2—-2-(-2)—-1=1 (verdadeira)
2:2+5-(-2)+4-1=-2
3:2+2:(-2)+1=3

S, = (verdadeira)

(verdadeira)
-2-2:-(-2)-1=1
—-2+2+1=0 (verdadeira)
—-4:(-2)-2-1=6

(verdadeira)
S, =
(verdadeira)

Logo, (2, —2, 1) também € solucao de S| e S,.

Resposta pessoal.

Comentario: Esse tipo de exercicio faz com que o aluno
seja um sujeito ativo na troca do conhecimento. Direcione
para que haja discussoes sobre os sistemas apresentados
e a maneira como foram resolvidos. Se julgar necessario,
peca a alguns alunos que escrevam os seus sistemas e
as respectivas resolucdes no quadro.

-3x+by=-11 (I)
) { 2y=-2 (I
Da equacao (II), obtemos y = —1.
Substituindo y por (—1) na equacao (I), obtemos x = 2.
Assim, S = {2, —1)}.
Portanto, o sistema é possivel e determinado (SPD).

3x-y+z=3
b) y-z=0



O sistema possui duas equacgdes e trés incognitas.
Se o sistema admite solucdo com z = o, com ¢ €R,
temos:

3x-y+a=3()
y—o=0()

Da equacao (II), obtemos y = a. Substituindo y por o
na equacao (I), obtemos: 3x-o+a=3=>x=1
Atribuindo valores reais a o, obtemos solucoes do siste-
ma. Em particular, para o = 2 obtemos o terno (1, 2, 2)
que satisfaz o sistema. Assim, a solucao do sistema é
S={1,0 0 |aeR}

Como o representa um numero real qualquer, o siste-
ma tem infinitas solucoes.

Portanto, o sistema € possivel e indeterminado (SPI).

x+ y- z=2()

c) -2y+ z=38 (D)
-4z =4 (11D
Da equacao (III), obtemos z = —1. Substituindo z por

(—1) na equacao (II), obtemos y = —2. Substituindo y

e z por (—2) e (—1), respectivamente, obtemos x = 3.

Assim, S = {(3, -2, —1)}

Portanto, o sistema € possivel e determinado (SPD).
d |x+ = z==%

y+3z=1
O sistema possui duas equacgdes e trés incognitas.
Se o sistema admite solucao com z = o, com o € R,

temos:
x+2y— a=-2()
y+3o0= 1 (1)

Da equacao (II), obtemos y = 1 — 3a. Substituindo y
por (1 — 30) na equacao (I), temos:
x+2(1-30)-a=-2

X+2-60-0=-2

x=70-4

A solucao do sistema € do tipo (70 —4, 1 — 3a, o).
Atribuindo valores reais a o, obtemos solucoes do

sistema. Em particular, para oo = 1 obtemos o terno
(8, —2, 1) que satisfaz o sistema.

Assim, a solugao do sistema é S = {(7oo. —4, 1 — 3o,
0) | « R}

Como o representa um numero real qualquer, o siste-
ma tem infinitas solucgoes.

Portanto, o sistema € possivel e indeterminado (SPI).
xX+y=5
32. a) { "
2x —y=1
Conservamos a primeira equacao.
Multiplicamos a primeira equacao por (—2) e a adicio-
namos a segunda.
Assim, temos o sistema original escalonado:

x+y=5 ()
-3y =-9 (1)

Da equacao (II), obtemos y = 3.
Substituindo y por 3 na equacao (I), obtemos x = 2.
Logo, S = {(2, 3)}.

) 2x + 2y =4
x—3y=6

Para simplificar, escrevemos o sistema equivalente:

x—3y=6
2x +2y =4

Conservamos a primeira equacao.

Multiplicamos a primeira equacéao por (—2) e a adicio-
namos a segunda.

Assim, temos o sistema original escalonado:

x—3y=6 ()
8y = —8 (II)

Da equacao (II), obtemos y = —1.
Substituindo y por (—1) na equacao (I), obtemos x = 3.

Logo, S = {(3, —1)}.

) 4x — 2y =34
x +6y=2

Escrevendo o sistema de forma equivalente, temos:

x +6y=2 (I)
4x — 2y =34 (II)
Conservamos a primeira equacao.

Multiplicamos a primeira equacao por (—4) e a adicio-
namos a segunda.

Assim, temos o sistema original escalonado:
{x +6y=2 (I
—26y = 26 (1)
Da equacao (II), obtemos y = —1.
Substituindo y por (—1) na equacao (I), obtemos x = 8.

Logo, S = {(8, —1)}.

) x+ y=—-4
3x —2y=3
Conservamos a primeira equacao.

Multiplicamos a primeira equacao por (—3) e a adicio-
namos a segunda.

Assim, temos o sistema original escalonado:
x+y=-41()
—5y =15 (II)
Da equacao (II), obtemos y = —3.

Substituindo y por (—3) na equacao (I), obtemos
x=—1.

Logo, S ={(-1, —3)}.
x+ y=4

33. a) xX— y=-2

5x +2y =11
Conservamos a primeira equacao.

Multiplicamos a primeira equacéao por (—1) e a adicio-
namos a segunda.

Multiplicamos a primeira equacao por (—5) e a adicio-
namos a terceira.

x + =4
E x+y=4 (@
-2y =-6 =
—y=-3 ()
-3y =-9

Da equacao (II), obtemos y = 3.

Substituindo y por 3 na equacao (I), obtemos x = 1.

Logo, S = {(1, 3)}, e o sistema é SPD.



b) (9 + y=3
-x+2y =-38
x— y=1

Escrevemos o seguinte sistema equivalente:

x— y=1
2x+ y=38
-x+ 2y =-3

Multiplicamos a primeira equacao por (—2) e a adicio-
namos a segunda.

Adicionamos a primeira equacao a terceira.

x—y=1
Sy=1
y=-2

Como pela segunda equacao obtemos y = % e, pela

terceira, obtemos y = —2, o sistema nao admite solucao.

Logo, S = J, e o sistema € SI.

x+ y+ z=0
c)12x +3y +3z=3
3x t+4y +4z=4

Conservamos a primeira equacao.
Multiplicamos a primeira equacao por (—2) e a adicio-
namos a segunda.
Multiplicamos a primeira equacao por (—3) e a adicio-
namos a terceira.
x+y+z=0
yt+z=3
ytz=4

Multiplicamos a segunda equacao por (—1) e a adicio-
namos a terceira.

x+y+z=0
y+z=3
Oy+0z=1

Como a terceira equacao € uma sentenca falsa, o sis-
tema nao admite solucgao.

Logo, S = &, e o sistema € SI.

x+ y+ z=1

d)i2x+ y+2z=0

P2y 2z =1
Conservamos a primeira equacao.

Multiplicamos a primeira equacéao por (—2) e a adicio-
namos a segunda.

Multiplicamos a primeira equacao por (—1) e a adicio-
namos a terceira.

x+ty+ z=1
—y+0z=-2
y+ z=0
Escrevemos o seguinte sistema equivalente:
x+z+y=1
z+y=0
—y= -9

LXVIII

Da terceira equacao, obtemos y = 2.

Substituindo y por 2 na segunda equacgao, obtemos
z = -2,

Substituindo y por 2 e z por (—2) na primeira equacao,
obtemos x = 1.

Logo, S = {(1, 2, —2)}, e o sistema é SPD.
) —Xx+2y—z=-2
2x+ y+z=138
Conservamos a primeira equacao.

Multiplicamos a primeira equacao por 2 e a adiciona-
mos a segunda.

X+ 2y—z=-2
5y—z=9

O sistema possui duas equacodes e trés incognitas.
Se o sistema admite solucao com z = a, a real, temos:

—Xx+2y—o=-2
S5y—-—a=9

Da segunda equacao, obtemos y = € substi-

9+
5

tuindo esse valor de y na primeira equacao, obtemos

28 — 3a

5

A solucao do sistema € do tipo (% EHTOC

Atribuindo valores reais a o, obtemos solucoes do

sistema. Em particular, para oo = 1 obtemos o terno

(5, 2, 1) que satisfaz o sistema.

X =

> O,

Logo, o seu conjunto solucao é

S — {(@ %Ta’ oc) |0L S \R}, e o sistema é

SPIL

X+ y+ z=4

f)i5x+2y+ z=3

6x+3y +2z=7

Conservamos a primeira equacao.

Multiplicamos a primeira equacao por (—5) e a adicio-
namos a segunda.

Multiplicamos a primeira equacao por (—6) e a adicio-
namos a terceira.

x+ty+ z=4
-3y —4z=-17
-3y —4z=-17

A segunda e a terceira equacoes sao idénticas. Entao,
podemos escrever o sistema equivalente:

x+y+ z=4
-3y —4z=-17

Se o sistema admite solugcao com z = o, o real, temos:

{x+ y+ a=4

-3y —4a=-17
Da segunda equacio, obtemos y = % e, subs-
tituindo esse valor de y na primeira equacao, obtemos
=5
X = b
3



1740
o )
Atribuindo valores reais a o, obtemos solucoes do

sistema. Em particular, para oo = 5 obtemos o terno
(0, —1, 5) que satisfaz o sistema.

A solucao do sistema € do tipo (%5

Logo, o conjunto solucao é

S = {(% %, oc) |o e \R} ,eosistera é SPI.

Exercicios complementares

1.

Substituindo x por 2 e y por kna equac¢ao dada, obtemos:
3k-2 - k-k+40=0

—k?>+ 6k+40=0

k=10ou k= —4

. Usando n para representar o numero de residéncias e x

para representar o nimero de recenseadores, obtemos:

x+102=n
x+100=n — 60
100x = 102x — 60
2x = 60
x = 30

Substituindo x por 30 na primeira equac¢ao, obtemos:
n =30-102

n = 3.060

Logo, ha 3.060 residéncias na cidade.

Substituindo x por 2m e y por (—m) no sistema dado,
obtemos:

2:2m—-(—m)=-5 5m=-5
3m-2m-(m)=5_

m=-1

6m?+m=5_ m=—1oum=%

Dos valores obtidos para m o tnico que satisfaz as duas
equacoes do sistema € —1. Portanto, m = —1.

. Usando r, para representar o raio de atendimento da de-

legacia A, r, para o raio de B e r, para o raio de C, temos:

r, + ;=18
T, +1.=16
ety o =)

Multiplicamos a primeira equacao por (—1) e a adiciona-
mos a segunda:

r, + 15 =18
—Tg +1c=—2
Tl 12

Adicionamos a segunda equacao a terceira:

r, + r; =18

—Tg+ Tc =—2

Da terceira equacao, obtemos r, = 5.

Substituindo r, por 5 na segunda equacao, obtemos
r, = 7. Substituindo r, por 7 na primeira equacao,
obtemos r, = 11.

Logo, os raios de atendimentos das delegacias A, Be C
sao, respectivamente, 11 km, 7 km e 5 km.

5. a) y=2x -6 y=2x—4
X y X y
2 =7 1 =2
3 0 2 0

ADILSON SECCO

b) Os graficos do item a sao duas retas paralelas, ou seja,
nao apresentam pontos em comum. Logo, o conjunto
solucao do sistema formado pelas equacoes € S = J.

Comentario: A classificacao de um sistema linear 2 X 2
composto de duas equacoes apresentadas na forma
y = ax + b pode ser feita comparando o valor do coeficiente
anas duas equagoes e, em seguida, o valor do coeficiente b.

. Chamando de a o preco do sabdo da marca A, b o preco

do sabao da marca B e c o preco do sabao da marca C,
temos:

a= b;c {2a—b—c=0
=
2a+ b+ c=14 2atb+c=14

Adicionando as equacoes, temos:

O preco de trés pacotes de 1 kg do sabao da marca A seria
3+ R$ 3,50, ou seja, R$ 10,50.
alternativa b

6x +2y =4
3x+5y==6
kx+2y=5

Das duas primeiras equacoes, obtemos uma solucao para

i .s= L
o sistema: S {( 3" 1)}

Para que essa solu¢ao seja unica, ela deve ser valida para
a terceira equacao também.

Entao, substituindo x por % e y por 1 na terceira equa-

cao, obtemos:

1 Ic

o ol = L = =
I 3 +2-1=5= 3 3=>k=9

. Substituindo y por 0 no sistema dado, obtemos:

{(k+1)x+0=0 {(x+1)x

(0]
x+A- 0=3 x=3
Da segunda equac¢ao, obtemos x = 3.

Substituindo x por 3 na primeira equacao, obtemos:
A+1)-3=0=>A+1=0=A=-1



9. Sejam x, y e z as quantidades de macas, peras e laranjas,
respectivamente; entao:

x + y + z =10.000
X y VA
= + -z +

50 60 100

X y z =
o | = | + o | = | + . .

x+ y+ z=10.000
6x + by + 3z =42.000
12x + 20y + 3z = 99.000

= 140

x+y+ z= 10.000
-y-3z=-18.000
8y -9z =-21.000
x+y+ z=10.000 (I
-y — 3z =-18.000 (189
—-33z =-165.000 (I11)
Resolvendo o sistema, obtemos x = 2.000, y = 3.000 e
z = 5.000.

Portanto, estao sendo transportadas 2.000 macas,
3.000 peras e 5.000 laranjas.

10. a) x+5y=3
- 2x —3y=>5

Multiplicando a primeira equacao por (—2) e adicio-
nando-a a segunda equacao, temos:

72&71014:76

2x—- 3y= 5
—13y = — D S - 2
13y 1=y 13 ex 13

Logo, o sistema € possivel e determinado (SPD), e

s {5 )}

1
+ — =
pl Xt ZY=2
2x + y=4

Multiplicando a primeira equacao por 2, obtemos:

2x +y=4
=>2xty=4
2x ty=4

Se o sistema admite solucao x = o, o real, obtemos o
valor de y = 4 — 20.

Logo, o sistema € possivel e indeterminado (SPI), e
S={ 4 - 20) |0 ER.

11. Usando me t para representar, respectivamente, o nimero
de manhas e o numero de tardes que durou a viagem e
considerando que a viagem teve tantas manhas quantas
tardes, entao:

e m=t

¢ numero de manhas com chuva: m — 6
e numero de tardes com chuva: t — 3
Assim:

m=t (I)
{(m6)+[t3)5 (1)
Substituindo (I) em (II), obtemos:
m—-—-6+m-3=5=>m=7
Logo, t = 7.

Portanto, a viagem durou 7 dias.
alternativa b

12. Montando o sistema de acordo com o enunciado, temos:
4A + 6B+ 6C + 2D =50 ()
4A + B+ 2C + 3D = 21 (II)
2A + 3B + 3C + D =24 (III)

Multiplicando a equacao (III) por (—2) e adicionando-a a
equacao (I), temos:
4K + 6B + 6C + 2D = 50
4 — BB — 6C — 2D = —48
0=2

Portanto, o sistema € impossivel.
alternativa a

13. De acordo com o enunciado e sendo i a idade da crianca,
podemos escrever o seguinte sistema de equacoes:

i

STr1z Y2 ag+12) —a2
o 60 ldi +12)=60i (D)
i+12
. o . . .. 168 _
(1) 14 + 12) = 42i = 14i + 168 =42i= i = 23 <6
Substituindo i por 6 em (II), obtemos:
d(i+ 12) = 60i= d(6 +12) =60 - 6 = d = % =20

Portanto, a enfermeira devera ministrar uma dosagem de
20 miligramas do medicamento X.
alternativa b

14. O sistema dado € um sistema homogéneo. Logo, admite,
pelo menos, a solucao trivial (O, 0, 0).

Para fazer o escalonamento, escrevemos o sistema
equivalente:

R Gl
3x+2y—-12z =0
2x -3y + 5z =0
Multiplicamos a primeira equacao por (—3) e a adiciona-
mos a segunda.

Multiplicamos a primeira equacao por (—2) e a adiciona-
mos a terceira.

x—-y+ z=0
5y — 15z=0
-y+ 3z=0

Multiplicamos a segunda equacao por (%) e a adiciona-

mos a terceira.
x—y+ z=0

5y —15z=0

Se o sistema admite solucdo com z = o, o real, temos
y = 3o e x = 2aq.

A solucao do sistema € do tipo (20, 30, o). Atribuindo
valores reais a o, obtemos solucdes do sistema. Em par-
ticular, para oo = 1 obtemos o terno (2, 3, 1) que satisfaz
o sistema.

Portanto, S = {(2a, 3o, o) | o ER}.

Assim, o sistema original escalonado é: {

x+2y+3z=1
15. {2x + 4y + 62z =2
3x +6y+9z=4
Escalonando o sistema, temos:
x+2y+3z=1
Ox +0y+0z=0=0=0
Ox +0y +0z=1= 0=1 (falso)

Portanto, o sistema € impossivel.
alternativa c



x + 2y =1
16. a) 3y+3z=-1
-y =9
Da terceira equacgao, obtemos y = —2.

Substituindo y por (—2) na segunda equacao, obtemos
B

z= 3 e, na primeira equacao, obtemos x = 5.

Logo, S = {(5 —2, i)}
3
ut+x+y+z=6
==Y +rz=0
b) —yt+tz=1
—z=-3

Da quarta equacao, obtemos z = 3.

Substituindo z por 3 na terceira equacao, obtemos
y=2.

Substituindo z por 3 e y por 2 na segunda equacao,

obtemos x = 1.

Substituindo z por 3, y por 2 e x por 1 na primeira
equacao, obtemos u = 0.

Logo, S = {(0, 1, 2, 3)}.

a+2b+c=10
c)da+b—c=-1
2a —3b + 2c =13

Adicionando o oposto do dobro da primeira equacao a
terceira, obtemos b = 1.

Em seguida, substituindo b na primeira e segunda
equacoes e adicionando a primeira a segunda, obtemos
a=3.

Finalmente, substituindo a e b na segunda equacao,
obtemos ¢ = 5.

Logo, S = {(3. 1, 5)}.

17. Seja x a quantidade de amendoim, y a quantidade de
castanha-de-caju e z a quantidade de castanha-do-para,
todas elas em quilograma.

a) Considerando que o quilograma do amendoim custa
R$ 5,00, o da castanha-de-caju custa R$ 20,00 e o da
castanha-do-para custa R$ 16,00, temos:

5x + 20y + 16z = 5,75 (I
Como cada lata deve conter meio quilograma da mis-

tura, temos:

x+y+z:%:>2x+2y+22:1 (11

Como a quantidade de castanha-de-caju deve ser
um terco da soma das quantidades das outras duas,
temos:

_x+tz
y 3

x—3y+z=0 (IlI)

Com as equacoes (I), (I) e (III), obtemos o sistema:
5x + 20y + 16z = 5,75

2x+ 2y+ 2z=1

x— 3y+ z=0

18.

b) No sistema obtido no item a, trocando de lugar a pri-
meira e a terceira equacoes, temos:

5x + 20y + 16z = 5,75

2x + 2y + 2z =1

x—-— 3y+ z=0

x— 3y+ z=0 ()
2x + 2y + 2z =1 (I1)
5x + 20y + 16z = 5,75 (III)

Multiplicando a equacao (I) por (—2) e adicionando a
equacao (II); em seguida, multiplicando a equacéao (I)
por (—5) e adicionando a equacao (III), temos:

x— 3y+ z =0
Ox + 8y + Oz 1
Ox + 35y + 11z = 5,75
x—-3y+ z=0
Ox +8y + 0z=1
Ox + Oy + 11z= 1,375

Assim, obtemos z = 0,125, y = 0,125 e x = 0,25.

Logo, a quantidade de amendoim € 0,250 kg ou 250 g,
a de castanha-de-caju € 0,125 kg ou 125 g e a de
castanha-do-para € 0,125 kg ou 125 g.

Comentdrio: Nessa atividade e em outras, igualmente
contextualizadas, € interessante observar a importancia
do estudo de sistemas como instrumento da resolucao

de problemas do dia a dia.

2x+3y +tz+t =4
B SUEEEZ— =)

2y +z =0
—x WA+ 2t = 6

Dividimos a primeira equacao por 2.

gke—  &jar B — t=
2y + z =
-x- y + 2t =

Multiplicamos a primeira equacao por (—3) e a adiciona-
mos a segunda.

Adicionamos a primeira equacao a quarta.

3

1 1
+ Sy +—z+ =t =
X 2y 2z 2t 2
215 1, 5, __
2y 22 2t 1
2y + z =0
1 1 B
—y+=z+ =t =
Yt gzt ot

+ 2y + —z+=—t=
X 2y 2z 2t 2
_15, 1, 5, __
) y 22 Zt 1
2y +  z 0
=7 7
Da quarta equacao, obtemos y = —1.

Substituindo y por (— 1) na terceira equacao, obtemos z = 2.
Substituindo y por (—1) e z por 2 na segunda equacao,
obtemos t = 3.
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Finalmente, substituindo y por —1, z por 2 e t por 3 na primeira equacao, obtemos x = 1.
Logo, S = {(1, -1, 2, 3)}.
2 =gt [2r=(22)"""  [2v=2%"° (x=3y+3
19. = = _g
9v=3""° " |(32)=gx° |3¥=3" 2y=x-9

Reescrevendo esse ultimo sistema de forma conveniente:

x—3y= 3
—x+2y=-9

Adicionando as duas equacéoes, membro a membro, obtemos:

x—-3y=3
—x+2y=-9 *
—y=—-6=>y=6ex=21

Logo, S = {(21, 6)}.

20.

3_g

v 2v + 3u = 8vu u—v=uv

1 ~ lo—u=-vu 3u + 2v = 8uv
v

Multiplicamos a primeira equacgao por (—3) e a adicionamos a segunda.

u—ov=uv
5v = 5uv

Sabendo que u # 0 e v # 0, obtemos:

1
=1 = =
u ev=

Logo, S = {(1 %)}

21. Como o sistema € possivel e ndo admite uma solucao trivial ele € SPD ou SPI e k # O.
Dividindo a primeira equacao por (—2) e adicionando a equacao obtida a terceira equa-
cao, temos:

2x+ yt+4dz=k
3x+2y+bz=k
Ox + Oy +Oz=k2—§
Na terceira equacao, obtivemos O no primeiro membro. Assim, para que o sistema seja
SPI, devemos ter: k?*— % =(0) =3 k(k - %) = 0. Do enunciado temos que k # 0. Logo,

1

1
k- g

SO lc = >

22, a){xfmyzlfm
1+mx+y=1
Da segunda equagao, obtemos o valor de y:
l+mx+y=1=>y=1-01+m)x
Substituindo y na primeira equacao, temos:
x—m[l-(1+m)x]=1—-m
x—m+mx+m?>x=1-m
xm*+m+1)=1
Se m? + m + 1 # 0, x tera um unico valor para cada numero real m:

1

X:27
m- +m + 1

Vamos considerar a fun¢do quadratica
fm)=m?+ m+ 1.



Como a parabola, que é grafico de f, tem concavidade voltada para cima e
A = =3 < 0, um esboco do grafico é:

ADILSON SECCO

O O ®

m

Isso significa que f(m) nunca se anula, ou seja, para cada valor real de m, x é tinico.
Consequentemente, y e o par (x, y), solucao do sistema, também sao unicos.

b) Para que o valor de x seja o maior possivel, f(m) deve ter um valor minimo. Isso ocorre
quando m assume o valor da abscissa do vértice da parabola, grafico de f.

Autoavaliacao

1. Somente a equacao y — z = 0 compoe um sistema linear 2 X 3 com 2x + 2y = 2.
alternativa a

2. A solucao de um sistema linear 2 X 2 possivel e determinado sao as coordenadas do
ponto de interseccao entre duas retas concorrentes.
alternativa e

3. A solucao do primeiro sistema € (4, 1). Substituindo x por 4 e y por 1 na primeira equacao
do segundo sistema, obtemos:
2-4+1l=a=a=9
alternativa c

4. Todo sistema linear homogéneo € SPD ou SPI.
alternativa a

5. a+3=0=a= -3
alternativa d

o 2 3\(x) (2
11 o4a)ly) (1
2x + 3y =2
x+4y=1
alternativa b

7. No primeiro sistema, vamos trocar as equacdes de lugar para que a primeira tenha 1
como coeficiente de x.

2x+ y— z=3 x+ y+2z=10
4x — 2y =5 =312x4+ y- z=3
x+ y+2z=10 4x — 2y =5

Escalonando o sistema obtido, obtemos o segundo sistema dado.

x+y+2z =10 x+y+2z=10
P oz =By — y + 5z =17
—6y — 8z =-35 22z =67

Portanto, os sistemas sao equivalentes.
alternativa b

A+B=55=B=55-A(])
8. ;/A+C=50= C=50—-A (I
B+ C=45= B + C =45 (II)

Substituindo B e C na equacao (III) por (55 — A) e (50 — A), respectivamente, temos:
55— A+ 50— A=45

—2A = -60

A =30

Assim, B = 25 e C = 20.

A+B+C=75

Portanto, a soma dos precos dos artigos A, B e C é R$ 75,00.

alternativa c
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9. Representando cada preco pela letra inicial do nome de cada peca, temos o seguinte

sistema:
20+ 2f =130
20 + 2¢c = 256

10+ 1f+ 1c =143

Escalonando o sistema, temos:

t+f+ ¢ =148
-2f =-30
—2c =-156
De —2c = —156, obtemos ¢ = 78.
Portanto, o preco unitario da colcha é R$ 78,00.
alternativa c

Compreensdo de texto

1. Energia, carboidratos, proteinas e gorduras totais.

2. a) O sistema tem 4 equacgdes e 6 incégnitas.
b) No sistema, cada equacao corresponde a um nutriente, e cada incégnita, a um alimento
(x, representa o arroz, x, representa o feijdo, x, representa o frango, x, representa o
suco, x, representa o pao e x, representa a margarina).

3. Como temos apenas 4 equacdes para 6 incognitas, podemos dizer que o sistema € pos-
sivel e indeterminado.

alternativa b

x,—0,33x5 + 0,17x5 = 0,19

4 X, +0,07x5; — 1,68x5 = —8,05
" ]x;+ 0,25x5 + 0,83x5= 9,16

x, + 1,24x5 + 0,45x5 = 11,60
x;=0,19 + 0,33x5 — 0,17x4

X, =—8,05 - 0,07x5 + 1,68x4
XxX3=9,16 — 0,25x5 — 0,83x4

x, = 11,60 — 1,24x5 — 0,45x4

x;=0,19 + 0,33x5 — 0,17x4 (D)
> = 3
5. Temos: | 2 8,05 — 0,07x5 + 1,68x¢ (II)

x3=9,16 — 0,25x5 — 0,83x¢ (III)
x, = 11,60 — 1,24x5 — 0,45x4 (IV)

O

Como x, = 0, temos:
0,19+0,33x5-0,17x5 =0
0,19+ 0,33x5 = 0,17x,
0,17x < 0,33x5+ 0,19

033 019
017 =t 0,17

B <

(1)
Como x, = 0, temos:

-8,05-0,07x5 +1,68x; =0
1,68x4 = 0,07x; + 8,05
0,07 8,05
=0 )
¥~ 768 " 168
(II1)
Como x; = 0, temos:

9,16 - 0,25x; — 0,83x5 =0
9,16 - 0,25x; = 0,83x,
0.83x, < —0,25x; +9.16
025 916

=_
X6 ="7,83""0,83



ADILSON SECCO

1v)

Como x, =0, temos:

11,60-1,24x5—-0,45x5 =0
11,60 -1,24x5 = 0,45x4
0,45x5 < -1,24x5+11,60
1,24 11,60
Xe="70,45"""0.45
Portanto, as inequacodes sao:
0,33 0,19
< O + 0
¥ = 017 7 017
0,07 8,05
= 2 + ==
¥ = 168 7 168

6.

0,25 9,16
__0 )
Xe 0,83 " 0,83

1,24 11,60
- L L 1L
Xe 0,45 ° " 70,45

Temos:

033, 019
X6 =017 70,17
0.07 _, 805
1,68 "° " 1,68
0,25 9,16
0,83 5" 70,83

1,24 11,60
770,45 " 70,45

]

5 =

(1

Xg <—

(I1I1)

X =

)

Fazendo um esboc¢o dos quatro graficos encontramos a
figura a seguir, em que a parte mais escura representa a
interseccao das quatro inequacbes, ou seja, o conjunto
solucao do sistema:

] @0

12
10

& @
6
4 O,
2

0l 2 4 6 8 10 12 x,

alternativa d

Se x; = 5 e x; = 6, substituindo esses valores nas equacoes
x,=0,19 + 0,33x5 — 0,17x¢
X, =—8,05—-0,07x; + 1,68x4
X3 = 9,16 -"0,25x; — 0,83x, @ cncontramos:
x, = 11,60 — 1,24x5 — 0,45x4
0,19 + 0,33:5 - 0,17 -6 = 0,82
-8,05 -0,07-5+ 1,68-6 = 1,68
=9,16-025+-5—-0,83-6 =2,93
=11,60 - 1,24-5—-0,45-6 = 2,7

1

2

3

X omox X
Il

4
Sendo x, o arroz, multiplicando o valor encontrado por

50 g (quantidade de referéncia na tabela), a dieta deve
conter 0,82 -50 g = 41 g.

X, representa o feijao; a quantidade, em grama, de feijao
a ser consumido na dieta deve serde 1,68+ 30 g = 50,4 g.
Analogamente, a quantidade, em grama, de frango deve
ser 2,93 - 80 g = 234,4 g e a de suco, em m¢, deve ser
2,7 - 200 m¢ = 540 mt.

8. ¢ Energia ou valor energético: energia produzida pelo

corpo que provém dos carboidratos, das proteinas e
das gorduras totais; é expresso em quilocaloria (kcal)
ou em quilojoule (kJ).

Carboidratos: fazem parte dos chamados energéticos e
sua principal funcéao é fornecer energia imediata para
as células do corpo, principalmente as do cérebro;
encontrados em maior quantidade em massas, arroz,
acucar, mel, paes, farinhas, tubérculos (como batata,
mandioca e inhame) e doces em geral.

Proteinas: sao chamadas construtores, pois tém a
funcao de construir e manter 6rgaos, tecidos e células,
sendo as principais responsaveis pela formacao de
massa muscular; encontradas em carnes, ovos, leite e
derivados e nas leguminosas (feijoes, soja e ervilha).

Gorduras totais: referem-se a soma das gorduras, de
origem tanto animal (saturadas) quanto vegetal (insa-
turadas); principais fontes de energia no corpo, também
pertencem ao grupo dos energéticos e ajudam na absor-
cao e no transporte das vitaminas lipossoluveis (A, D,
E e K), na composicao das membranas celulares e no
equilibrio térmico do organismo.

e Gorduras saturadas: presentes em alimentos de origem
animal, como carnes, toucinho, pele de frango, queijos,
leite integral, iogurtes, manteiga e requeijao.

Gorduras trans: encontradas em produtos industria-
lizados que utilizam gordura vegetal hidrogenada
(combinada com o hidrogénio) em seu preparo, como
margarina, cremes vegetais, biscoitos, sorvetes, snacks
(salgadinhos prontos), produtos de panificacdo, alimen-
tos fritos e lanches salgados.

e Fibras alimentares: auxiliam no metabolismo geral,
atuando sobretudo na digestdo e no funcionamento do
intestino; promovem diversos beneficios, como reducao
do colesterol total, reducdo do mau colesterol (LDL),
aumento do bom colesterol (HDL), reducéao dos triglice-
ridios e reducao da hiperglicemia (controle do diabetes);
presentes em diversos alimentos de origem vegetal,
como frutas, hortalicas, feijoes e alimentos integrais.

Sédio: regula os fluidos extracelulares e o volume plas-
matico, participa da conduc¢ao dos impulsos nervosos e
das contracoes musculares; presente no sal de cozinha
e em alimentos industrializados.

¢ Resposta possivel: Para uma dieta saudavel deve-se dar
preferéncia a produtos com baixas %VD para gorduras
saturadas (que contribuem para a obesidade e aumen-
tam o risco de doencas cardiovasculares), gorduras
trans (além de desnecessarias ao nosso organismo,
colaboram para a elevacao do colesterol e, portanto,
para o aumento do risco de doencas cardiovasculares)
e s6dio (que promove aumento da pressao arterial) e
com altas %VD para fibras alimentares.

e Resposta pessoal.
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~ Capitulo 3 - Geometria analitica

Exercicios propostos

1. Temos:
e coordenadas do ponto A:
x,=-ley, = -4

e coordenadas do ponto B:
X, =7ey,=1

e coordenadas do ponto C:
X, =2ey,=—2

e coordenadas do ponto D:
x,=—6ey,=0

¢ coordenadas do ponto E:
)
Xp= 5 €Yp = 2
e coordenadas do ponto F:
X, =4ey,=6

Localizando os pontos no plano cartesiano, temos:

y
(T e oF
51 |
41 |
31 |
L -2 !
i [ R 3 fffffffffff °p
D -5 -4 -31-2-1 12 ! i
-6 5 3 4 5 6 7 «x
z o7
BEEESRE
13
AT 4

2. a) Temos x = 0 e y < 0, pois x = Sey=—\/§. Entao, o
ponto (3, -2 ) pertence ao 4° quadrante.

b) Temos x<0ey =< 0, pois x = —ne y = —4. Entdo, o

ponto (—n, —4) pertence ao 3° quadrante.

J7
2

c) Temos x=0e y = 0, pois x =

J7

ponto (T n) pertence ao 1° quadrante.

e y = n. Entao, o

d) Temos x< 0ey= 0, pois x= —1e y = 1. Entao, o
ponto (—1, 1) pertence ao 22 quadrante.

Comentario: Nos exercicios 1 e 2, é importante observar

se os alunos nao apresentam dificuldade na localizacao

no plano cartesiano de valores expressos com raiz qua-

drada ou na representacao fracionaria.

3. a) As coordenadas dos vértices sao: (0, 3), (1, 2), (3, 2),
2, 0, (8, =2), (1, =2), (0, =3), (-1, —=2), (-3, —2),
(-2,0),(-3,2) e (-1, 2).

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

.a) y

(-3,2) (-1,2)

(

b) Nao. Nenhum vértice tem abscissa igual ou oposta a
ordenada.

Comentario: Pode-se solicitar aos alunos que construam
outros poligonos no plano cartesiano, observando a
quantidade de vértices e suas coordenadas. Para os exer-
cicios desse bloco, é interessante, se for possivel, que o
professor trabalhe com softwares de Geometria dinamica
que possam oferecer mais autonomia na construcao do
conhecimento por parte do aluno.

. Os pontos pertencentes ao 2° quadrante tém coordenadas

x < 0 ey = 0. Entao, para obter os valores de m, deve-
mos fazer m — 8 < 0 e, para obter os valores de n,
devemos fazer n — 5 = 0.

Assim: m—-—8<0=m=<3$§8

n-5=0=>n=5
Logo, men € Rtalque m< 8 e n= 5.
Comentario: No inicio do estudo da Geometria analitica,
explorar as condi¢oes impostas as coordenadas dos pon-
tos, como nesse exercicio ou no exercicio 28, solidifica
pré-requisitos para o entendimento da equacao da reta,

em suas varias formas, e para a resolucao de inequacoes
do 1° grau com duas variaveis.

Q(0, 6) ¢

0 P(8,0) x

b) Observando o plano do item a, temos: d,, , = 8

¢) Observando o plano do item a, temos: d, , = 6

d) e e) Espera-se que os alunos (em duplas) percebam que
adistancia d,, , € a medida da hipotenusa do trian-
gulo retangulo OPQ. E, por meio da aplicacao do
teorema de Pitagoras, obtenham a distancia d,, .
(deQV =82+ 62=1000u dngz —10 ou dP,Q: 10
Como a distancia € um valor positivo, d,, , = 10.

£) d, , =+la— 02+ (0 - b?® =Ja® + b’

Comentario: Nesse exercicio, os alunos terao de elaborar
uma estratégia para o calculo da distancia entre dois pontos
(cada ponto pertence a um dos eixos do plano cartesiano).



Converse com as duplas fazendo perguntas para encami-
nhar o raciocinio. Caso alguma dupla nao consiga chegar a
estratégia, avalie a conveniéncia de escolher o procedimento
de outra equipe e, coletivamente, discutir com a classe. As-
sim, favorece o desenvolvimento da competéncia especifica 5
da BNCC, pois leva o estudante a investigar e estabelecer
conjecturas a respeito de conceitos e propriedades mate-
maticas, empregando estratégias e recursos, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracao na validacao
das referidas conjecturas.

. a) Pontos da reta vertical que passa pelo ponto (4, 0).

b) Pontos da reta horizontal que passa pelo ponto (0, —3).
c) Pontos da reta horizontal que passa pelo ponto (0, 5).
d) Pontos da reta vertical que passa pelo ponto (—4, 0).
Comentario: Seria interessante propor a resolucao dos
exercicios 5 e 6 no mesmo dia, pois eles apresentam uma
sequéncia de raciocinios complementares. Se achar con-
veniente, peca aos alunos que encontrem a formula para

um ponto P qualquer (em que P é um ponto da bissetriz
dos quadrantes impares).

. a) Temos: A2, 1) e B(5, 5)
da g = \/(XB = x,)? + (Ys — ya)®
dyp=+6-2°+6B-1> =9 +16 =25 =5

b) Temos: A(0, 0) e B(—1, 3)

dyp = \/(XB = X, + (Yp — ya)?
dA.B:\/(71_0]2+(370)2 =J1+9 :\/E

c) Temos: D(—4, —2) e E(0, 7)

dp = \/(XE = xp)* + e — ’:/D)2

dp p=+0+4)?+(7+2? =16 + 81 =97

d) Temos: C(4\/§, 5) e B(G\/g, 3)

dep = \/(XB = xc)* + [Ys — yo)*

dc,B:\/(G\F—4\/§)2 +B-52=\12+4 =4

y
3 ",B,((,)’, ,3,).‘ C(Z, 3)
2 ¢ :
1AQ2, 0)
o 1 E X

a) dc o = \J(xc — 0% + (yc — 0)°

deo=~2>+32=J4+9 =13

Logo, a distancia do ponto C a origem € /13 .

b) de s = (x5 — X0)* + (Us — Yo)®

des=y0-27 +(3-37 =[-2)° + 0% =2

Logo, a distancia do ponto C ao eixo das ordenadas € 2.

10.

11.

©) do s = \lxs — x0) + (Ys — Yo)?

de,=+2-27+0-3° =0* + -3? =3

Logo, a distancia do ponto C ao eixo das abscissas € 3.

y
FY A3, 3) B(9, 3)
0 3 9 X
34
D(3, —3) (9, —-3)

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

da = x5 — X2)* + (Us = Ya)®> =V/62+0 =6

d, e =\l = x5)° +lye = ypl’ =\0* + 67 =6
dep=Jxp — X + (Yp — Yo)* =\/6°+ 0 =6

dap = \/(XD - %7+ (yp = ya)? = Jo+6% =6

As distancias sao iguais; portanto, ABCD é um quadrado.

a) area = 6 -6 = 36
Portanto, a area desse quadrilatero € 36 unidades de
area.

b) perimetro = 4-6 = 24
Portanto, o perimetro desse quadrilatero é 24 unidades
de comprimento.

) d>=6>+6>=2-6>=d=6J2

Portanto, a medida de sua diagonal é 62 unidades
de comprimento.

Comentario: Verifique se ha necessidade de retomar com
os alunos as nocodes basicas de area e perimetro, uma
vez que elas surgem como articuladoras nesse exercicio.
E possivel construir outras figuras geométricas no plano
cartesiano para trabalhar com essas medidas.

Sendo o ponto P(x,, y,) equidistante de A(6, 8) e de B(2, 5)
€ Pum ponto no eixo das ordenadas, temos x, = 0. Assim:
dP, A = dP, B

\/(XA — xp)* + (ya — yp)2 = \/(XB — xp)* + (ys — yp)2
6-02+@B—-y)=02-0>+(5-y)
36 +64 — 16y, + y2=4 + 25 — 10y, + y?

6y, =71
_ 71
U= 5
71
Logo, P[0, L),
g0 (0 6j

Para provar que esse triangulo é retangulo, vamos calcular
as medidas de seus lados e depois aplica-las ao teorema
de Pitagoras.

dyp=+-4+2P + (-1+5) =2 +16 =20
dy o =&+ 47 + (3 + 17 = /64 + 16 = V8O
=Ja 27 + (3 +57° =36+ 64 = JI00

d

A, C
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Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
(d, ) =(d, )+ ()

100 = 80 + 20 (verdadeiro)

Portanto, o triangulo ABC é retangulo.

12. Vamos determinar a medida dos lados de cada triangulo
para dizer se ele € equilatero, escaleno ou is6sceles.

a)d,,=1-2°+(6-3°=JI+9 =10
dpc=y01 -4 +(6-5° =8+ 1 =10
dpc=J2— 4P +B-57 =J4+4 =8

Dois lados de mesma medida.

Logo, esse triangulo € isosceles.

b) d,5=+7—-10P° +(1-4)° =9 +9 =18
dyc=7-37+(1-57 =16 + 16 = /32
dyc=10-37 +(4—5)° =49+ 1 =50

Trés lados de medidas diferentes.

Portanto, esse triangulo € escaleno.

V18 + {32 = 50

Portanto, esse € um triangulo retangulo.

&) dyu= 027+ (0-2/5) = VAT 12 = |T6 =4
dyc=0-4°+(0-07 =16+ 0 = /16 = 4
dlB,c=\/(2—4)2+(2\/——0)2 =J4+12 =16 =4

Trés lados de mesma medida.

Portanto, esse triangulo € equilatero.

13. Se o triangulo ABC € equilatero, entao:
d,,=d, =d,
Fazendo C(a, b), temos:

(I) dA, B = dA, (o]

J2 3P+ (-5+4)? =2~ a+(-5- b?
1+1=4—4a+ a®>+ 25 + 10b + b?
a?+ b2 — 4a + 10b = —27

wd,, =d

B, C

J2-a? +(5-b? =3 + (-4 - b

4 — 4a +.a? + 25 + 10b +.b7 =

=9 - 6a+a”+ 16 + 8b +.b%

—4a + 10b + 6a — 8b = —4

2a+ 2b = -4

b=-2-a
Substituindo b por —2 — a em (I), obtemos:
a’+ (-2 —a?—4a+ 10(-2 —a) = —27
a’>+ 4+ 4d+ a® — 44— 20 — 10a = —27
2a? - 10a+ 11 =0

q- 1012 _ 10+2J3 _ 5+3
4 4 2
bi_z_[g)i\/gji —9+.J3
- 2 a 2

Logo: C = 5+2‘/§, 79;\/§ ou

13 238)

ADILSON SECCO

14. a) y
P2, 3) Q(5, 3)
3T 3
1\ 60° A
R(x, y)i
0 2 5 X

b d,,=3ed,, =3

Podemos perceber que o segmento PR foi obtido pela
rotacao do segmento P@; portanto, os dois segmentos
tém a mesma medida.

¢) med(P) = 60° = med(R) = med(Q) = 60°
Assim, podemos dizer que PR = RQ = PQ = 3 e o trian-
gulo PQR € equilatero.

dd,, =d,,

3=J2-*+(B-y?

4—4x+x>+9—-6y+y*=9
x>+ y?—-4x-6y+4=01(0

dpr=dg

J2=x?+B-y? =5-x%+EB-y?

2-x+B8=g"=06-x>+B8=—0"
4 — 4x +x¥= 25— 10x +x%

6x = 21
s = L
2

7
Substituindo x por o5 em (I), obtemos:

4Tg+y2—14—6y+4=0
2 _ +2=
y -6yt 7
_ 6+23J§ ou y 6723\/§

Sabendo que y é menor que 3, pois a rotacio de PQ

foi no sentido horario, temos: y = #

Logo, as coordenadas de R sao:

b

2 2

~—

Na rotacao de PQ no sentido anti-horario o segmento
obtido, PR’, tera medida 3.

(3



y ¢) Retirada a palavra “consecutivos”, AD poderia ser um
lado ou entao uma diagonal do paralelogramo. No caso
de ser diagonal, teriamos:

X, tXx 4 -6
XM:%_T: 1

1 Ya t Y 1+5
3 yM:AzP: 5 -3

Portanto, o ponto médio seria M(—1, 3), enquanto o
novo vértice C(—4, 3) seria um dado descartavel.
Logo, a resposta do item a nao seria a mesma.

0
- - . 17. a) M é ponto de interseccao das diagonais do paralelo-
O triangulo POR' € equilatero. gramo ABCD, entdo M é ponto médio de AC e de BD.
Podemos concluir que as coordenadas do ponto R’ Assim: 1+ x
- _7¢ _
- [7 6+3J/3 ) ) —-1+x; 3+yc D) Xc=3
T = o , lor d - ¢ 2 19¢ |=
seralo(2 5 ] ou seja, o valor de y sera o ( 5 ) (1,4)=> 3+yC=4 = =5
outro valor encontrado no item d para y. 2
15. Sendo Ml(x,,, to médio d to AB &
endo M(x,,, y,) o pOl’.l o médio do segmento AB nos casos 0+x, 1+y, 2D 1 Xp =2
apresentados, temos: ,—221=(1,4) > -
2 2 1+ Yp =4 Yp = 7
Xa + Xp 8 4+ B 2
= = =4
a) X 2 2
Ty 5 i As coordenadas de C e D sao (3, 5) e (2, 7), respecti-
A B
= = = te.
Y 5 5 3 vamente
y
Logo, o ponto médio é M(4, 3). R D
:XA+XB:*3+(*7) _
b) x,, 5 5 B
5- 7777777 \777 I C
_YatUs _ -4+0 _ _ a
Yu= "3 2 > a
A Lo
Logo, o ponto médio é M(—5, —2). ! oo
16. Representando o paralelogramo no plano cartesiano, : | |
temos: ! B 0 0
y —q o 2 3 «x

b) Vamos agora calcular o perimetro do paralelogramo:
dap=dpc=yF1-07+B-1P =T +4 =5
dap=dsc=0-3°+(1-5° =9+ 16 =5

Perimetro = 5+ 5 + 6 + 5 =10 + 2./6

Portanto, o perimetro do paralelogramo é (10 + 25 )
unidades de comprimento.

18. y
6 777777 A
a) Como M é o ponto médio das diagonais do paralelo-
gramo ABCD, temos: ‘
_Xstxp _ 2+(=6) _ _ <
Xy 5 5 2

_Ystyp _ 3+5 _ 1 240 o> B
TSy A
Logo, M(—2, 4). } } }
-2 0 2 4 x

b) Na resolucao do item a, obtivemos M sem usar os - 9
dados das coordenadas de A e de C, logo esses dados M é o ponto médio do segmento BC. Calculando suas 3
sao descartaveis e a resposta M(—2, 4) seria a mesma. coordenadas, temos: é
Poderiamos também ter empregado as coordenadas Xy = —2+4 _ 1 §
de A e de C para obter o mesmo ponto médio M, entao 2 @
nao seriam necessarios os dados das coordenadas dos Y = 4+2 _ 3 ‘§
vértices B e D, ou seja, conhecendo A e C, os dados de M 2 £
B e D seriam descartaveis. Assim, temos: M(1, 3) 2

LXXIX



_ 0 a2 _ a) Para que os pontos A(—1, m), B(2, —3) e C(—4, 5)
dpw =2 =17 +(6-37 =JT+9 =10 estejam alinhados, devemos ter D = 0. Assim:
Portanto, a medida da mediana € /10 . 6-6m=0=>6m=6=>m=1

Logo, m = 1.

19. Considerando os pontos A, B e C vértices do triangulo,

temos: b) Para que eles sejam vértices de um triangulo, devemos

ter D # 0. Assim:

e P(—1, 4) como ponto médio de AB; entdo: 6-—6m=0=6m=6=m=1

Xt X Logo, m # 1. )
— 9 -1 X, +x5==-2 () 24. Os pontos que estao alinhados com os pontos A(1, 4) e
Ya T Us _ " {yA +y;=8 (11) B(0, 3) tém coordenadas (x, y) tais que:
2 1 41
e Q2,-1) comopontomédiodeA_C; entao: e l=t==tmndarar==n=y =38
x y 1
XATW =2 Xy +Xo=4 () Assim, ha infinitos pontos alinhados com os pontos A e B.
S {UA fye=—2 (V) Todos esses pontos podem ser representados pelo par
o= 1 ordenado (y — 3, y).
Por exemplo:
e R(—2, 2) como ponto médio de BC; entio: e Para y = 2, temos o ponto P (—1, 2).
ot 2 e Para y = 5, temos o ponto Q (2, 5).
— 9 -2 X+ xc=—-4 (V) 25. Para que P(x, y) esteja alinhado com A(2, 3) e B(5, 4),
Ys + Yo _ o {yB +yc=4 (VD) devemos ter:
2 x y 1
De (IIT) e de (V), temos: x, = 4 — x e x, = =4 — X, 2 3 1/=0
Substituindo esses valores em (I), obtemos: 5 41
A X AT X = 22 2x = 22 x. =1 3x+ By +8 15— 4x— 2y =0
Entédo: x, =3ex,= -5 -x+3y—-7=0
De (IV) e de (VI), temos: y, = =2 —y. ey, =4 — Yy, x—3y+d=0
Substituindo esses valores em (II), obtemos: Logo, arelacao é x — 3y + 7 = 0.

-2-y.+t4-y,=8= -2y, =6=y.=-3
Entao:y, = ley,=7.
Portanto: A(3, 1), B(—5, 7) e C(1, —3).

26. y

20. Aresposta depende do problema que o aluno elaborou.

21. a) Vamos calcular o determinante:

ADILSON SECCO

2 31
D=|-2 -5 1|=-10-3+6-5+6+6=0
-1 -3 1

Como D = 0, os pontos estao alinhados.

b) Vamos calcular o determinante:
* Se A pertence ao eixo das abscissas, entdo y, = 0;

1 Z2mNl assim:
D=(3/.4 1|=4+6—-3-12+ 1 6=—-10
1 31
3 -11 1
2 51 =0:>—2xA—1=0:xA=—5
Como D # 0, os pontos nao estao alinhados. x, 01
22. Para que exista o triangulo ABC, os pontos A, B e C ndo Portanto: A(— 1 0)
podem estar alinhados. 2
Assim: * Se B pertence ao eixo das ordenadas, entao x, = 0;
assim:

X 11
x+1 2 1] #0=-3x—x—-14+2x+3x+3 0= 1 3 1

0 3 1 2 5 1|=0=>yg—-1=0=>yz=1
>5x+2#0=>x#-2 0 ys 1
Logo, x # —2. Portanto: B(0, 1)

23. Vamos calcular o determinante: 27. a) Se P(x, y) é a interseccdo das duas estradas, entio P
-1 m 1 esta alinhado com A e Be com C e D. Assim:
D= 2 -31|=3-4m+10-12+5-2m = 1 1 1
-4 51 -2 4 1|=0=>-x-y+2=0 ()
=6 - 6m x y 1



1 3 1
-2 6 1[|=0=>3x—-y=0=>y=3x
X y 1

Substituindo y por 3x em (I), obtemos:
—x—-3x+2=0= —4x= —2:x=%

E, assim: y = )

1 3
LOgO, P(E, Ej

b) O ponto P foi encontrado impondo a condi¢do de ali-
nhamento de trés pontos para P, Ae Be para P, Ce D.

c) y

4 r

,,‘C

(P

/N A g
— %)
11 )X 2
e [a]
2 <
-6

Comentario: Sempre que possivel, os alunos devem verbali-
zar e justificar, como € pedido no item b, suas estratégias.

28. Como P(x,, y,) esta alinhado com os pontos A(5, 3) e
B(—2, 1), temos:
xXp Yp 1
5 3 1|=0=2x, -7y, +11=0
-2 1 1
a) Para que P pertenca ao eixo x, devemos ter y, = 0;
entao:
_ _ 11
2x,—7:-0+ 11 —O:xp——T
11
Logo, P( o 0).
b) Para que P pertenca ao eixo y, devemos ter x, = O;
entao:
_ _ 11
2‘0*7yp+ 11702!&:77

Logo. P[O, ﬂ)
7
c) Para que P pertenca a bissetriz dos quadrantes impa-
res, devemos ter x, = y,, entao:

11

2XP*7XP+ ll:OQXp:yp:?

11 11
Logo, P(? ?)-

d) Para que P pertenca a bissetriz dos quadrantes pares,
devemos ter x, = —y,; entao:

11 11

2‘(*yp)*7yp+ 1l:0=>yp:?e)€p:*?

29.

30.

31

32.

11 11
Logo, P| ———, —— |-
o /(-5 )

e) Para que y, = 2x,; entao:

11

9%, — 7+2x,+ 11 = 0 > x, = AL 4

12 € Yp =

11 11
Logo. P(E’ 7)-

Comentario: Esse exercicio resgata o que foi estudado no
inicio do capitulo. Ver comentario do exercicio 4.

ssx—y+2=0
a)2-3+2=0

1 = O (falso)

Portanto, A(2, 3) nao pertence a reta s.
b)1-3+2=0

0 = O (verdadeiro)

Portanto, B(1, 3) pertence a reta s.

=2 =B 1
a)|-4 -1 1|=2-12-20+4+6—-20=-40
4 31

Como —40 # 0, A, Be C nao sao colineares.

3
b1 +1o—%—5=12,5—12,5=0

pjot o w
— = =
[

oo

Como o determinante é igual a zero, os pontos A, B e
C sao colineares.

X
3 =0=bx+y—-5-3y=0=5x—2y—-5=0
1

o o«
—

Portanto, a equacao geral da reta que passa pelos
pontos A(3, 5), B(1, 0) e c(z, %) é:
5x—-2y—-5=0

Para que C(1, m) pertenca a reta que passa pelos pontos

A(—1, 2) e B(3, 4), devemos ter:

=0=>-4+2+3m-4+m-6=0=

— O =
ERNNEN
—

=4m—-12=0=>m=3

Logo, m = 3.

Comentdrio: Avalie a conveniéncia de fazer analise grafica
da situacao representando, no plano cartesiano, a reta AB
e a reta vertical dos pontos de abscissa igual a 1. Sempre
que possivel fazer uso desse procedimento, que relaciona
Algebra e Geometria, cerne da Geometria analitica.

O ponto P de interseccao da reta de equacao
x+ 3y + 1=0como eixo xtem y = 0.
Assim: x+3:0+1=0=x= -1

Logo, P(—1, 0).



O ponto Q de interseccao da reta de equacao

x+ 3y + 1 =0 com o eixo y tem x = 0.

Assim:0+3y+1=0:>y=—%

Logo, Q(O, ,é)

Os pontos de interseccao sao, portanto, (O, —%) e(—1,0).

x y 1
33.a)(2 3 1/=0=4x+3y—17=0
5 -1 1
x y 1
b)|-1 4 1|=0=>x+3y—-11=0
2 31

c) |[4x+3y—17=0 4x +3y—17=0
x+3y—-11=0 _ |-x—3y+11=0
6=0=>x=2

3x + 0y —

Substituindo x por 2 em uma das equacoes, temos:
2+3y-11=0=3y=9=y=3

Logo, o ponto de intersec¢ao € o ponto (2, 3).

Veja que (2, 3) sdo as coordenadas dos pontos A e D,
ou seja, mesmo antes de resolver o sistema formado

pelas equacdes das retas, ja poderiamos afirmar que
o ponto (2, 3) é a interseccao.

x
34. a) | 4

y 1
5 1|=0=8x+4y+12=0=
0 -3 1

=22x+y+3=0

x y 1
0 -3 1|=0=>-6x+4y+12=0=
4 31

y 1
5 1 |=0=>2x+8y+32=0=
31

=x+t4y—-16=0

b) Considerando o ponto médio M de AB, N de BC e Pde

AC, temos:
-4+0 5-3

M. | ———, =(-2,1
& >2) =21

. (0+4 -3+3)_
N.( = ) 2, 0)

-4+4 5+3
12 || ==,
( 2 2

j 0. 9)

Vamos determinar as equacgdes das retas suportes das
medianas.

X

1
-4 1|=0= 5x+6y—10=0
1

N
o o«

x y 1

0 -31[=0=-7x=0=>x=0
0 41

x y 1

4 31|=0=x-3y+5=0
=2 1 1

c¢) Vamos determinar as equacées das retas suportes de

MN, NP e MP.
x y 1

-2 1 1|=0=>x+4y—-2=0
2 01

=0=-4x-2y+8=0=

o N X
> O«
— =

=2x+y—4=0

x y 1

-2 1 1|=0=>3x-2y+8=0

0 41

_Ys " Ys_. B5-2 _ 3 3. .
35. a) m= Xy —xr —1-CD —1F1 0 (indefinida)

Portanto, nao existe o coeficiente angular da reta que
passa pelos pontos A(—1, 2) e B(—1, 5).

Ys — Ya 0—-0 0
b = = = 2 =
) m i - 0

Xp = Xa -

YsTUYs _ —1-2 _ -3
c) m-= = = =8 —j
o Xp—%, -2-1 -3

d)m= Ys "YU _ O_(_7) _ 2

Xp = Xa

36. O coeficiente angular é: m = tg 60° = /3

Areta procurada tem coeficiente angular m = /3 e passa
pelo ponto A(1, —6).

Assim:
y—y,=mx—x)
y- (6 =y3x-1
V8x-y-6-3=0

Portanto, /3 x — y—6-— J3=0¢a equacao geral da
reta r.

37. a) O coeficiente angular é:

m = tg 120° = —tg 60° = —/3

A reta tem coeficiente angular m = —/3 e passa pelo
ponto (5, 0). Assim:

y-0=—/3:-(x-5=/3x+y—-5/3 =0

Logo, a equacao geral da reta r é:

VBx+y-5/3=0
b) O coeficiente angular é:
m=tg 45° = 1



39.

A reta tem coeficiente angular m = 1 e passa pelo ponto
(—3, 0). Assim:

y-0=1-x+3)=x-y+3=0
Logo, a equacao geral da reta s é:

x—y+3=0

38. Vamos determinar a equacao da reta do grafico.

Y — Yo = mlx — x,)

y-30= %(x -0

x—2y +60=0

a) Quando a temperatura for 70 °C, vamos ter x = 70.
Assim:
70 -2y +60=0=2y=130=>y =65

Logo, a temperatura indicada pelo termémetro com
escala °H sera 65 °H.

b) Fazendo x = y = t, obtemos:
t—2t+60=0=1t=60

Logo, o valor 60 coincide nas duas escalas:

60 °C = 60 °H
a]\/gxf5y+2:02y173x+%
m= o2
Logo: m 5 en 5"
_1 1 N2 N2
b) 2x+\/§y 3 0=y 4x+ 16
im= 2 oo N2
Logo: m 7 en 16
. Como 30% = 0,3, temos:
y=x+03x=y=1,3x
Y.
o =53°
0 X

Logo, a funcado y = 1,3x representa uma reta de coefi-
ciente linear 0, ou seja, sua interseccao com o eixo y € o
ponto (0, O) e seu coeficiente angular € 1,3.

Assim: m= 1,3

tga=13= a=>53°

41. Areta rtem coeficiente angular m, = tg 60° = /3 e passa

pelo ponto (0, —2); entao:
ry+2=y3:-(x-0=>y=3x-2

A reta s tem coeficiente angular m_ = tg 135° = —1 e
passa pelo ponto (0, 4); entao:
ssy—-4=(-1x-0=y=-x+4

Logo, as equacdes reduzidas das retas r e s sao

y= \/gx — 2 ey = —x+ 4, respectivamente.

42, a)

b)

c)

d)

43. a)

rx+ty—-3=0=>y=-x+3

m =—-len =3
ssix—-y+1l1=0=y=x+1

m =len =1

m_# mg; logo: r e s sao concorrentes.

m_+m_=(—1)+ 1= —1;logo: re s sdo perpendiculares.
Portanto, r e s sao concorrentes perpendiculares.
3 1
:3x— 2y +1 = =€ =
r: 3x y =y 5 X 5
- R §
m,= o e€n, =4

_ __3

msf——ensf—i
__3
m*mem- *m = ——
T S T S 4

Portanto, r e s sao retas concorrentes.
ry=2-+x

m=1len =2

ss—x+y—-3=0

y=x+3

m=1len =3

m=m =len #n,

Portanto, re s sao retas paralelas distintas.
rr2x—y+2=0=y=2x+2
mi=2en.=2
s:x—%y+l=0:>y=2x+2
m=2en =2

m=men =n

Logo, r e s sao retas paralelas coincidentes.

1 1
1 2x —4y—2= = = x - =
r:2x y 0=y 2x )
1
y=—-x+3
sty 2x
T
X y
-1
g 2
1 0
s:
X y
0
-6 0
y
/s
3
7
1/ 3
[&]
~c T x 2
6 1 P4
—= g
2
1%}
8
g
%
2




44.

45.

46.

47.

b) r e s sdo retas paralelas distintas.

1 1
cgm.= =—en, =——
)m. = 3 . 5
1 =>m=men #n,
m5=56n5=3 :

Portanto, r e s sao paralelas distintas.

a) Como a reta r é paralela a reta de equacao
5x —y + 2 =0, entao m_= 5.
Como r passa pelo ponto (0, 0), temos:
y—-0=5-x-0=5x—-y=0
Logo, a equacao geral daretaré 5x — y = 0.

b)ss5x+y+2=0=>y=-5x—-2
m_= -5

s

rls=m-m =-1=m =

a1

r passa por (0, 0); entao:
Y=Y, =mlx—x)

y-0= 20

x—5y=0

Portanto, a equacgao geral da reta ré x — 5y = O.

Como r e s sao perpendiculares, temos:

mr'mS:fI:S-ms:flzmSZf%

Como a reta s passa pelo ponto P, temos:

y-l=—1-(x+3)

3y—1 =—(x+3)

x+3y=0

Logo, a equacgao dareta s € x + 3y = 0.
rrdx—2y+1 =0:>y=2x+%
m =2

t2x—y+3=0

Na interseccao de t com o eixo das ordenadas, temos

x = 0. Assim:

20:00/— y38)= 0> y =3

Logo, o ponto (0, 3) é a interseccao de t com o eixo y.
Queremos a equacao da reta que tem coeficiente angular
2 e passa pelo ponto (0, 3). Entao:

y—y,=mx—x)

y—-3=2(x-0)

y=2x+3

a) Seja P o ponto médio de AB;; entao:
A=B=1 =13
: 2 ’ 2

_ 3+1
M~ "1+5

P =381
=4 _
,4 1

s € a reta mediatriz do lado AB; entao:

m > myuy = —1
m = —1
siy — y, = mlx — x)

48. a) Temos: A(1, 1), B(5,

y—-1=-1(x+3)
y=-x—2

Seja @ o ponto médio de BC; entao:

Q;(ﬁ 3-3

2 ' 2 j:mﬁ)

y-0=1x—0
_ 1,
43

Seja S o ponto médio de AC; entao:

=BFl =1=§
|, ————|=(—2, 2
S( 2 2 j ( )

t é a reta mediatriz do lado AC; entio:

m-my.=~1=m=3
iy — y, = mx = x,)
y+2=38kx+2)
y=3x+4

b) As equacoes das mediatrizes sao:

ssy=-—x—2
-

rmys=gx

tty=3x+4

Substituindo y por % X na equacao dareta t, obtemos:

%x:3x+4:> 9;1)(:74:%)(:74:
:x:f%

Assim:yzé-(_%) =y :_%

Portanto: C(—%, —%)

Comentario: Se julgar conveniente, peca aos alunos que
calculem as distancias do circuncentro a cada um dos
vértices do triangulo e verifiquem que sao iguais.

—-1), C(x.. yJ e D2, 3)

Para determinar as coordenadas do ponto C, vamos
determinar o ponto de interseccao das retas suportes
de CD e de BC, que é o ponto C.

=2=>m.__.=2=>m__.=2
AD BC

Areta BC passa pelo ponto (5, —1); entao:

ﬁ:y+ 1=2x—-5>y=2x-11()

1
MEZ1T-5 2 BT )




Areta CD passa pelo ponto (2, 3); entdo:

A 1 1 = w? =12 + 42
CD:y-3=-5k-2)=y=-5x+4 () g ] e
Substituindo (I) em (II), obtemos: = w? =17

-] W w=J17

2x—11=—%x+4:>x=6

Substituindo x por 6 em (I), obtemos: Portanto, o médulo do vetor soma € /17 cm.

y=2:-6-11=y=1 b) Para determinar o vetor @i que sera o vetor soma,

deslocamos os vetores formando uma poligonal de

Portanto: C(6, 1) modo que a extremidade de um vetor, coincida com a

origem do outro. O vetor ii = @ + b + ¢ + d deve ter a

b) Como y, e y, sdo iguais, a reta suporte da diagonal sua origem coincidente com a origem da poligonal e

_ a sua extremidade coincidente com a extremidade da
CA ¢ paralela ao eixo x; logo, seu coeficiente angular poligonal, conforme figura a seguir.

€ 0, ou seja, mg; = 0.

CA:y-1=0x-1)=>y—-1=0 -

_ b c
Logo, a equacao da reta suporte da diagonal CA é
y=1. d
_5-2 _ 3
S S e
— 3 a u
BD:y72:fz(xf.3)i3x+4y717:0
Logo, a equacdo da reta suporte da diagonal BD é
3x+4y — 17 = 0.
O moédulo de @i pode ser calculado com Pitagoras, como
€) A=AB-BC=[6-1?+(-1-1) - [6-5) +(1+1) a seguir.
A=[16+4 - f1+4 = [20-5 =100
A=10 b u? =22+ 3?
Logo, a area do retangulo € 10 unidades de area. ~ u*=4+9
d u?=13
d P=2-BC+2-AB=2 (BC + AB) u =13
P=2(20 +5) =2(2/56 +5) =2:8,5 3 z
P=6(5 g
Logo, o perimetro do retangulo é 645 unidades de
comprimento. i i
Portanto, o médulo do vetor soma € /13 cm.
49. a) Para determinar o vetor @ que sera o vetor soma, Comentdrio: Se julgar oportuno, peca B a{unps que
deslocamos o vetor ii de modo que ele tenha a sua facam a soma do item b sem os vetores d e ¢. E espe-

rado que verifiquem que o vetor resultante tem direcao,
sentido e médulo igual ao da resolucao feita com os
4 vetores. Isso acontece porque os vetores d e ¢ se anu-
lam, pois tém mesma direcado e mesmo moédulo, mas
sentidos opostos. Assim, podemos dizer que a soma entre

extremidade na origem do vetor U. Assim, o vetor
i = U + U tera origem coincidente com a origem do
vetor u e a extremidade coincidente com a extremi-
dade do vetor O.

vetores com mesma direcdo e mesmo moédulo, mas com
sentidos opostos, € nula.
_ . .0 — —4
7 50.d0‘,:|3 0+4-0-4] _|-4 _a
% J3% + 4? V25 5
—~——_ 51. Vamos determinar a equacio da reta suporte do lado BC: 8
= \ o
w &
x y 1 §
311|=0=3x+3y—-6=0 5
0 21 o
S
O moédulo de W pode ser calculado com Pitagoras, A medida da altura procurada € a distancia entre o ponto £
conforme a indicac¢ao na figura a seguir. A(2, 0) e areta BC. E
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Comentario: Peca aos alunos que, em grupo, refacam os

[1-2+3-0+(-6) |-4| 4 > é
dype = = = mesmos passos desse exercicio, considerando as equa-
V12 + 32 V10 V10 ¢oes gerais das retas:
d..— 410 _ 2410 (Nax+by+c=0
APCT 10 B (s)ax+by+c =0
Portanto, a medida da altura do triangulo ABC relativa Com esse procedimento, eles obtém a formula das bisse-

o ey trizes dos angulos formados por duas retas concorrentes.
ao lado BC é %

55. Considere P(xp, yp]; logo:

52. Chamemos de r a reta de equacao 2x — 3y + 5 = 0 e de [3x + 4y |
- _ 3= —L __FP = 3x,+4y,=15 (I
s areta de equacao 4x — 6y — 1 = 0. [32 1 42 2 ®
Vamos calcular as coordenadas de um ponto P qualquer y =3x ()
daretar. i i

Substituindo (II) em (I), obtemos:
3xp+4-3xp= 15:xp= 1
Voltando em (I):
y,=3-1=y,=3

x, ty,= 1 +3:>xp+yp=4

Para x= 2, temos: 22 —3y+5=0
S3y=9=>y=3

Portanto: P(2, 3)

Agora, basta calcular a distancia entre P e a reta s.

d —d. - [4-2-6-3-1] _ |_11| _ 1152 alternativa d
rs Ps 42 n (—6)2 - /752 - 59
g 56. A resposta depende do problema que o aluno elaborou.
) 1113
Logo: d, ; = 26 57. a) Areta x— y + 1 = 0 divide o plano cartesiano em dois
semiplanos.

53. a) A(—1,2)
m_= tg 45° = 1 e r passa por B(2, 0)
ry-—y,=mlx— x)

y—-0=1x-2) /
x—y—-2=0 1

b) Como A é vértice do quadrado e r é reta suporte de um - /
dos lados do quadrado, a medida ¢ do seu lado é: / 0 X
=1l =2=2 =]
oa ] | I8l _ 52

P+ 2 2

5 \/5 Testando o ponto auxiliar P(0, 0), temos:
Portanto, { = —-=— unidades de comprimento.
2 X—y+1=0=0-0+ 1= 0 (verdadeiro)

Portanto, podemos representar graficamente a inequa-
5J2
c)d=€\/—=T\/_-\/—=5 cilox—y+1=0:
Portanto, a medida da diagonal desse quadrado € Y

5 unidades de comprimento.

d) Area = (% = (—5\é§j = 22—5 /1/
=1

Perimetro:4e=4-¥:2-5ﬁ=10\/§ o >

Portanto, a area é % unidades de area, e o perimetro €

1042 unidades de comprimento. b) A reta 2x — y + 2 = O divide o plano cartesiano em

54. ¢ Vamos considerar um ponto P(x, y) equidistante das e

retasre s. Wz
° d,, =d,,

|l2x + 5y — 4l _ |5x — 2y + 8l

J2% + 52 {52 + 22 2

<

o

? |ox + 5y — 4| = |5x— 2y + 8]

2 e Entao:

3 2x +5y—4=5x—-2y+8=3x—-7y+12=0 -1 0 x
’go() ou

7 2x + 5y —4=—-6Bx -2y +8)=>7x+3y+4=0
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Testando o ponto auxiliar P(0, 0), temos: A regiao procurada é:
2x—y+2<0=2-0-0 + 2 <0 (falso) .
Portanto, Pnao pertence ao semiplano que representa
2x—-y+2<0.
Assim, podemos representar graficamente a inequacao
2x—-y+2<0:
y l" -~
’,'l 2’0~
B ",\
J 2 2 % 5 x
/~1 0 X o ’
58. Vamos escrever a equacao da reta que delimita o semi- .
plano. Ela passa pelos pontos (0, 3) e (2, 0): o
x y 1 0—10
0 31/=0=3x+2y—-6=0 !
2 01
Notamos que os pontos descritos na representacao
grafica sao tais que 3x + 2y — 6 < 0.
59. Primeiro, vamos representar graficamente as inequacoes: 60. a) 30x + 70y = 4.200
2x—y—-10=<0 Para x = y, temos:
y 30x + 70x = 4.200
100x = 4.200
xX=42 = y=42
0 5 X Portanto, sao confeccionadas 84 calgas por dia.

b) Nao, pois x e y representam a quantidade de calcas
dos tipos A e B, respectivamente, produzido diaria-
mente; x e y sao numeros naturais.

c) 30x + 70y = 6.300
O valor maximo para x sera quando y = O; entao:
30x = 6.300 = x = 210
O valor maximo para y sera quando x = O; entao:

= 1@ 70y = 6.300 = y = 90
d) p < 6.300
x+ty-2>0 30x + 70y < 6.300
y y 30x + 70y — 6.300 <0, com xENeyEN

’*.‘ Nao, pois, como o problema s6 faz sentido para

".‘ x € N ey €N, arepresentacao grafica da inequa-

2 . ¢do é um conjunto finito de pontos do semiplano
30x + 70y — 6.300 < 0. 8
. O
-~ L
KR 61. A area do quadrilatero ABCD pode ser calculada pela %
. 3
E" x soma das areas dos triangulos ABC e CDA. Entao: 5
4 01 g
-~ (&3
.. Djgc=|7 2 1|=8+35-20=23 £
: 0 5 1 3
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1 1 23
Appc = 5|DABC|* 5'23|: N

0 5 1
Dpa=11 1 1|=20-4-5=11

4 0 1

1 1 11
Acpa = ElDCDAlz E|11|= 7

23 11

Aquadrilétero = AABC + ACDA = T S 7 =17

Logo, a area do quadrilatero € 17 unidades de area.

62. a)

= — ——
m = —-3em; 5

n=6en =2

A reta r é areta que passa por Be C, e aretaséa
que passa por A e D. Entao:

x=0

8 6 4
5 B
12 12
Dgco=12 0 1 =_?2>|Dgco|:?
0O 0 1
Assim:

16 12 _ 28 _ 14
10 5

_ 1,
Aosee = 5 (? 5
Portanto, a area do quadrilatero OAQC é % unida-

des de area.

e) Vamos obter a area do poligono OB@QD somando a

area do triangulo OBC e a do triangulo CDQ.

6 36
AOBQD = Aosc + ACDQ =B+ g = ?
Logo, a area do poligono OB@QD é % unidades de area.

Comentdrio: A area do quadrilatero OBQD também
pode ser obtida pela adicao das areas calculadas nos

r:y= 6= B(0, 6)
sty =2= A0, 2)
y=0

rrx=2-= C(2,0)
s:x=4=D(4,0)

b) Em Q, devemos ter:

X
-3x+6=—2 +2
3x + 6 5

6

Portanto: Q(% s —j

)

c) A area da figura azul € dada pela soma das areas dos
triangulos BAQ e CDQ. Entao:

itens ¢ e d, ou seja:

AOBQD = ABAQ + ACDQ + AOAQC
63. Se C pertence a equacao 2x + y — 1 = 0, devemos ter:
Yo = —2x, + 1; entao:
2 =2 1
D=| 3 -3 1| =x¢ct+tyc
Xc Ye 1
Assim:

:%-ID|:>12=|xC+yC|:>

=12 =[x + (=2x,+ 1| =

= 12 = |—xc+1|:>
—xc +1=12

= J{ou =
< 1 =-12

Xc=—11¢€ yc =23
= Jou
xc =13 e yo =—-25

Portanto: C(—11, 23) ou C(13, —25).

64. A resposta depende do problema que o aluno elaborou.

65. Comparando a equac¢ao dada em cada item com a equacao

reduzida da circunferéncia, temos:

a) (x—a)P+(y—-b*=r
(x— 1)+ (y — 2)*> = 100
Comoa=1eb=2, entao C(1, 2).
Como r? = 100, entao r = 10.

0O 6 1
DBAQ: 0O 2 1 =%

8 6

= = 1

SEEN5

1 1 2 16
Ausp = 5 |Dso| = 5 - [22] = 2

2 0 A1
Depg =14 0 1 =%

8 6

= = A

5 B

1 1 12 6
A\ i) = 5|Dcog| =5 ‘?‘ - <

1 22

Aﬁgura: ABAQ + ACDQ = ?6 =+ % = ?

Portanto, o centro é C(1, 2) e o raio é r = 10.

b) (x—a)P+(y—b*=r?

Portanto, a area da figura azul € 22 unidades de area.

5

d) Ay = Agug ™ Ageo = % : (lDOAgl + |DQCO|)
0O 0 1
Dosg =10 2 1 :%:|DOAQ|:%
8 6
B B

x?2+ (y—32=

Como a =0e b = 3, entao C(0, 3).

Como r2 = 5, entdo r = /5.

Portanto, o centro é C(0, 3) eoraio ér = \/g .
c) (x—a)P+(y—b2=r?

1
_ B2 2
(x—52+y 5

Como a =5e b = 0, entao C(5, 0).



2
2

Como r? = % entdo r =

Portanto, o centro é C(5, 0) e oraio é r = %
66. Na circunferéncia de equacao (x + 3)? + (y — 1) = 5:
e Para P(—2, 1), temos x = —2 e y = 1. Assim:
(—2+32+(1-12=5
12+ 02=5
1 = 5 (falso)

Logo, P nao pertence a circunferéncia.
e Para Q(—1, 3), temos x = —1 e y = 3. Assim:
(-1 +32+B8—-1)2=
22+ 22=5
8 = 5 (falso)
Logo, Q nao pertence a circunferéncia.
e Para R(—2, 3), temos x = —2 e y = 3. Assim:
(-2 +32+B3—-12=5
12 + 22 =
5 = 5 (verdadeiro)
Logo, R pertence a circunferéncia.
e Para S(0, 1), temos x = 0 e y = 1. Assim:
O+3P+(1-12=5

32+02=5
9 = 5 (falso)
Logo, S nao pertence a circunferéncia.
e Para T(—1, 0), temos x = —1 e y = 0. Assim:
(-1+32+(0-12=5
22+ (=12 =

5 = 5 (verdadeiro)

Logo, T pertence a circunferéncia.
Portanto, apenas os pontos R e T pertencem a circunfe-
réncia da equacao dada.
Comentdrio: Avalie a conveniéncia de pedir aos alunos que
localizem a circunferéncia e os pontos no plano cartesiano
e, entao, verifiquem que, quando o valor numérico obtido
para o 1° membro € maior que r2, o ponto € exterior a
circunferéncia; quando € menor que r2, o ponto € interior
a circunferéncia.

67. O lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano que
distam 3 unidades do ponto C(2, —1) é a circunferéncia
de raio r = 3 e centro C(2, —1).
(x—a)P+(y—b?=r?
Como a=2eb= —1, temos:
x—22+@y+12=9
Essa € a equacao reduzida da referida circunferéncia.
68. a)(x—a)P+y—bh’=r’t=@x—-12+(y—3)3?=22
Logo, a equacao reduzida dessa circunferéncia é:
x—12+(@y—382=4
b) x—aP+y—-—b>*=r’=x+0?>+ (y+0)2?=4°
Logo, a equacao reduzida dessa circunferéncia é:

52 4 g = 16

69. Se o diametro é RS, tal que R(3, 0) e S(=3, 3), o centro
dessa circunferéncia é o ponto médio de RS; entao:

3+(E3) 0+3)_ 3
C( 2 2)0(0’2)

Como o centro da circunferéncia é C(O, %) entaoa =0

-3
eb= 5"

CS corresponde ao raio da circunferéncia, entao:

2
dc,s=r:>r=\/(o+3)2+(%—3) =

2
= 2 4 72) = +g = 4_5
=T 3 ( 5 =T 9 4:r n

Substituindo os valores encontrados na equacao reduzida
da circunferéncia, obtemos:

be—ay+(y—b?=r

-or (o= 3] - ()
(-3 -4

70. a) De acordo com a figura, o centro da circunferéncia é
C(0, 0); entao, a=0e b= 0.

Calculamos a medida do raio:

r=dep=+3 =02+ 4- 0 =3 +4° =

=425 =5

Substituindo os valores necessarios, obtemos a se-
guinte equacao reduzida da circunferéncia:

(x =02+ (y — 02 =5

x?2+y2=25

b) De acordo com a figura, o centro da circunferéncia é
C(2, 1); entao,a=2e b= 1.

O raio € a distancia de C(2, 1) ao ponto de coordenadas
(5, 0). Assim:

s — 2> + (0-1)* =32 + (-1 =
-0+ 1 =10

Substituindo os valores necessarios, obtemos a se-
guinte equacao reduzida da circunferéncia:

(x— 27+ (y— 17 = (VI0)°
(x—2)2+ (y— 1)2=10

71. Vamos representar essa situacao no plano cartesiano.

Y

ADILSON SECCO

Como podemos observar na figura acima e de acordo com
o enunciado, D(—2, 4) é o centro de A; entao, a = —2 e
b = 4.
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72.

73.

74.

O raio de A sera:

r=dgp=+8- 2P+ (-1-4)? =52+ (-5? =
=50

Substituindo os valores obtidos na equacao, obtemos:

(x + 2+ (y - 4° = (V50 )°
Logo, a equacgao reduzida dessa circunferéncia é
(x+ 2)% + (y — 4?2 = 50.

a) Vamos formar trindémios quadrados perfeitos e verificar
se € possivel determinar o centro C(a, b) e o raio rda
circunferéncia.
x2+y?—2x+2y=0
x2—2x+1+y?+2y+1=0+1+1
x—12+y+12=2
Portanto, o centro dessa circunferéncia é C(1, —1) e o
raio ér = ﬁ .

b) x+12-(y-22=9
x2+2x+1-y?>+4y—4=9
x2-—y*+2x+4y—-12=0
Como o coeficiente de y? é —1, nao é possivel deter-
minar o centro nem o raio, ja que essa equacao nao
representa uma circunferéncia.

Comentario: Nesse exercicio, € importante que os alunos
explicitem suas conclusoes e esbocem uma justificativa
para suas consideracdes. Esse tipo de relacao contri-
bui para o avanco cognitivo dos alunos.

4x?2 +4y? +4x+8y+9=0
Vamos dividir ambos os membros dessa equacgao por 4
para que os coeficientes de x? e de y? tornem-se 1:

x2+y2+1x+2y+%10

Agora, vamos comparar essa equacao com a equacao
geral da circunferéncia:

x2+y2+1x+2y+%=0

x? +y?—2ax—2by + a* + b2 —-r2=0
= oy 1

2a=1=a 5

—2b=2=b=-1

2
a2+b2—r2=%:(—%) + (1) -r*=

N[
]

:>r2:%+17%=>r2:71:>r:\/71 &R

Logo, a equacao dada nao representa uma circunferéncia.

a) Primeiro, vamos calcular o centro e o raio da circun-
feréncia completando os quadrados:

x2+y?—-6x+18y+8=0
x2—-6x+9+y?+ 18y +81=-8+9 + 81

(x— 32+ (y +9)? =82

Portanto, o centro dessa circunferéncia é C(3, —9) e o

raior = /82 .

b) Agora, vamos fazer os calculos analisando os coeficientes:

x2+y?—6x+18y+8=0
x>+ y?—2ax—2by+a*+b*>-r>=0

75.

—2a=-6=a=3
—-2b=18=b= -9
A+b>-r’=8=3+(-92-r2=8=r=.82
Portanto, o centro dessa circunferéncia é C(3, —9) e o
raior = \/8_ .

Comentdrio: Seria interessante fazer uma enquete na sala

para saber qual dos procedimentos os alunos consideram
mais conveniente.

a) (x+ 32+ (y—2?2=232
x2+6x+9+y?—4y+4=9
x>+ y>?+6x—4y+4=0

B) (x— 0 + (y + 5° = (V5)°
x>+ y?>+ 10y +25=5
x?2+y2+ 10y +20=0

76. Vamos comparar a equacao dada com a equacao geral da

circunferéncia:
x2+y2+x+y+§=0
x?+y?—2ax—2by+a*+b2-r>=0
1
—-2a=1 = — =
a = a >
—2b=1=b=-1
2
2, p2_2_ P 2 _ 524 p2o P
a b r 5 =T a b 5 =

2 2
2 _ (41 _1y P
=T (2)+( 2) 2:>
=r= L+i—£

_[1-p
2 "2 2 7"\ 2

Portanto, concluimos que a condicao é:
1-p>0=p<1

77. a) Como o ponto A pertence a circunferéncia, suas coor-

denadas obedecem a relacao x* + y?> — 5 = 0.
Portanto, para x = 2, temos:
22+ y?2-5=0

y>=1

y = 1louy= —1 (nao serve)

Logo, a ordenada do ponto A € 1.

O valor y = —1 nao serve como ordenada do ponto A

porque € um ponto do primeiro quadrante, mas o va-
lor y = 1 é a ordenada do ponto D, que também tem
abscissa igual a 2.

b) Como vimos no item anterior, as coordenadas do pon-
to Dsdao x =2 e y = —1. Portanto, D(2, —1).
Como o ponto B tem ordenada igual a 1, e B pertence
a circunferéncia, temos:
s 12=5=0
x2=4
x = —2ou x = 2 (ndo convém)
Logo, a abscissa do ponto B é —2 e, portanto, B(—2, 1).
O valor x = 2 nao serve como abscissa do ponto B
porque x = 2 é abscissa dos pontos A e D.
Como o ponto C tem ordenada igual a —1 e C pertence
a circunferéncia, temos:
s (=IP=6=0
x?2=4
x = —2o0u x = 2 (nao serve)
Logo, a abscissa do ponto C é —2 e, portanto,
C(=2, =1,



78.

79

.

c) Sim. A area da regido alaranjada pode ser calculada
pela diferenca entre a area do circulo de raio r = J5
e a area do retangulo ABCD de comprimento 4 e
altura 2.

2
circulo - Areténgulo =n: (\/g) - 4 . 2
= (5 — 8) unidades de area

regiao alaranjada =
]./OgOZ Areg}'éo alaranjada
Comentario: Comente com os alunos que a equacao da
circunferéncia x?> + y? = 5 representa a aplicacao do
teorema de Pitagoras a todos os triangulos retangulos
de hipotenusa OP — sendo OP = /5, O a origem do sis-
tema e P(x, y) nao pertencente aos eixos — e com catetos
contidos nos eixos.

Para saber a posicao que o ponto P ocupa em relacao a
cada circunferéncia, devemos calcular a distancia entre
esse ponto e o centro de cada circunferéncia:

a) dep=+2+ 12+ ((3-2?% = dc,=+10

Como 10 > 3, entaod_ ,> r;logo, o ponto P € exterior
a circunferéncia.

b)dep=+2+1°+2-2° =de,=1

Como 1 <2, d_ , <r;logo, o ponto P € interior a cir-
cunferéncia.

Adep=3+12+01-2P =dc,=5

Se d, , = r, o ponto P pertence a circunferéncia.

a) Pela equacao da circunferéncia x? + (y — 3)? = 4, temos
centro C(0, 3) e raio 2.
Calculando a distancia CP, temos:
dep=+2-0P+(-1-3? = d., =120

Como 20 > 2, entdo d , > r; logo, o ponto P(2, —1)
€ exterior a circunferéncia.

b) Pela equacao da circunferéncia (x — 2)? + y? = 4, temos
centro C(2, 0) e raio 2.
Calculando a distancia CP, temos:

dep=+2—-2°+(2-0)7° =d¢p,=2
Se dc » = T, 0 ponto P(2, 2) pertence a circunferéncia.

¢) Vamos determinar o centro e o raio da circunferéncia
comparando a equacao dada com a equacao geral da
circunferéncia:
x>+ y?+2x-2y—-2=0
x>+ y? —2ax—2by +a®>+ b2 -r2=0

—2a=2=>a= -1
—2b=-2=b=1
a’+b?2—r*=2=r2=(-12+12+2=r=2

Logo, o centro € C(—1, 1) e o raio € 2.
Calculando a distancia CP, temos:
dep=+1+1P2+01-0) =>dep=1

Como 1 < 2, entao dc,p < r; logo, o ponto P(—1, 0) é
interior a circunferéncia.

80. a) Para que o ponto P(k, 1) esteja na circunferéncia,

devemos ter:
k?2+12-6-k—2-1+9=0
k? -—6k+8=0
k=4ouk=2
b) Para que o ponto P(k, 1) esteja no interior da circun-
feréncia, devemos ter:

81.

82.

K2+ 12-6-k—-2-1+9<0

k2 -6k+8<0

2< k<4
Comentario: Avalie a conveniéncia de estimular os alunos,
apos a resolucao algébrica, a buscar uma resolucao gra-
fica. Espera-se que eles obtenham as mesmas respostas
representando, no plano cartesiano, a circunferéncia de
centro (3, 1) e r = 1, interceptada pela reta horizontal
y=1.

2 . C(0, 0)
X" +y =4 { R=2
(01) Correta.
P-1,1)=>(-12+12=2<4
(02) Correta.
P(-2,2) = (—2)2 +22=8>4
(04) Correta.
P(—2, V2)=2+2=4
(08) Correta.
Sabemos que a interseccao de duas linhas pode ser obtida
pela resolucao do sistema formado por suas equacoes:

y=x
xX*+y*=4

X2+ x2=4=x=+2 oux=—/2
Logo, a reta intercepta a circunferéncia em dois pontos:
(V2. 42) e (2. ~2)
(16) Incorreta.

y=-x+2

x*+y*=4
x>+ (—x+2)2=4=2x>-4x=0=>x=0oux=2
Logo, a reta intercepta a circunferéncia em dois pontos:
0,2) e (2, 0)

e A soma das alternativas corretas é: 1 +2 +4 + 8 =15

Comentario: As resolucoes das proposicoes (08) e (16)
desse exercicio antecipam as condi¢oes geométricas que
levarao as respectivas condi¢oes algébricas do proximo
topico.

Vamos representar a situacdo no plano cartesiano.

y
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O ponto P € o centro das circunferéncias inscrita e cir-
cunscrita ao quadrado ABCD.

O ponto P € o ponto médio das diagonais do quadrado
ABCD. Assim:

SRS
p ,
( 2

1+3
2

) = P(3, 2)

Xcl




a) O raio da circunferéncia inscrita no quadrado € igual
a metade da medida do lado desse quadrado. Assim:

dip _ JB-42+B-2° _ /3
2 2 T2

Logo, a equacao da circunferéncia inscrita no quadrado
1
ok
b) O raio da circunferéncia circunscrita ao quadrado é
igual a metade da medida da diagonal desse quadrado.
Assim:
_dye  AJB-32+(B-1) Ja

=X— =1

2 2 2
Logo, a equacgao da circunferéncia circunscrita ao
quadrado € (x — 3)*> + (y — 2)*> = 1.

c) Usando S para denotar a area da coroa circular for-
mada pelas circunferéncias, S, para denotar a area da
circunferéncia inscrita e S, para a area da circunfe-
réncia circunscrita ao quadrado ABCD, temos:

2
S=SC—Si:>S=n-12—n~(‘/2§) =

P =

Ex—3°+(y—2)7°=

=S=n-1—-m- =S=

1 ud
2 2

. . LT . .
Logo, a area da coroa circular é o unidade de area.

83. a) Pela equacao da circunferéncia, sabemos que o centro
éC(l, 1) eoraio ér=22.
Agora, vamos calcular a distancia do centro da circun-
feréncia areta s: x + y= 6

[1-1+1-1-6]| _ |-4]
d,,= = =22
JZE 12 V2
Como d_, = r, entdo a reta e a circunferéncia sao
tangentes.

Vamos determinar o ponto de tangéncia resolvendo o
sistema:

xX+y=6
x—12+@y-12=8

De y2 — 6y + 9 = 0, obtemos y = 3. Substituindo y
por 3 na equacao x = 6 — y, obtemos x = 3.

Portanto, o ponto de tangéncia é P(3, 3).

b) Os pontos comuns a reta e a circunferéncia, se houver,
sao as solucoes do sistema formado por suas equacoes:

x—y=1 )
2 2 =22x"—-2x=0=>x=0oux=1
x“+y =1

Para x = O, temos y = —1.
Para x = 1, temos y = 0.

Portanto, encontramos duas solu¢des para o sistema:
A(1, 0) e B(O, —1).

Assim, a reta e a circunferéncia sao secantes e os
pontos de intersecc¢ao sao A(1, 0) e B(0, —1).

Xcll

c) Os pontos comuns a reta e a circunferéncia, se houver,
sao as solucoes do sistema formado por suas equacoes:

{y=x+3

x2+y2_2x_0:>2x2+4x+910

O discriminante da equacédo 2x? + 4x + 9 = 0 é
A = =56 < 0, o que nos indica que o sistema nao tem
solucao.

Logo, a reta é exterior a circunferéncia.

y=x+k
84. Vamos resolver o sistema: <, 5
x“+y =4

Substituindo y por x + k na equacao da circunferéncia,
obtemos:

X2+ (x+Kk2-4=0

x2+ x>+ 2kx+k?—-—4=0

2x? + 2kx+ k*?—-4=0

A=2k)?—4-2-(k?—4) = —-4k? + 32

Para que a reta e a circunferéncia sejam tangentes, deve
haver apenas uma solugdo para o sistema; entao, devemos
ter A = 0. Assim:

—4k2 +32=0=k=—-22 ou k =22

85. No ponto A, temos y = 0; entjo:
x2+02-8x-8:0+16=0
x?—8x+16=0=>x=4
Portanto, A(4, 0).

No ponto B, temos x = O; entao:
02+ y2—-8:-0-8y +16=0
y>?-8y+16=0=y=4
Portanto, B(0, 4).

AB=d, ;=4 - 02+ (0—4)> =32 =42

Logo, AB mede 4+/2 unidades de comprimento.

Comentario: Avalie a conveniéncia de generalizar a ques-
tao para circunferéncias tangentes aos eixos e com centro
C(k, k), na bissetriz dos quadrantes impares, ou C'(—I, k),
na bissetriz dos quadrantes pares, e raio |k, Ic # 0. Em
ambos os casos, os alunos deverdo obter AB = |k - /2.

86. a) A inequacao (x + 3)2 + (y — 3)?2 = 9 representa
a reunidao de todos os pontos da circunferéncia
(x + 3)? + (y — 3)? = 9 com todos os pontos exteriores
a ela. Como a circunferéncia tem centro C(—3, 3) e
raio r = 3, obtemos o seguinte grafico:
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b) A inequacgdo (x — 4)? + y? < 16 representa todos os
pontos interiores a circunferéncia (x — 4)?> + y? = 16.
Como a circunferéncia tem centro C(4, 0) e raio r = 4,
obtemos o seguinte grafico:



87.

88.

89.

Comentario: Solicite aos alunos que, apos a resolucao,
tentem realizar o caminho inverso, ou seja, com base
nas representacoes graficas, extrair de cada uma sua
representacao algébrica, isto €, as inequacoes. Dessa
maneira, os alunos tém a oportunidade de trabalhar
com dois tipos de representacdo de um mesmo objeto
matematico.

A area do circulo representado pela inequacao
x>+ (y—1?-1<0édadaporA=rn-r?, emqueréo
raio da circunferéncia x? + (y — 1) = 1, que tem centro
CO,1l)eraior=1.Assim: A=n-12=>A=n

Logo, a area do circulo dado é © unidades de area.

O comprimento da circunferéncia representada pela
equacao x? + y? = 25 € C = 2nr, em que r € o raio da
circunferéncia.

De acordo com a equacao da circunferéncia, r = 5.
Assim: C=2n+5 = 10n

Logo, o comprimento da circunferéncia € 10n unidades
de comprimento.

a) No grafico esta representada a reunido de todos os pon-
tos da circunferéncia de centro C(2, 3) eraior = 13,
com todos os pontos interiores a ela.

A equacéao da circunferéncia é:
(x—22+(y—-32=13
Entédo, a inequacao correspondente ao grafico sera:

(x—2P2+ (y—3)2=<13

b) No grafico estao representados os pontos de intersec-
cao dareta de equacao y = x + 3 com a circunferéncia
de centro C(0, 0) e raio 3 cuja equagao € x> + y? = 9.

O sistema que corresponde ao grafico é:

y=x+3
x*+y*=9

c) No grafico estdao representados todos os pontos de
interseccao do semiplano situado acima da reta
x+ y = —2, incluindo a prépria reta, com os pontos do
interior da circunferéncia de centro C(—2, —2) e raio 2
cuja equacgao é (x + 2)2 + (y + 2)? = 4, incluindo os da
circunferéncia.

O sistema que corresponde ao grafico é:

y=-x—2
(x+2°+@y+2)?° < 4

90.

91.
92.

93.

94.

* Quando A > 0, a equacgao do 2° grau tem duas solucoes
distintas, ou seja, a reta e a circunferéncia se intercep-
tam em dois pontos distintos (sdo secantes).

e Quando A = 0, a equacao do 2° grau tem duas solu-
¢oes coincidentes, ou seja, a reta e a circunferéncia se
interceptam em um unico ponto (sao tangentes).

e Quando A < 0, a equacao do 2° grau nao tem solucao
real, ou seja, areta e a circunferéncia nao se interceptam.

Portanto: se A > 0, a reta € secante a circunferéncia;

se A = 0, a reta € tangente a circunferéncia;
se A < 0, a reta € exterior a circunferéncia.

Comentario: Essa situacao permite um desenvolvimento

intradisciplinar com func¢ao quadratica, estudada no

1° ano.

A resposta depende do problema que o aluno elaborou.
a) Tangentes interiores, pois: d = | r,— r2|

b) Secantes, pois: | r - r2| <d<r +r,

c) Tangentes exteriores, pois: d =1, + 1,

d) Disjuntas interiores, pois: d < | T,

e) Concéntricas, pois: d = 0.

f) Disjuntas exteriores, pois: d > r, + 1,

Comentario: Nesse exercicio de calculo mental, € impor-
tante orientar os alunos a abstrair o plano cartesiano e

imaginar apenas as circunferéncias com as respectivas
medidas dos raios e as distancias entre os centros.

Identificando as engrenagens de 1 a 6, temos:

A engrenagem 1 gira no sentido horario, conforme a
figura. Logo:

e a engrenagem 2 gira no sentido anti-horario;

e a engrenagem 3 gira no sentido horario;

¢ a engrenagem 4 gira no sentido anti-horario;

e a engrenagem 5 gira no sentido horario.

Portanto, a engrenagem 6 gira no sentido anti-horario.
Comentario: Essa questao leva os alunos a usar uma abor-

dagem distinta da aplicada em outras atividades, ou seja,
eles raciocionam sem o uso de férmulas.

Resposta possivel:

Na figura ha duas circunferéncias, com centros C, e C,
eraiosr er,.

T é o ponto de tangéncias.

P, Q e R sao os pontos de interseccao da reta s com as
circunferéncias.

Xcll
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Comentario: Observe que esse enunciado € uma descri¢cdo que diz respeito a
um objeto matematico que deve ser representado graficamente. Muitas vezes,
essa relacdo nao é muito clara para os alunos e precisa ser trabalhada de
modo que possibilite seu transito pelos diferentes registros de representacao
semiotica. Questdes como essa sao importantes, pois possibilitam uma apren-
dizagem significativa e rica em diversidade de registros. Nessa situacao, solicite
posteriormente aos alunos o inverso, ou seja, fornecer a representacao grafica
para que eles elaborem um pequeno texto descrevendo o objeto matematico
em questao.

Verifique se algum aluno obteve uma resposta diferente dessa, por exemplo, com
tangéncia interna das circunferéncias.

95. Vamos determinar os centros C, e C, e os raios r, e r, de cada circunferéncia.

e Como x? + y? — 4x = 0, entao:
C2,0er =2
e Como x? + y? — 16x = 48, entao:
C,8, 0 er,=47
Vamos calcular a distancia d entre os centros.

d=.8-27+(0-07° =6 =6

Logo, 0 <d < | r—r, |; entao, as circunferéncias sao disjuntas internas e nao ha

pontos de interseccao (pontos comuns) entre elas.

96. O grafico representa a interseccao de todos os pontos interiores a circunferéncia de

equacao x? + y? = 36 com todos os pontos exteriores a circunferéncia de equacao
x? + y? = 4, inclusive os pontos da circunferéncia.

Logo, o sistema abaixo pode representar essa situacao:

x? +y*< 36
x>+ y*=4

Comentario: Se possivel, traga para a aula um disco de vinil ou um CD e solicite aos
alunos que, com base no esquema grafico apresentado nessa atividade, tracem em
uma cartolina a circunferéncia do disco inserida no plano cartesiano. Em seguida,
solicite a eles que escrevam o sistema de inequacoes descrito pelo modelo.
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98.

99.

Comentario: Se julgar oportuno, solicite aos alunos que, apés a resolucao da
construcdo grafica, realizem o caminho inverso, ou seja, com base nos graficos,
escrevam os sistemas de inequacoes. Essa metodologia possibilita conhecer as
dificuldades dos alunos em relacao as diferentes representacoes matematicas de
um mesmo objeto. Deve-se considerar que um objeto matematico pode apresentar
diferentes representacoes (grafica, simbolica, algébrica, geométrica), e cada uma
delas contém um apelo cognitivo e um grau de dificuldade especificos.

Vamos representar a situacao graficamente:

y
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A reta tangente é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia. Logo, temos:

._la-0+3-0-20] _20 _,

Ja? + 32 5
Area da regido delimitada pela circunferéncia:
A=mn-r?>=16rn

Assim, a equacao da circunferéncia é x> + y2 = 16 e a area da regiao delimitada
pela circunferéncia € 16r unidades de area.

O lugar geométrico do centro da circunferéncia A | sera uma circunferéncia de raio

1+3
2

o e B sempre sera 1; portanto, o lugar geométrico € dado por x? + y2 = 22

= 2, pois a distancia do centro da circunferéncia A, até as circunferéncias

Analogamente, o lugar geométrico do centro da circunferéncia A, serd uma cir-
cunferéncia de raio 1, pois a distancia entre o centro da circunferéncia A, e as
circunferéncias o e 3 sera sempre 2; logo, o lugar geométrico € dado por x? + y2 = 12
alternativa ¢

Comentario: Espera-se que os alunos percebam que as infinitas circunferéncias A,
e ), sdo obtidas dando-se um giro completo.

Exercicios complementares

1.

Sobre (a, b), temos:

a<0eb>0

>a—-b<O0
lal > |bl }

Sobre (c, d), temos:

c<0ed<O

=ScEd 40
Il > |d }

Sobre (a — b, ¢ — d), podemos afirmar que esta situado no 3° quadrante.

alternativa c

Os pontos que pertencem a bissetriz dos quadrantes pares tém coordenadas
(k, —k) com k € R, ou seja, valores absolutos iguais, mas sinais opostos. Assim:

2m?> —5m=—(—-m?>—-m+ 9)
m?2—-—6m+9=0
m=3

Logo: m =3

XCv
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3. Podemos representar a situacao pelo seguinte esquema:

A2, 2)

C(—4, x) B(4, —12)

(d, >+ (dp)? = (d, ;)

e+ re—»7) + (Jra-a7 rx+ 127 ) -

2

= (Je-ar re+127)

36+ (2 —x)?+64+ (x+ 12)2=4 + 196
4 — 4x + x? + x? + 24x + 144 = 200 — 100
2x%2 + 20x + 48 = 0

x?2+ 10x+24 =0

xX=—-6oux=—4

4. Como a reta r passa pelos pontos (—4, —2) e (3, 0), temos:

x y 1
-4 -2 1|=0=4y+6-2x+3y=0=>=
3 01

=2x—-7y—6=0

Logo, a equacao da reta r é:
2x—T7y—6=0

=i = &

) R T el N
3

Ys — Ya
5 5-m

.m, =
Xp =~ Xa

=10 -2m=3m+ 6 =

:>5m:4:>m:%

Logo: m =

SIIES

6. 2x+(p—7y+3=0
2 3

p-7 p-7
2

y=

Entao: =
ntao: m, -7

sipxt+ty—13=0=y= —px+ 13

Entéao: m_ = —p
Para que r e s sejam perpendiculares, devemos ter:
m-m_ = —1

2

o (— = — 1

-7 (=p)
2p=p-7=p=-7
Logo: p= -7

7. Representando a situacdao num plano cartesiano:

y

0,95

XCvi

10.

Temos:
X y 1
0 1 1{=0
100 0,95 1

0,05x + 100y — 100 = 0
5x + 10.000y — 10.000 = O
5x + 10.000y = 10.000

.rmaxty=a+2=y=-ax+a+2
ssdx+tay=4—a
4 4-a’
=——XxX + —
& a a

Se r e s forem concorrentes, teremos:
4 2

—a*F—— > —a#*F 4=
a

sa#2ea#-2ea=0

Se r e s forem paralelas, teremos:

a=--% 5 _@=--15
a

>a=2oua=—2
alternativa c

. Sendo x o tempo de resfriamento, em minuto, e y a tem-

peratura atingida, temos:

parax=0,y=30e, parax=5,y=-10

Como o resfriamento ¢é linear, podemos representa-lo
por uma reta:

30

Podemos entao escrever a equacao dessa reta:

r y—30=—%(x—0):>y=—8x+30
Quando a temperatura atinge O °C, temos:
0=-8x+30=x=32 =375

Logo, a placa atinge O °C apés 3,75 minutos, ou seja,
3 minutos e 45 segundos.

Vamos representar graficamente as inequacoes:
2x—3y=0




x-—y+1=<0

Vv

A regiao que representa o sistema de inequacées

2x -3y = 0
x—y+1ls 0°

11. Vamos representar as retas no plano c:

x

(9)

< )
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12.

13.

14.

Temos:
rrx+y=0
ssx—y=0

t:2x+y—3=0
A0, 0), B(1, 1) e C(8, —3)

Entao:
0O 0 1
D=1 1 1|=-3-3=-6
3-3 1
_ 1y - =6l _
A riangulo = §|D| =5 = 3

alternativa d

a) Coordenadas dos rochedos e do poco: R,(0, 0),
R,(120, 0) e P(0, 40).
Areta que representaorioér: y = x — 20

Seja T(x, y) o ponto que indica onde o tesouro esta
enterrado.

Analisando a descricao do pirata, temos:
I. T pertence a linha que passa pelos dois rochedos:
y=0
II. T esta entre os dois rochedos: 0 < x < 120
III. A distancia de T ao poco € maior que 50 metros:
(29?2 + (y — 40)? > 50?
IV. A distancia de T ao rio € menor que 20 metros:
| — \1/45— 20| <9
b) Por (I) e (Il) x2 + (0 — 40)?> > 50% = x < —30 ou x> 30
Por (II) 0 < x < 120
Entao, 30 < x < 120

As condicoes (I) e (IV) implicam |x — 20| < 2042;
entao: 20+ (1 - v2) < x < 20- (1 +2)

0

Observe que 20 - (1 — 2 ) < 30; entao:

30< x<20-(1+2)
Logo, o tesouro esta localizado em um ponto
T(x, 0), com 30 < x < 20 (1 +2).

Verificando os pontos que pertencem a reta e correspon-
dem as alternativas propostas, temos:

Q(—3, 1), pois a distancia do ponto P ao ponto Q é:
J5-3f+6-1=-y20<5

Portanto, para satisfazer o pedido da comunidade, a
estacao deve ser construida em Q = (—3, 1).

alternativa b

O centro C da circunferéncia é o ponto médio de AB;
entao:

-24+0 1-3
== =2 |=CF1,-1
C( 2 2 j Cl )
O raio r da circunferéncia é a metade da medida de AB;
entao:

dyp _ JO+22+ (317

2 2

Logo, a equacgdo da circunferéncia é:
(x+12+@y+12=5

P =

_ 420 _
_30_\5

XCvi

15.

16.

17.

18.

a) Duas vezes, pois a area do circulo maior esta dividida
em exatamente duas partes iguais, ou seja, de mesma
area.

b) Tomando P = 2nr como o perimetro da circunferéncia
maior, verificamos que o perimetro da parte laran-
jaé:

2nr
P

:2+2n

Portanto, o perimetro da parte laranja é igual ao peri-
metro da circunferéncia maior.

-%:>P=nr+nr:P:2nr

¢) Como o raio da circunferéncia maior é 2 vezes o raio
da circunferéncia menor, temos:
r=2-3=6
A=m-+6%=36n

Logo, a area do circulo maior é 36n unidades de area.

Comentario: Uma sugestao para verificar a resposta do
item a é reproduzir a ilustracdo da atividade em uma
folha e recorta-la de modo que se separe a parte branca
da parte colorida. Essas duas partes se sobrepéem; logo,
elas tém areas iguais.

As circunferéncias A, € A, tém centros C,(x,, —4) e

c4(x4‘ _4) € dO,Cz B dO~C4 = V6 °

Jx =024 (-4 -0 = /62 = x> + 16 =64 =

= x=+4J3

Entao, x, = ~43 e X, = 43.

As cinco circunferéncias tém raio igual a 5 cm e cen-
tros C,(~14, 0), C,(~443, —4), C,(0, 0), C, (443, —4)
e C.(14, 0).

Assim, as equacoes sao:

Mg+ 14)2 + y2 =25

Ay (x+4y3) + y+42=25

A x?+y2=25

A (xf4\/§)2 +(y+4)2=25

A (e — 14)2 + y2 = 25

Seja Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0 uma equacao

completa do 2¢ grau. Comparando essa equacao com a
fornecida na atividade:

A=B=a= 36

C=0=b=0

;2 _ 576+ 144 — 144c
5.184

576 + 144 — 144c >0

c< %

cE45

Logo,a=36,b=0ec<5.

O ponto de ordenada maxima esta alinhado verticalmente
com o centro, ou seja, sua abscissa vale 4, ja que o centro
é C(4, —-3).



Substituindo x por 4 na equac¢ao da circunferéncia, obtemos:

4-42+@y+32=1
y=-2ouy= -4

Como se pede a ordenada maxima, o ponto procurado é (4, —2).

19. Como sao 8 raias, temos:

ADILSON SECCO

O corredor da raia 1 seria beneficiado, pois a raia tem o menor raio e, portanto, é

mais curta.
alternativa a

1 1 1
20. a) A(2, E), B(S, E)’ C(4, Zj € D(x,

%)

O segmento AB é paralelo ao CD; entéo, o coeficiente angular m é o mesmo para

as duas retas.

1 _ 1
_ 2 3 __ 1
m 53 = m 3
1 1 X 1
= L 5= —4 = =S, ok
Y=g 5 x-4=y 3
1 X 11
P == it L oo o o4
ara y emos o 3 12
2 _ _ _ 3
2x —11x+12—0$x1—4ex2—§

Como x = 4 € a coordenada da abscissa do ponto C, entao: x = % ey=

b) Seja M(x,, y,) o ponto médio do segmento AB e N(x,, y,) o ponto médio do seg-

mento CD; entao:

xm:2+3¢xm:§
2 2 5 5
1.1 5 <0 )
B~ 12
&
4+ =
2 _ 11
T T T Ty - n(iL 1)
1,2 4 24
.43 -1
yrl 2 yn 2
X Ul
B B _
2 12 '7°
111
4 24
55 1llx 5y , 5x 1y . 55 _
48 24 2 +12+ 4 +48 0
X y _
- 4+ XL =
24 4

Como c = 0, entdo a reta passa pela origem do sistema.

XCIX
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21.

22.

Sendo r a reta de equacao x + y — 1 = O e s a reta que

passa pelos pontos A(—3, 2) e B(x, y), temos:

rls=>m - -m =-1=-1-m =-1=m_=1
Como s passa por A(—3, 2), temos:
y-y,=mfx—x)

y—-2=1-(x+3)

x—y+ 5=0(reta s)

Entao, as coordenadas de B sao tais que: B(x, x + 5).
Como A e B sao simétricos em relacao a r, temos:

d/\‘ r = dB, T

=axa=1 _ |x + (x +5) -1

JIZ + 12 JI2 + (-1)?

[-2] _ [2x + 4]
N3 N3
lox+4]|=2
Assim:

2x+4=2=x=—1o0u
2x + 4 = -2 = x = —3 (ndo convém)

Logo: B(—1, 4)

Seja s a reta CD:

‘CT)’//‘A_B':>m5=mTA§=1

y-5=1x+2)=2y-5=x+2=x—-y+7=0(9
=>x=-3ey=4= M3, 4)

M é ponto médio de CD:

fSZ—XD;XC =x,=—4
4 = yD;yC :yDZS
D(—4, 3)

23.

C(-2, 5)
B(1, 4)
D(—4, 3)
A(-1,2)

-1 21
Duaps = |-4 3 1| =-8

1 41

-4 3 1
Dppe = |-2 5 1| =-8

1 41

1 1
A quadritatero = Anaps T Aapsc = §|DADB| + ?lDDBcl

A =

quadrilatero

1 ._ 1 _g|=
2|8|+2|8|8

Portanto, a area é 8 unidades de area.

y
Ag: area sombreada
E T
B x
4
3-4
a) AAABC:T:6
e NABC ~ ARSP; entao:
3V _ 6 _ 202
(0() a Aprsp = Asrse = 3
dg s o 40
9 = d =
4 5 YEs g
dg s _ 4o _ o
dA,deA.O_dR,():z_ ;S —2—?—2'(1—3)
dyr,)Y A
e AMNP ~ AACB; entdo: | —%E£ | = MNP
d, s 6

Como AC / RQ. entio d, = d, » logo:




24.

25.

26.

Observe que AMNP = APQT; entao:
A=A~ 2- Ayp ~ Agsp

(8—a)? 20
6 &

A=—-0%+20+38

A=6-2-

b) A = —o? + 20 + 3 é uma fungao quadratica, e seu
=2

—= - =1
5D = o

maximo € dado por: o =

O centro B da circunferéncia € tal que:

e como —2a=—-2,a=1;

e como —2b = —4, b = 2.

Assim, B(1, 2) € o centro da circunferéncia.

A equacao da reta r que passa por Ae por Béy = 2xe
m_=2.

Como s € perpendicular a r, temos m_igual a —%.

A reta s passa pelo ponto (0, 3); entao:

s:y7877é (x—0)
s:y—3=—%x
ssx+2y=6

Pela figura fornecida, temos a seguinte situacao:

Seja h a medida do segmento DC.
Aplicando o teorema de Pitagoras no AABE, temos:
(R+r)2?2=(R—-r1)2+ (2h)2=2Rr= —2Rr + 4h?2 =

= h?’=Rr = h=+Rr

Assim, a area do AABCé: A = % - T

Como |x| > 1,temos x> 1oux< —1.
x? + y? < 32 representa os pontos da circunferéncia de
centro C(0, 0) e raio 3 e também do seu interior.

Portanto, a representacao grafica do sistema é:
y
£

27.

28.

29.

Como A € rer: y = 3x, entao:

Ala, 3a)
ComoBE ses:y= f%, entao:
B(—5b, b)

Como P é o ponto médio de AB, temos:

- a-5b - a-5b

Xp = 5 =3 5 =

= a-5b=6

_3a+bhb 1=3ath

Yp 9 9

=3a+b=2

Resolvendo o sist a-5b=6 NEAW
esolvendo o sistema | . . &, _ . obtemos:

a=1leb=-1
Portanto, A(1, 3) e B(5, —1).
A equacao da reta que passa por A, Be P €:

x y 1
1 3 1|=0=x+ty—4=0
5-1 1

Seja a equacao da reta ax + by + ¢ = 0.

Como ela é paralelaaretax+y—4=0,a=1eb=1.

342 = [1-2+1-1+( ~c=3

sy
Logo:x+y+3=0
alternativa a
O centro O(1, 2) da circunferéncia A de raio r coincide

com o centro do quadrado ABCD, em que A = (—3, —1).
raio de A: 1 = d5 :\/(7371)2 +(-1-2)? =5

equacdo de A: (x — 1)2 + (y — 2)* = 52
0 é ponto médio de AC; logo:

X, txe -~ _
xO—T:xC—5eyo—

entao, C = (5, 5).

As diagonais de um quadrado sao perpendiculares,

+
yAzyC -y .=5

C

isto é, AC L BD; assim: my; = — Lo
e 3

— 4 4 10
oe BDemﬁ=—§; logo: y = —§x+?

BD N A = {B, D}; entao, resolvemos o sistema:

4 10
=—Zx+ I
y=-zx+-g o

(x—12+(@y—2?*=5> (Ip

Substituindo I em II, obtemos:

2
(x— 1) + (—ix-i-&—zj =52=>x>-2x—-8=0
8 S
Resolvendo: x = 4 = y = —2; entao, D = (4, —2); ou

x=—-2=y=6; entdo, B= (-2, 6).
Portanto, A= (=3, —1), B=(-2,6),C= (5, 5) e
D= (4, -2).

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
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Autoavaliacao

1.

(d]]

y

ADILSON SECCO

3+«

O poligono é um quadrilatero.

alternativa c

.dyp=\6-17+(-2+5) =25 +9 =34

alternativa a
=ix+11:m1=ienl=ll
2 2
y=-2x—-6=>m,= -2en,= -6
m, #m,em, -m,= —1.
Logo, as retas sao concorrentes perpendiculares.
alternativa a

s passa por P(—2, —1).
y+l=S(x+2)

2U+2=x+2
—x+2y=0
alternativa b

dA.r=|1'1_1'0| _ 1

N ET=

alternativa c

. Vamos comparar a equacao dada com a equacao geral da circunferéncia:

5 - RIEEE (51:4=N0)
x?+y?—2ax—2by +a*>+b2-r2=0
—2a=-6=a=3

—2b=0=b=0 }:C(S’O)

AN AR 12 — 32 202 =r1r=3
alternativa a

. Na equacao geral da circunferéncia, os coeficientes de x? e de y? devem ser iguais.

Assim, m = 4.
alternativa b

. Na figura esta representada a interseccao de todos os pontos do semiplano situado

abaixo dareta x — y = —1, incluindo a proépria reta, com todos os pontos do interior
da circunferéncia (x — 1)? + (y — 2)? = 4, incluindo a circunferéncia.
Logo, o sistema que corresponde a representagao grafica é:

x-1°+(@y-2° < 4

x—y+1=0

alternativa a



'ABCD ABC CDA
22
A =2
ABC 2
1
Acn = 5 - DI
2 01
D=3 5 1[{=12
0 21
ACDA:i-IZZG
2
Portanto:
A =2+6=8=28

ABCD

alternativa c

Compreensao de texto

1. Se o satélite da uma volta em 12 horas, entido em um dia (24 horas) ele da duas voltas
(duas orbitas).

2. As = v+ At, com s = 20.200.000 m
v = 2,99792458 - 108
20.200.000 = 2,99792458 - 108 - t
t= 0,067 s

3. O raio da orbita do satélite é r = (6.370 + 20.200) km.
C = 2nr= C = 166.860 km

nenhum ponto um Unico ponto dois pontos

5. Imaginando bexigas esféricas, temos, respectivamente: nenhum ponto; um tinico ponto;
infinitos pontos.

Comentario: Se achar conveniente, peca aos alunos que identifiquem a figura formada
pela interseccao das duas superficies esféricas no caso de a distancia entre os centros
ser 7 cm. Espera-se que eles concluam ser uma circunferéncia.

6. Uma circunferéncia.

7. Respostas pessoais.

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO
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ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

P c apl’tulo 4 — Transform acaes 3. Ha 3 eixos de simetria possiveis na obra de Escher, con-
L. - forme a reproducao a seguir.
geometricas

Exercicios propostos

1. Primeiramente, nomeamos os vértices da figura como A,
B, C, D, E, F, e G e os vértices da figura simétrica como
A',B',C',D' E', F'e G'. Como areta r € o eixo de simetria,
€ também a mediatriz de um segmento que tem como ex-
tremidades um ponto qualquer da figura ABCDEFG e seu
simétrico da figura transformada AB'C'D'E'F'G'. Assim,
podemos construir a figura simétrica com a determinacao
dos veértices A, B', C', D', E', F'e G".

© 2020 THE M.C. ESCHER COMPANY, BAEXEM

4. Os passos para determinar a trajetéria do feixe sao os
seguintes:
Com compasso, construimos A, o simétrico do ponto A
em relacao a reta r; e B', simétrico do ponto B em relacao

areta s.
r s
r
A’ A
alternativa c < °
2. Primeiro, o designer fez a reflexdao em relacao ao eixo r
obtendo a figura a seguir.
7
B B’
L[] L]
S
Depois, tracamos o segmento A'B'. Sejam Ce D os pontos
Depois, fez a reflexao em relacdao ao eixo s e obteve o de interseccdo de A'B' com r e s, respectivamente.

logotipo conforme a figura a seguir.

‘7 | A’ .A

N N

Clv



Por fim, tracamos os segmentos AC e DB.
Portanto, a trajetéria percorrida pelo feixe de A até B ¢ formada pelos segmentos

AC, CD e DB.

A’ A

¢

B \B’

A resolucao pode ser justificada pelo seguinte fato:
AC +CD + DB =A'C +CD + DB' = A'B'

O problema pode também ser pensado da seguinte maneira:

Faz-se a reflexdo do ponto A em relacao a reta s, obtendo-se o ponto A4, e a reflexao
do ponto B em relacdo a reta r, obtendo-se o ponto B'.

Depois, traca-se o segmento A'B' determinando os pontos Cem se Dem 1.

A trajetéria do feixe pode também ser formada pelos segmentos AC, CD e DB.

r S

B’ B

5. Os pontos P, Q" e R” encontram-se no terceiro quadrante do plano cartesiano,

pois as abscissas e as ordenadas desses pontos sao negativas. Com a reflexao do
triangulo P"Q”R” em relacao ao eixo das ordenadas, obtemos o triangulo de vértices
P'(1, —4), Q'(2, —1) e R'(7, —5). Agora, refletindo o triangulo P'Q'R' em relacao ao
eixo das abscissas, obtemos o triangulo de vértices P(1, 4), Q(2, 1) e R(7, 5).

yA R

5
=4

B
)

W

N
/

-

Q 3
—8—'7—6—‘—4——2—10 123456 7X
QN -2 -
AL 1/
4
O s I P O O s e
R R

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA
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Portanto, os pontos P, Q e R tém coordenadas (1, 4), (2, 1)
e (7, 5), respectivamente.

Comentario: Leve os alunos a reparar que em uma
reflexdo composta do 1° para o 3¢ quadrante ou do
3° para o 1° as coordenadas sao opostas. Ou seja, no
1° quadrante sdo positivas e no 3° quadrante sao negati-
vas, e que as coordenadas dos vértices correspondentes
tém modulos iguais.

. A alternativa em que a figura A'B'C'D'E' é simétrica a
figura ABCDE em relacdo ao ponto F € a alternativa a,
pois apenas nesse caso o ponto F é o ponto médio dos

segmentos de reta AA', BB', CC', DD' e EE'.

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

Agora, construimos segmentos de retas que tenham como
extremidades os vértices da figura obtida e que passem
por Q, de modo que o ponto Q seja ponto médio. As outras
extremidades desses segmentos construidos formarao a
nova figura, conforme a representacao a seguir.

. Primeiro, com excecao do vértice O, nomeamos 0s

B
A D
\\\ \
E[N5 €
7R
c .- N 5
\ ‘\\
D’ A
B

alternativa a

vértices da figura original como A, B, C, D e E. Assim,
A'B'C'OD'E' sera a figura simétrica a ABCODE em relacao
ao ponto O, e, para determinar essa figura, os segmentos
AA', BB', CC', DD' e EE' devem ter como ponto médio

o ponto O.
A 3
B D
C o

Agora, tracamos os segmentos para determinar os vértices
da nova figura, de modo que AO = A'O, BO = B'O, CO =
=C'O, DO = D'Oe EO = E'O.

A E
D
] ‘\~1\ @
S O[*:-.
DL > UB
IE A’

alternativa e

cvi

Para determinar a figura simétrica em relacao ao ponto P,
construimos segmentos de retas com extremidades em
cada um dos vértices da figura original, todos passando
pelo ponto P, de modo que P seja o ponto médio desses

segmentos. As outras extremidades dos segmentos serao
os vértices da figura simétrica.

/
©)) %74
/{,‘/
S A
~ 0
~ . e
SENN™. ey
N -z . 7o
N b,
S|P N
N /
=TT 7 ’ !
A= T . VA !
L, NS S i g
o S ke | /
== - ~L < |/ i
NS I
N RN
4 S
9. Resposta possivel:
B B"
Z
f
A A" ‘
o
3 7
' C 0 2 (o
7
\/ ’ 1 0 L —T-
’ I 7’
N ’ 1 / P
\ ’ 7 e
D ~ . \ / | ;v e
- N D Sl
~ 4 N 7 !, -
S~_ |, =
PR~ (o)
’ ~_ LT
. N S S
. \ -7 ~ !
SN —T"//ID
cl’ - L i
/\\ 1,
, ;
L7 S
<
, \
’ ’
o
% A
o
2
B’

Comentario: Verifique se os alunos perceberam que as
distancias dos vértices do poligono ABCD aos vértices
correspondentes do poligono A”’B”C”D” sao iguais e que o
poligono A”’B”C”D” tem a mesma orientacao do poligono

ABCD em relacao ao plano.

Os alunos poderao verificar na discussao sobre a ativi-
dade que, qualquer que tenha sido o poligono ABCD ou
os pontos P e Q escolhidos, a conclusao sera a mesma.



Se possivel, faca com os alunos uma verificacao da ati- E, em seguida, transladamos a figura, conforme o vetor
vidade em um software de Geometria dinamica. Basta resultante.

fazer as reflexoes e depois movimentar os pontos Pe Q no
plano, para chegar a conclusao ja observada na atividade.
Eles deverao perceber mais adiante que o poligono
A”B”’C”D” é uma translacao do poligono ABCD.

!

10. a) O vetor i, que tem como médulo 4 unidades, deter-
mina a translacdo. Cada vértice da nova figura dista
4 unidades da malha do seu correspondente na figura
original.

Q)

F
b
.

12. Verifique na figura que, para recolocar a tela em sua po-
sicao original, devemos rotacionar no sentido horario o
ponto Ppara P'em 135° = 45° + 90°, tendo como centro
de rotacao o ponto B.

Ae y P’

Y

<y

b) O vetor §, que tem como médulo 2+4/2, define a trans-
lacao.

45°

<i
3

alternativa b

13. a) Para obter o triangulo A'B'C', fazemos uma rota¢ao no
sentido horario de 60° nos vértices A, B e C, em torno
do centro de rotacao D, resultando nos vértices A', B' e

C', respectivamente. Depois, tracamos os lados A'B',
B'C'e A'C'.

11. Primeiro, obtemos o vetor r com a soma d + b.

Q)
]

o/
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cvii



b) Para obter a figura M'N'O'P'Q', fazemos uma rotacao 14. Naalternativa a esta representada uma simetria em relacao
no sentido anti-horario de 90° nos vértices M, N, O, P a uma reta na direcdo vertical que passa pelo ponto W.
e O, em torno do centro de rotacao A, resultando nos
vértices M', N', O', P' e Q', respectivamente. Depois,

tracamos os lados M'N', N'O', O'P', P'Q' e Q'M".

[ ]
M
Na alternativa b esta representada uma simetria em relacao
/ N a uma reta na direcao horizontal que passa pelo ponto W.
o
A
Q P
% w
o P
M’ Na alternativa ¢ esta representada uma simetria em re-
T~ N
lacao a reta indicada que passa pelo ponto W.
o’
c) Para obter a circunferéncia de centro O' e ponto P, W
fazemos uma rotacao no sentido horario de 80° nos
pontos O e P, em torno do centro de rotacao Q, resul-
tando no centro O' e no ponto da circunferéncia P',
respectivamente. Depois, tracamos a circunferéncia
de centro O' e raio O'P".

Na alternativa d esta representada uma rotacao da figu-
P \ ra original em 90° no sentido anti-horario, em torno do
/_\ ~
centro de rotacao W.
( ° OI

d) Para obter a figura R'ST'U'V", fazemos uma rotacao no
sentido anti-horario de 135° nos vértices R, T, Ue V, em alternativa d
torno do centro de rotacao S, resultando nos vértices

R, T', U' e V', respectivamente. Depois, tracamos os 15. i )
segmentos R'S, ST', T'U,U'V'e V'R'. 12 rotacao:
A
v R
il
L&
S T / \\ .////// X
/\ —C* —
B \ L

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA
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22 rotacao:

Al
\ S ~
5 — . N
\ A 8 %
B c L2 /\ !
P K~ -”.\ N
N\
! \
/,&45° \4
Q

Comentario: Foram indicados apenas os angulos APA' e A'@A" para me-
lhor compreensao das rotacoes feitas. Porém, conforme a definicao de rotacao,
med(APA'") = med(BPB') = med(CPC') e med(A'QA") = med(B'QB") = med(C'QC").

A figura A’B”C” é uma rotacao da figura ABC.

16. a) Para construirmos a figura A'B'CD', homotética a figura ABCD, com centro da
homotetia C e razdo —2, temos uma figura invertida em relacao a original e fa-

zemos CA = 2CA', CB = 2CB' e CD = 2CD' com C pertencendo aos segmentos
AA', BB' e DD'.

A

D’

b) Para construirmos a figura A'B'C', homotética a figura ABC, com centro da ho-

motetia P e razao % fazemos PA' = % PA, PB"' = % PB e PC' = % PC. Como

a razao de homotetia € maior do que 0, A' pertence a semirreta PA, B' pertence
a semirreta PB e C' pertence a semirreta PC.

AI ///
A
Al
\\ ///
. X

SN R/
2N~ CD(
- ARt Oy >
I N ~ 1%}
o7 N SN (=
P B~ < =
o N Ss z
i B\ —— = \€ a
N ~—_ - z
S —l_ S
. »- e
. [ I £
> %}
N =
=

C

<
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c) Para construirmos a figura AB'C', homotética a figu-
ra ABC, com centro da homotetia A e razao 2, fazemos
AB' = 2AB e AC' = 2AC. Como a razao de homote-
tia € maior do que O, B' pertence a semirreta ABe C'
pertence a semirreta AC.

d) Para construirmos a figura A'B'C', homotética a figu-
ra ABC, com centro de homotetia D e razdo —1, fazemos
DA' = DA,DB' = DB e DC' = DC. Como a razao de
homotetia € menor do que O, temos uma figura inver-
tida em relacdo a original e D pertence aos segmen-
tos W, BB" e CC'.

17. Para @rn}iﬂar o centro da homotetia, tracamos as retas
AA', BB'e CC'. A interseccao dessas retas sera o centro
de homotetia que chamamos de E. Como a distancia
de um ponto P qualquer da figura original ao ponto E é
igual a metade da distancia do ponto P', homotético de
P, ao ponto E e A' pertence a semirreta EA \, B' pertence
a semirreta EB e C' pertence a semirreta EC, a razao é
igual a 2.

N
!

18. Triangulo da matriz A:

y A
7
B
6
/ 5
4
c T 3
— )
4
A
1
¢ —7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0| 1 x
Triangulo da matriz B:
y A
-6 -5 -4 -3 -2 -1 O 1 «x
=1
D
—2Z
F
=3J
=4
)
E
—b
Triangulo da matriz C:
yA
6
5
A H
\ I
3
2
1 /
-1 o|G 2 3 4 5 6 x
1

19. A matriz que representa o deslocamento do triangulo é

B = [ (13 ? (13 J Precisamos determinar uma matriz

X = (x,)py5 tal que X + B = A.
L] 8 6 |_| 7 10 11
1 1 2 4 8 )
5
7

= O

X

X1 X2 X3
21 Xao  Xo3

[S

dai temos: X = [ i



20. Matriz A:

Reflexao em relacao ao eixo y:
-10 )|, [-1-5-6)|_[1586
0 1 2 6 3 6 3
Reflexao em relacao ao eixo x:
1 O .| -1 -5 -6 |_|-1 -5 -6
0 -1 2 6 3 =2 =B =8

Matriz B:

Reflexao em relacao ao eixo y:
-10 |, (-2 -2 -4 |_ 2 2 4
0 1 ) =5 = =% =B =8
Reflexao em relacao ao eixo x:
1 O 2 -2 -4 |_[-2 -2 -4
© =1 -2 -5 -3 2 b5 3

Matriz C:

Reflexao em relacao ao eixo y:

SRR R R

Reflexao em relacao ao eixo x:

a)leis) (055

21. a)

YA

5

4 D

o] \ c
2

1

/ &
-1 0]a 2 3 4 5 6 x

1

2

b) Determinamos a matriz que representa a rotacao
em 90° no sentido anti-horario do quadrilatero ABCD em
torno da origem com o produto a seguir.

cos 90° —sen 90° 0 3 5 2
sen 90° cos 90° 01 3 4
B 0 -1 0 3 5 2 B
1 O 01 3 4

0 -1 -3 —4
0 3 5 2

c) Determinamos a matriz que representa a rotacao em
180° no sentido anti-horario do quadrilatero ABCD
em torno da origem com o produto a seguir.

cos180° —sen 180° 0 35 2
sen 180° cos180° 01 3 4
| "1 0 0 35 2 B
0o -1 01 3 4
0 =8 =B =2

0O -1 -3 —4

d) Com os vértices A(0,0), B'(—1,3), C'(—3,5) € D'(—4.2) e
A(0,0), B (—3,—-1), C"(—=5,—3) e D"(—2,—4) determinados,
construimos os quadrilateros.

YA
@ -
4 D
/ e
2
D’ \
.
] E
5 4 3 2 __+0a 2 3 4 5 x
d /
N
3
C ~_
A
o
5
22 a) Vi
A A B
8
7
6
5
4
3
D C
2
1
1
1ol 1 2 3 4 5 6 7 8 x
1
1

b) Para determinar a matriz que representa os vértices do
retangulo, compomos a primeira linha com as abscis-
sas dos pontos e a segunda linha com as ordenadas
dos pontos. Cada coluna da matriz representa um
par ordenado. Assim, com os pontos A(3, 9), B(6, 9),
C(6, 3) e D(3, 3), obtemos a matriz

3 6 6 3
9 9 3 3

CXI
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c) Para determinar a matriz, fazemos o seguinte produto:

1l (3663)_(12
9 9 33 3 3

d) Para construir o novo retangulo que representa a

o W~

W[~

- -1 o
transformacéao por escala na razao 3 nhas direcoes

horizontal e vertical, obtemos as coordenadas da matriz

[1 2 2 1).Assim,A'(l,S),B'(Z,S), C'(2,1) e D'(1,1).
1

33 1
{,\ A B
8
7
G
5
4
A
D c
z
1
o c
Mol 1 2 3 4 5 6 7 8 x
1

Exercicios complementares

1.

2. Para tracar o eixo de simetria entre as figuras 1 e 2, construi-

mos um segmento qualquer em que uma das extremidades
seja um ponto da figura 1 e a outra extremidade seja o si-
meétrico desse ponto na figura 2. Por exemplo, tracamos o
segmento AB (ver no desenho a seguir). Depois, tracamos a
mediatriz rdesse segmento. Para determinar o eixo de sime-
tria entre as figuras 2 e 3, fazemos o mesmo procedimento.
Por exemplo, vamos determinar a mediatriz s do segmento
com extremidades em C da figura 2 e o ponto D da figura 3.

figura 1

figura 3

Assim, 1 € o eixo de simetria entre as figuras 1 e2 e s é
o eixo de simetria entre as figuras 2 e 3.

(O]

Comentario: Peca aos alunos que releiam a definicao de
reflexdo por uma reta. Assim, poderao escrever com maior
facilidade uma estratégia para determinar geometrica-
mente os eixos de simetria da atividade.

4. Para determinar a alternativa correta, seguimos as trans-

formacoes indicadas no enunciado.
12) Reflexao no eixo x:

23) Rotacao de 90° no sentido anti-horario, com centro
de rotacao no ponto A:

33 Reflexdo no eixo y:

44) Rotacao de 45° no sentido horario, com centro de
rotacao no ponto A:

53) Reflexao no eixo x:

alternativa c



5. Para determinar o centro da homotetia, que chamamos de P, tracamos as re-

tas AA',BB',@ e DD'. O ponto de interseccao entre as retas sera o centro da
homotetia P.

Podemos verificar pela figura que cada lado da figura A'B'C'D' mede o dobro do
lado correspondente na figura ABCD e que a figura A'B'C'D' € uma homotetia
inversa a figura ABCD. Assim, o centro da homotetia € o ponto P e razao é -2,

conforme a figura.

N

-
AT

I /¢
d

7

s

am

N o ) S
% N\ IS \\\\\ A
< CA< BN <o
N\ S /\\
\\\ / ~ \\\ \\\
B[\

6. O sentido do vetor pode ser obtido verificando-se o segmento do ponto A para o
ponto A', do ponto B para o ponto B' ou do ponto C para o ponto C'.
alternativa d

7. Para uma rotacdo de 180° em torno da origem de um plano cartesiano no sentido

. cos180° —senl80°
anti-horario, devemos multiplicar a matriz pela matriz
senl80° cos180°

que representa os vértices da figura a ser transformada.
alternativa d
8. E possivel preencher corretamente o espaco indicado pela seta no tabuleiro da

figura A colocando a peca 2 apos gira-la 90° no sentido anti-horario, conforme a
figura a seguir.

Figura A

alternativa c

9. Considere a figura a seguir. O ponto V' ¢ simétrico de V “em relacao a ORelLé
um ponto pertencente a QP, tal que LV' seja paralelo a QR. Assim, LV' = 0,8 e
LQ = 0,4. Temos também que med(K IAJV') = med(KjB), e do enunciado temos
med(LKV'") = med(JKB). Portanto, ALV'K ~AJBK .

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA
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1,2 —x

Da semelhanca entre os triangulos, temos:

LV' _ LK 0,8 04 +x

JB _JK — 09 12 -x

= 08-(12-x)=0,9"(04 +x)=

=0,96 — 0.8x = 0,36 + 0.9x = 17x = 06 = x = 20 = &
Portanto, deve-se jogar a bola a % m do vértice Q.

Comentario: Peca aos alunos que facam a divisdo —, pois assim terdo uma ideia se

6
17
a medida obtida é adequada as dimensodes aproximadas de uma mesa de sinuca. O
valor obtido € aproximadamente 0,35 m, ou seja, 35 cm, que esta dentro do esperado.
Esse exercicio pode ser resolvido de outras maneiras. A observacao no enunciado de
que “os angulos de incidéncia e de reflexdo sao iguais” serve como dica para que o
aluno perceba triangulos semelhantes e resolva usando essa estratégia. Caso alguém
tenha resolvido dessa maneira, peca que tente resolver com a reflexao, pois, além de
trabalhar o contetudo, esse modo ¢ um caminho elegante que resulta em uma tnica
equacao com apenas uma incognita.

Caso haja duvidas sobre angulo de incidéncia e de reflexao, faca o seguinte dese-
nho no quadro:

S

A reta t € chamada de normal, i é o angulo de incidéncia em relagdo a reta normal
e r é o angulo de reflexao.
Pelas leis da reflexdo, temos:

I) O raio de luz refletido e o raio de luz incidente, assim como a reta normal a su-
perficie, pertencem ao mesmo plano, ou seja, sdo coplanares.

I) A medida do angulo de reflexao (r) € sempre igual a medida do angulo de inci-
déncia (i).
Observe que os angulos a e b também sao congruentes, pois a + i = r + b, e,
como ie rtém a mesma medida, a = b.

CXiv
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Autoavaliacao

1. A figura do primeiro item representa uma translacao, pois existe um vetor u que
determina a translacao da figura ABC para a figura A'B'C".

Y

alternativa a

2. A segunda figura representa uma homotetia, pois, ao tracarmos as retas
AA',BB',.CC' e DD', obtemos o centro da homotetia E.

alternativa b

3. O eixo de simetria entre os triangulos ABC e A'B'C' € a reta g e o eixo de simetria

entre os triangulos A'B'C' e A”’B"C” é areta s.
alternativa b

4. Uma transformacao homotética de um poligono preserva a razao entre os segmentos
correspondentes, as medidas dos angulos correspondentes e o paralelismo entre os

segmentos correspondentes. Uma transformacao isométrica preserva a distancia
entre os pontos.

alternativa c

5. O poligono A'B'C'D'E' € simétrico do poligono ABCDE em relagao a reta r e o poligono
A"B"C"D"E" é uma translac¢ao do poligono A'B'C'D'E' pelo vetor ui.

r

A A’
B C E B ¢ B

D . D’

4 A
Y, B”

E” C

D

alternativa d

6. Seja k a razao da homotetia. Se ik < 0, a homotetia sera inversa. Se k < —1, a ho-
motetia sera uma ampliacdo da figura original.

alternativa a

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA
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7. Os vértices do triangulo ABC sao A(—1, 4), B(—3, 1) e C(—4, 3). Assim, a matriz que

-1 -3 -4
representa os vértices do triangulo é a matriz [ 4 13 3 J

alternativa d

8. A matriz que devemos adicionar a matriz que representa um ponto no plano car-
tesiano para que ele seja transladado 5 unidades na direcao vertical e no sentido
de baixo para cima € a matriz representada pela alternativa a, pois, dado o ponto

a 0 a
(a, b), podemos ver que [ b ] [ = j [ b+5 J a abscissa do ponto A se

mantém e a ordenada sao adicionados 5 unidades, deslocando o ponto na direcao
vertical e no sentido de baixo para cima.

alternativa a

Compreensio de texto

1. Respostas possiveis: xilografia; litografia.

2. Resposta possivel: Sim, a obra tem estruturas impossiveis. Uma dessas estruturas
pode ser observada com duas pessoas que sobem e descem uma escada simultanea-
mente e no mesmo sentido. Ou seja, para essas pessoas, ha dois planos diferentes
que representam o chdao no mesmo espaco.

3. Resposta possivel: A obra tem um formato losangular formado por linhas de peixes
da parte inferior até a linha central, em que se intercalam as aves. Da linha central
para cima, outras linhas sao formadas, agora apenas com aves. Os espacos vazios
nas linhas inferiores vao se transformando, como em um movimento, até tomarem
formas de aves nas linhas superiores; por sua vez, os espacos vazios nas linhas
superiores vao se transformando, como em um movimento, até tomarem formas
de peixes nas linhas inferiores.

4. Resposta possivel: Podemos observar que as formigas nunca se cruzarao em sua
caminhada e que elas passam pelos dois lados da faixa quando estao caminhando.

5. A comunidade cientifica acolheu a obra de Escher como a construcao de um con-
ceito matematico, e a critica de arte tendeu a releva-la como mero formalismo e
exercicios geométricos.

6. Resposta possivel: Ela quer dizer que Escher combinou a racionalidade matema-
tica com a linguagem estética, por vezes aplicada nas artes. Isso significa que ele
conseguiu representar temas matematicos nas artes plasticas.
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EDUCA(;AO FINANCEIRA
Economia no mundo

A secao potencializa o desenvolvimento das competéncias gerais 1, 6 e 7 e favorece o desen-
volvimento das competéncias especificas 1 e 2 de Matematica e suas Tecnologias da BNCC,
favorecendo também o desenvolvimento das habilidades EM13MAT102 ¢ EM13MAT104.

A discussao e a reflexao sobre a evolucao da sociedade e dos mecanismos econoémicos pos-
sibilitam ainda um trabalho interdisciplinar com o professor da area de Ciéncias Humanas
e Sociais Aplicadas, contribuindo para o desenvolvimento das competéncias especificas 1 e
3 e das habilidades EM13CHS102 ¢ EM13CHS301.

As atividades propostas também contribuem para os temas contemporaneos educacao fi-
nanceira, ao propiciar a compreensao da economia mundial, e educacéao para o consumo,
ao propor a reflexao sobre o desenvolvimento sustentavel, com a discussao a respeito dos
Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel da Organiza¢ao das Nag¢des Unidas.

Para comecar e pensar:

1. Incentive os alunos a refletir sobre como a evolucao das tecnologias aplicadas aos
meios de transporte e de comunicacdo permitiu o desenvolvimento de novas prati-
cas economicas, as quais possibilitam ao cidaddo viajar e se conectar ao resto do
mundo. Ao mesmo tempo, o avanc¢o tecnolégico proporcionou aos agentes economi-
cos a busca por novas op¢oes de matérias-primas, produtos e mercados consumi-
dores. Sao exemplos de mudancas provocadas pelo avanco tecnolégico nos meios
de comunicac¢ao: as redes sociais com mensagens instantaneas e videos em tempo
real, os aplicativos de institui¢ées financeiras, os aplicativos de lojas virtuais etc.
No que tange aos meios de transporte, percebe-se que as viagens e os transportes
de cargas, por exemplo, tornam-se cada vez mais eficientes e menos custosos.

2. A substituicao do trabalho manual pelas maquinas aumentou a circulacao economica.
O trabalho realizado por maquinas é mais agil, propiciando maior produtividade em
menor tempo. Com o aumento da producao, houve reducao nos precos dos produtos,
o que permitiu aos cidadaos de classes sociais menos favorecidas ter acesso a bens e
produtos que antes eram privilégio das classes mais abastadas. O aumento da massa de
consumidores, por sua vez, influenciou positivamente a economia, pois mais recursos
financeiros comec¢aram a circular.

Aproveite para discutir com os alunos o fato de que a industrializacao mudou as relagoes
de trabalho (os trabalhadores passaram a ser assalariados) e impos uma nova divisao
de tarefas na producao, mudancas que influenciam a sociedade até os dias atuais.

Para discutir:

3. Vantagens: reducao ou isenc¢do de tributos de uma lista especifica de produtos; livre
circulagao de profissionais; facilitacao da atividade turistica, com reduc¢ao da buro-
cracia nas fronteiras ao viajar para paises-membros do bloco econémico ou do acordo
economico.

Desvantagens: dependendo do acordo realizado, alguns setores internos podem ter
prejuizos e até mesmo quebrar com a concorréncia externa, livre de tributagcao; com
a facilidade de viajar ao exterior, regidoes menos desenvolvidas podem perder turistas.

4. A medida que os tributos de produtos e servicos sdo reduzidos, a economia ganha novo
dinamismo, € empresas que atuavam no contexto nacional podem passar a atuar em
ambito internacional. Com a abertura dos mercados de paises vizinhos, as empresas
dos trés setores economicos aumentam sua producao, além de haver um aumento na
oferta de empregos diretos e indiretos.

5. Se julgar oportuno, incentive os alunos a trazer alguns produtos para a sala de aula e
monte um painel com os rétulos desses produtos, separando-os por pais de origem. Caso
os alunos tenham dificuldade, proponha que busquem produtos de outros parceiros
comerciais do Brasil, como a China e os Estados Unidos.

O Produto Interno Bruto (PIB) representa a riqueza total de uma regiao ou pais e € cal-
culado pela soma de bens e servicos produzidos durante determinado periodo. O PIB
per capita é o resultado da divisdo do PIB pela populacao, indicando quanto caberia a
cada habitante se a riqueza do pais fosse dividida igualmente entre eles. Por exemplo,
de acordo com o IBGE, o PIB do Brasil em 2018 foi de 6,8 trilhdes e o PIB per capita foi
de R$ 32.747,00.
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O Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) é calculado anualmente e tem por objetivo
ampliar a dimensao economica oferecida pelo PIB, aliando outros dois fatores funda-
mentais para o desenvolvimento humano: saude e educacao. Por esse motivo, o IDH
oferece mais informacdes sobre a realidade socioeconémica de um pais, ja que, em paises
com grande desigualdade social, o PIB nao representa a maior parcela da populacao.
O IDH de um pais pode variar de O (zero) a 1 (um), tendo as seguintes categorias:

e de 0 a 0,499 - baixo desenvolvimento humano;
e de 0,500 a 0,699 - médio desenvolvimento humano;
e de 0,700 a 0,799 - alto desenvolvimento humano;

e de 0,800 a 1 — muito alto desenvolvimento humano.

7. Espera-se que os alunos percebam que nem sempre o desenvolvimento econémico

promove o desenvolvimento social, uma vez que, para haver desenvolvimento social, é
preciso que os rendimentos dos assalariados permitam-lhes realizar suas necessidades
basicas e investir para melhorar sua condicao social.
E importante frisar que fazer comparacoes entre paises apenas com base em dados
numéricos — como IDH, PIB e Indice de Retorno de Bem-Estar a Sociedade (Irbes) — nao
basta. E preciso considerar o contexto histérico no qual os paises se desenvolveram,
suas condicoes economicas e sociais, entre outros fatores que influenciam os nimeros
apresentados pelos indices.

Para finalizar:

8. Se julgar oportuno, promova um debate sobre as potencialidades e as limitacoes desses
objetivos, que sao:

. Erradicacao da pobreza;

. Fome zero e agricultura sustentavel;
. Saude e bem-estar;

. Educacao de qualidade;

. Igualdade de género;

. Agua potavel e saneamento;

. Energia acessivel e limpa;

N O O W N~

. Trabalho decente e crescimento econoémico;

©

. Industria, inovacao e infraestrutura;

10. Reducao das desigualdades;

11. Cidades e comunidades sustentaveis;
12. Consumo e producao responsaveis;

13. Acao contra a mudanca global do clima;
14. Vida na agua;

15. Vida terrestre;

16. Paz, justica e instituicoes eficazes;

17. Parcerias e meios de implementacao.

9. Para haver crescimento econoémico, a producao que circulou pelos setores da econo-
mia precisa chegar ao mercado consumidor e ser absorvida pelos consumidores. Isso
significa que, se houve crescimento econdmico, ocorreu movimentacdao econémica,
tendo sido gerados postos de trabalho, impostos arrecadados e retencao de parte do
dinheiro (valor poupado). Ja o conceito de sustentabilidade esta ligado principalmente
ao respeito aos limites do meio natural e a garantia de que existam recursos para as
geracoes futuras. Compreendendo-se as ideias de crescimento econdmico e susten-
tabilidade, o desenvolvimento sustentavel é alcancado quando sao adotadas medidas
que buscam reaproveitar economicamente o maior percentual possivel daquilo que
foi consumido, bem como diminuir o acimulo de lixo e o consumo dos recursos na-
turais por meio da reciclagem e do reaproveitamento. Essa nova dinamica econoémica
também gera novos postos de trabalho voltados para a realizacdo dessas atividades.
Também faz parte da sustentabilidade buscar desenvolver posturas que levem a um
consumo mais consciente e equilibrado, evitando itens desnecessarios e diminuindo
desperdicios.

10. Além de buscar projetos na regiao em que residem, se julgar oportuno, sugira aos alunos
que ampliem a busca para o territério nacional.
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PESQUISA E ACAO

Exposicdo de arte

Esta secao favorece o desenvolvimento das competéncias gerais 1, 3, 7, 9 e 10, da compe-
téncia especifica 1 de Matematica e suas Tecnologias e das habilidades EM13MAT102 e
EM13MAT105 da BNCC. Além disso, possibilita promover um trabalho interdisciplinar com
os professores da area de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas favorecendo a habilidade
EM13CHS601 da BNCC, no que se refere a analise das demandas politicas, sociais e culturais
dos povos afrodescendentes no Brasil e & promocao de a¢oes para reduzir as desigualdades
étnico-raciais no pais.

Além disso, favorece o desenvolvimento da competéncia especifica 6, da area de Linguagens
e suas Tecnologias, e da habilidade EM13LGG601 da BNCC, ao desenvolver sua visao
critica e histérica, apropriando-se do patriménio artistico de diferentes tempos e lugares,
compreendendo a sua diversidade, bem como os processos de legitimacao das manifestacoes
artisticas na sociedade.

Todo trabalho e toda discussao a respeito de discriminacao e desigualdade racial, bem como
apreciacao e criacao de obras de arte inspiradas nas culturas africanas e afro-brasileira,
contribuem para o desenvolvimento dos temas contemporaneos diversidade cultural,
educacao para valorizacao do multiculturalismo nas matrizes histéricas e culturais
brasileiras e educacao em Direitos Humanos.

Inicie a secdo promovendo uma roda de conversa com os alunos para discutir os assun-
tos que serao abordados. Proponha questées como: “O que vocés entendem pela palavra
afrodescendente? O que significa afro-brasileiro? Qual é a diferenca entre discriminac¢ao
racial e desigualdade racial? Por que € preciso valorizar a cultura dos povos afrodescen-
dentes e proteger seus direitos? Quais formas de discriminacao racial vocés conhecem?
E de desigualdade racial?”. Esse momento de conversa podera aproximar os alunos da
tematica proposta na secao, além de ser um momento de troca de saberes e experiéncias.

Para ampliar a reflexao, € interessante exibir para os alunos (ou sugerir que vejam em casa) o
documentario A rota do escravo: uma visao global, produzido pela Unesco. Nele sao apresenta-
das historias e herancas que resultaram do comércio de pessoas escravizadas. O documentario
esta disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=rIfTqFmpsdl&feature=emb_title>.
Acesso em: 22 jul. 2020.

Etapa 1:

Esclareca possiveis duvidas dos alunos e ofereca as instrucdes necessarias para que res-
pondam as questoes propostas. Oriente as duplas a realizar as pesquisas em fontes de
informacao confiaveis. Seguem alguns sites que podem ser sugeridos:

Convencao Internacional sobre a Eliminacao de Todas as Formas de Discriminacao Racial.
Disponivel em: <http://www.planalto.gov.br/ccivil 03/decreto/1950-1969/D65810.html>.
Acesso em: 10 abr. 2021.

Conferéncia e Declaracdo de Durban. Disponiveis em: <http://www.palmares.gov.
br/?p=13958> e <http://www.unfpa.org.br/Arquivos/declaracao_durban.pdf>. Acessos
em: 22 jul. 2020.

Década Internacional de Afrodescendentes. Disponivel em: <http://decada-afro-onu.org/
index.shtml>. Acesso em: 22 jul. 2020.

1. a) E um documento que define formas de proteger os direitos humanos de pessoas e
grupos de pessoas que precisam de protecao especial, combatendo todos os tipos de
discriminacéao racial.

b) Foi adotada pela Assembleia Geral das Nag¢des Unidas em 21 de dezembro de 1965.

c) A Conferéncia de Durban foi promovida pela ONU. Ela aconteceu na cidade de Dur-
ban, na Africa do Sul, entre 31 de agosto e 8 de setembro de 2001.

d) Sao documentos criados apés a Conferéncia de Durban com o objetivo de eliminar
o racismo, a desigualdade racial, a xenofobia e outras formas de intolerancia.

e) A Década Internacional de Afrodescendentes foi proclamada pela Assembleia Geral
da ONU para reconhecer que os povos afrodescendentes formam um grupo que
sofre diversos tipos de discriminacao e desigualdade e que precisa ter seus direitos
humanos protegidos e promovidos. O tema definido para esta década é: “Povos
Afrodescendentes: reconhecimento, justica e desenvolvimento”.
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f) Os principais objetivos sdo: “promover respeito, protecao e cumprimento de todos
os direitos humanos e liberdades fundamentais das pessoas afrodescendentes [...];
promover um maior conhecimento e respeito pelo patrimoénio diversificado, a cultura
e a contribuicao de afrodescendentes para o desenvolvimento das sociedades; adotar
e reforcar os quadros juridicos nacionais, regionais e internacionais de acordo com
a Declaracao e Programa de Acao de Durban e a Convencao Internacional sobre a
Eliminacao de Todas as Formas de Discriminacao Racial, bem como assegurar a
sua plena e efetiva implementacao”. (Disponivel em: <http://decada-afro-onu.org/
plan-action.shtml>. Acesso em: 22 jul. 2020.)

2. Dados sobre desigualdade racial e de género podem ser acessados no site “Retrato das
desigualdades”, disponivel em: <https://www.ipea.gov.br/retrato/indicadores.html>.
Acesso em: 22 jul. 2020.

3. Explore a analise e a interpretacdo das tabelas oriundas das pesquisas estatisticas
apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicagao.

Etapa 2:

4. Sugestoes de sites:

¢ Geledés: Instituto da mulher negra. Kente, os tecidos dos reis africanos. Disponivel
em: <https://www.geledes.org.br/kente-os-tecidos-dos-reis-africanos/>. Acesso em:
22 jul. 2020.

¢ Enciclopédia Itau Cultural: Biografia e obras de Rubem Valentim. Disponivel em:
<http://enciclopedia.itaucultural.org.br/pessoa8766 /rubem-valentim>. Acesso em:
22 jul. 2020.

e Museu Afro Brasil. Disponivel em: <http://www.museuafrobrasil.org.br/pesquisa/
indice-biografico/lista-de-biografias/biografia/2016/11/01 /rubem-valentim>. Acesso
em: 22 jul. 2020.

e Museu de Arte Murilo Mendes: obras de Jorge dos Anjos. Disponivel em: <http://
www.museudeartemurilomendes.com.br/r/2018/09/24 /a-ferro-e-fogo-esculturas-
e-gravaduras/>. Acesso em: 22 jul. 2020.

5. Proporcionar aos alunos um momento de apreciacao e conversa sobre as obras selecio-
nadas. Mobilizar os conhecimentos a respeito de transformacoes geométricas com base
nas obras favorece a amplia¢ao do repertorio dos alunos, preparando-os para a criacao
de suas obras de arte.

Etapa 3:

6. O momento de criacao das obras de arte deve ser interessante e descontraido, a
fim de estimular o envolvimento e a criatividade dos alunos, bem como valorizar
e reconhecer a importancia da cultura dos povos afrodescendentes. E importante
disponibilizar diferentes tipos de material, valorizando o uso de materiais recicla-
veis. Para a criacao de pinturas, por exemplo, podem-se utilizar como telas caixas
de pizza pintadas com tinta branca.

Etapa 4:

Sugira a criacao de frases e textos sobre os temas que fardo parte da exposigao.

Etapa 5:

As perguntas a seguir podem servir de respaldo para discutir com os alunos alguns pontos
importantes: “Como foi a criacao das obras de arte? Gostaram de expor as obras para ou-
tras pessoas? O que acharam da exposicao? Ficou claro para os visitantes qual era o tema
da exposicao? Acreditam que a exposicao contribuiu para conscientizar as pessoas sobre
a importancia de combater a discriminacao e a desigualdade racial? Contribuiu também
para conscientiza-los sobre a importancia de conhecer e valorizar as culturas africana e
afro-brasileira? A turma trabalhou de maneira colaborativa? Quais aspectos podem ser
melhorados?”.
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Apresentacao

Esta obra é o resultado de um trabalho coletivo motivado
pelo desejo de produzir uma colecdo de Matematica com uma
linguagem acessivel ao aluno.

Este livro apresenta um projeto editorial que favorece a
compreensao, incentiva a leitura e possibilita a atribuicdo de
significado aos conceitos matematicos.

A sequéncia didatica escolhida para a apresentacdo dos
conteldos inicia-se com uma situacdo contextualizada na
abertura do capitulo, sugerindo, com uma imagem, os con-
ceitos que serdo trabalhados. Em seguida, explora a teoria,
intercalada por exemplos, exercicios resolvidos e exercicios
propostos, finalizando cada capitulo com uma lista de exerci-
cios complementares e uma Autoavaliacdo.

As secbes Compreensdo de texto, Educacdo financeira, Pes-
quisa e acdo e Ampliando os conhecimentos complementam
e enriqguecem a obra.

Com esta obra, esperamos contribuir para o trabalho do
professor em sala de aula e oferecer uma ferramenta auxiliar
ao aprendizado do estudante.

Os editores



A BNCC

O Brasil, por suas dimensdes continentais e diversidades regionais, sempre teve
diferentes propostas curriculares e pedagdgicas para a Educa¢do Bésica. Para esta-
belecer um nucleo comum, foi publicada a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
documento que orientou a elaboracdo desta obra.

Mas o que é a BNCC?

A BNCC é um documento que define o conjunto de aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver no decorrer das etapas e modalidades da
Educac¢do Basica, a fim de que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e
desenvolvimento.

Competéncias gerais

As orientacdes apresentadas na BNCC tém por base competéncias que devem nortear
o desenvolvimento escolar de criancas e jovens durante as etapas da Educa¢do Basica.

Segundo a BNCC, competéncia é a mobilizacdo de conhecimentos (conceitos e
procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores
para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania
e do mundo do trabalho.

A BNCC traz dez competéncias gerais que devem ser desenvolvidas nas quatro
areas de conhecimento consideradas no Ensino Médio pela BNCC: Linguagens e suas
Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. Transcrevemos, a seguir, as competéncias

trabalhadas neste volume.

Competéncias gerais da Educagao Basica

1.

Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente 5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de
construidos sobre o mundo fisico, social, cultural e informacdo e comunica¢do de forma critica, signifi-
digital para entender e explicar a realidade, continuar cativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
aprendendo e colaborar para a construcdo de uma (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
sociedade justa, democratica e inclusiva. disseminar informagdes, produzir conhecimentos,
Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abor- resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
dagem propria das ciéncias, incluindo a investigacao, na vida pessoal e coletiva.

areflexao, a analise critica, a imaginacdo e a criativi- 6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias cultu-
dade, para investigar causas, elaborar e testar hipo6- rais e apropriar-se de conhecimentos e experiéncias
teses, formular e resolver problemas e criar solucdes que lhe possibilitem entender as relacdes préprias
(inclusive tecnolégicas) com base nos conhecimentos do mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao
das diferentes éreas. exercicio da cidadania e ao seu projeto de vida, com
Valorizar e fruir as diversas manifestacdes artisticas e liberdade, autonomia, consciéncia critica e responsa-
culturais, das locais as mundiais, e também participar bilidade.

de préticas diversificadas da produgéo artistico-cultural. 7. Argumentar com baseem fatos’ dados e in'forma(;f)es
Utilizar diferentes linguagens - verbal (oral ou vi- confidveis, para formular, negociar e defender
sual-motora, como Libras, e escrita), corporal, visual, ideias, pontos de vista e decisdes comuns que res-
sonora e digital -, bem como conhecimentos das peitem e promovam os direitos humanos, a cons-
linguagens artistica, matematica e cientifica, para se ciéncia socioambiental e o consumo responsavel
expressar e partilhar informacdes, experiéncias, ideias em ambito local, regional e global, com posiciona-
e sentimentos em diferentes contextos e produzir mento ético em relacdo ao cuidado de si mesmo,
sentidos que levem ao entendimento mutuo. dos outros e do planeta.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude com acolhimento e valorizacdo da diversidade de
fisica e emocional, compreendendo-se na diversi- individuos e de grupos sociais, seus saberes, identi-
dade humana e reconhecendo suas emogdes e as dades, culturas e potencialidades, sem preconceitos
dos outros, com autocritica e capacidade para lidar de qualquer natureza.
com elas. 10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, respon-

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucao de confli- sabilidade, flexibilidade, resiliéncia e determinacao,
tos e a cooperacao, fazendo-se respeitar e promo- tomando decisdes com base em principios éticos,
vendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

Competéncias especificas e habilidades

Além de competéncias gerais, a BNCC estabelece competéncias especificas que
particularizam as competéncias gerais para cada area de conhecimento.

Para assegurar o desenvolvimento das competéncias especificas, a cada uma delas
é relacionado um conjunto de habilidades, que representa as aprendizagens essenciais
a ser garantidas a todos os estudantes do Ensino Médio.

Cada habilidade é identificada por um cédigo, cuja composicdo é a seguinte:

Esse codigo refere-se a habilidade 3 relacionada a competéncia especifica 1

EM13MAT 103 # da area de Matematica e suas Tecnologias, que pode ser desenvolvida em

qualquer série do EnsinoMédio, conforme definigdes curriculares.

_________________________

EM: Ensino Médioj X 1: competéncia especifica & qual se relaciona a habilidade

03: numeracao no conjunto de habilidades relativas a cada competéncia
13: a habilidade pode ser
desenvolvida em qualquer série
do Ensino Médio, conforme
definicdo do curriculo

MAT: Matematica e suas Tecnologias

E importante ressaltar que a numeracao para identificar as habilidades relaciona-
das a uma competéncia ndo representa uma sequéncia esperada das aprendizagens.
A adequacdo dessa progressao sera realizada pelas escolas, levando em consideracado
os contextos locais.

A seguir, transcrevemos o texto oficial referente as competéncias especificas esti-
puladas pela BNCC para a drea de Matematica e suas Tecnologias trabalhadas neste
volume, além das habilidades associadas a elas que serdo abordadas. Em seguida,
transcrevemos as competéncias especificas e as habilidades de outras areas que sdo
favorecidas e também poder&o ser trabalhadas no volume.

Competéncias especificas e habilidades de Matematica
e suas Tecnologias

COMPETENCIA ESPECIFICA 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemati-
cos para interpretar situagdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam
fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnologi-
cas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas
apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicagéao,
identificando, quando for o caso, inadequac¢des que possam induzir a erros de
interpretacdo, como escalas e amostras ndo apropriadas.

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica (indice

de desenvolvimento humano, taxas de inflagdo, entre outros), investigando os
processos de calculo desses numeros, para analisar criticamente a realidade e produzir
argumentos.
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(EM13MAT105) Utilizar as no¢des de transformacgdes isométricas (translacdo, reflexao,
rotacdo e composicdes destas) e transformac¢des homotéticas para construir figuras e
analisar elementos da natureza e diferentes producdes humanas (fractais, construgdes
civis, obras de arte, entre outras).

COMPETENCIA ESPECIFICA 2: Propor ou participar de acdes para investigar desafios do
mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base
na analise de problemas sociais, como os voltados a situa¢des de salude, sustentabilida-
de, das implica¢des da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e
articulando conceitos, procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

COMPETENCIA ESPECIFICA 3: Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimen-
tos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucdes
propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 3

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas, usando
técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da area de

uma superficie (reconfigura¢des, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressdes de
calculo para aplica-las em situagdes reais (como o remanejamento e a distribuicdo de

planta¢des, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,
um algoritmo que resolve um problema.

COMPETENCIA ESPECIFICA 4: Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacdo de resultados de problemas.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 4

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcées polinomiais de
12 grau em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
casos nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou néao a softwares
ou aplicativos de algebra e geometria dinamica.
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Competéncias especificas e habilidades de outras areas

Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13CNT101) Analisar e representar, com ou sem o uso de dispositivos e de
aplicativos digitais especificos, as transformacdes e conserva¢des em sistemas
que envolvam quantidade de matéria, de energia e de movimento para realizar
previsdes sobre seus comportamentos em situa¢des cotidianas e em processos
produtivos que priorizem o desenvolvimento sustentavel, o uso consciente dos
recursos naturais e a preservacdo da vida em todas as suas formas.

(EM13CNT106) Avaliar, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais,
tecnologias e possiveis solu¢des para as demandas que envolvem a geragdo,

o transporte, a distribuicdo e o consumo de energia elétrica, considerando a
disponibilidade de recursos, a eficiéncia energética, a relagdo custo/beneficio, as
caracteristicas geograficas e ambientais, a producdo de residuos e os impactos
socioambientais e culturais.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 2

(EM13CNT204) Elaborar explica¢des, previsdes e calculos a respeito dos movimentos
de objetos na Terra, no Sistema Solar e no Universo com base na analise das
interagdes gravitacionais, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais
(como softwares de simula¢ado e de realidade virtual, entre outros).

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 3

(EM13CNT303) Interpretar textos de divulgacdo cientifica que tratem de
tematicas das Ciéncias da Natureza, disponiveis em diferentes midias, considerando a
apresentacao dos dados, tanto na forma de textos como em equacdes, graficos e/ou
tabelas, a consisténcia dos argumentos e a coeréncia das conclusées, visando
construir estratégias de selecdo de fontes confidveis de informacoes.

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

COMPETENCIA ESPECIFICA 1: Analisar processos politicos, econdmicos, sociais, ambien-
tais e culturais nos ambitos local, regional, nacional e mundial em diferentes tempos,
a partir da pluralidade de procedimentos epistemoldgicos, cientificos e tecnoldgicos,
de modo a compreender e posicionar-se criticamente em relacdo a eles, considerando
diferentes pontos de vista e tomando decisdes baseadas em argumentos e fontes de
natureza cientifica.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 1

(EM13CHS102) Identificar, analisar e discutir as circunstancias histéricas,
geograficas, politicas, econdmicas, sociais, ambientais e culturais de matrizes
conceituais (etnocentrismo, racismo, evolucdo, modernidade, cooperativismo/
desenvolvimento etc.), avaliando criticamente seu significado historico e
comparando-as a narrativas que contemplem outros agentes e discursos.

(EM13CHS104) Analisar objetos e vestigios da cultura material e imaterial de modo a
identificar conhecimentos, valores, crencas e praticas que caracterizam a identidade e
a diversidade cultural de diferentes sociedades inseridas no tempo e no espaco.




A BNCC

COMPETENCIA ESPECIFICA 3: Analisar e avaliar criticamente as relacdes de diferentes
grupos, povos e sociedades com a natureza (producao, distribuicdo e consumo) e seus
impactos econdmicos e socioambientais, com vistas a proposicdo de alternativas que
respeitem e promovam a consciéncia, a ética socioambiental e o consumo responsavel
em ambito local, regional, nacional e global.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 3

(EM13CHS301) Problematizar habitos e praticas individuais e coletivos de
producao, reaproveitamento e descarte de residuos em metrépoles, areas
urbanas e rurais, e comunidades com diferentes caracteristicas socioecondmicas,
e elaborar e/ou selecionar propostas de acdo que promovam a sustentabilidade
socioambiental, o combate a polui¢do sistémica e o consumo responsavel.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 6

(EM13CHS601) Identificar e analisar as demandas e os protagonismos politicos,
sociais e culturais dos povos indigenas e das populacées afrodescendentes
(incluindo as quilombolas) no Brasil contemporaneo considerando a histéria das
Américas e o contexto de exclusdo e inclusdo precaria desses grupos na ordem
social e econdmica atual, promovendo a¢des para a reducdo das desigualdades
étnico-raciais no pais.

Linguagens e suas Tecnologias

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 2

(EM13LGG201) Utilizar as diversas linguagens (artisticas, corporais e verbais) em
diferentes contextos, valorizando-as como fenédmeno social, cultural, histérico,
variavel, heterogéneo e sensivel aos contextos de uso.

COMPETENCIA ESPECIFICA 6: Apreciar esteticamente as mais diversas producdes artisti-
cas e culturais, considerando suas caracteristicas locais, regionais e globais, e mobilizar
seus conhecimentos sobre as linguagens artisticas para dar significado e (re)construir
producdes autorais individuais e coletivas, exercendo protagonismo de maneira critica
e criativa, com respeito a diversidade de saberes, identidades e culturas.

HABILIDADES RELACIONADAS A COMPETENCIA ESPECIFICA 6

(EM13LGG601) Apropriar-se do patriménio artistico de diferentes tempos e lugares,
compreendendo a sua diversidade, bem como os processos de legitimacdo das
manifestacoes artisticas na sociedade, desenvolvendo visdo critica e histérica.

(EM13LGG602) Fruir e apreciar esteticamente diversas manifestacdes artisticas e
culturais, das locais as mundiais, assim como delas participar, de modo a agucar
continuamente a sensibilidade, a imaginacgdo e a criatividade.

HABILIDADE RELACIONADA A COMPETENCIA ESPECIFICA 7

(EM13LGG704) Apropriar-se criticamente de processos de pesquisa e busca de
informacéo, por meio de ferramentas e dos novos formatos de producéo e
distribuicdo do conhecimento na cultura de rede.
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Objetivos e justificativas

Apresentamos, no quadro a seguir, os objetivos e as justificativas de cada capitulo

deste volume.

CAPITULO 1 — Matrizes e determinantes

Objetivo

Justificativa

O objetivo desse capitulo é identificar,
classificar, realizar opera¢des com
matrizes, bem como calcular o
determinante de uma matriz quadrada.

As tabelas fazem parte da vida
contemporanea, principalmente em estudos
estatisticos e na tecnologia da informacao.
Pode-se utiliza-las em planilhas de calculo e
edi¢do de imagens. O trato com matrizes e
suas operacdes auxiliam vérias areas, como
engenharia e quimica, por exemplo.

CAPITULO 2 - Sistemas lineares

Objetivo

Justificativa

Além de representar e resolver situacdes-
-problema usando sistemas lineares,

esse capitulo tem como objetivo o
reconhecimento e a classificacdo de
sistemas lineares, a apresentacdo de

um sistema em forma de equacéo
matricial e a aplicagdo de métodos

de escalonamentos para resolucéo de
sistemas.

Muitos problemas do cotidiano e de diversas
areas da ciéncia podem ser resolvidos com o
auxilio de sistemas lineares.

CAPITULO 3 - Geometria analitica

Objetivo

Justificativa

O objetivo desse capitulo é
representar pontos, segmentos, retas

e circunferéncias no plano cartesiano;
calcular a distancia entre dois pontos;
escrever as equacoes da reta e da
circunferéncia; discutir posicoes relativas
entre elementos como ponto, reta

e circunferéncia; calcular a distancia
entre ponto e reta; resolver sistemas
graficamente e inequacées do

12 grau com duas incégnitas e também
calcular a area de um triangulo usando
determinantes.

A importancia do estudo da Geometria
analitica se da pela combinag¢do entre
Algebra e Geometria, 0 que permite ao
estudante relacionar esses dois ramos da
Matematica. O trabalho algébrico no plano
cartesiano com a representacao de entes
geomeétricos e calculo de distancias, por
exemplo, torna ainda mais interessante o
estudo da Geometria e da maior significado
a teoria das fun¢des, com a ideia de
coeficiente angular, estudo da reta e
resolucdo de sistemas lineares.

CAPITULO 4 - Transformacgbes geométricas

Objetivo

Justificativa

O objetivo desse capitulo é compreender
os tipos de transformacgoes isométricas

e suas composicoes, bem como as
transformacdes homotéticas; distinguir
uma transformacao isométrica de

uma transformacdao homotética e

ainda realizar algumas transformacées
geométricas no plano cartesiano por

meio de operacdes com matrizes.

As transformacbes geométricas podem
ser observadas na natureza, em obras

de arte, construcdes e no artesanato de
povos indigenas. O estudo desse ramo da
Matematica justifica-se pelas suas muitas
aplica¢des nas artes plasticas, arquitetura,
design e engenharia e demais areas do
conhecimento.




A todo momento realizamos tarefas, as quais sdo
organizadas mentalmente de maneira consciente ou
inconsciente. Por exemplo, durante um dia qualquer pre-
tende-se lavar roupas, fazer uma lista de compras, ir ao
mercado, limpar e organizar a casa, preparar o almogo e o
jantar. Aparentemente, serd uma corrida contra o tempo
para realizar todos os afazeres. De que maneira é possivel
concluir todas essas tarefas até o fim do dia?

Podemos executa-las sequindo uma ordem de preferén-
cia. Entretanto, cabe lembrar que algumas tarefas podem
possuir pré-requisitos. Vejamos: preparar o almoco requer
que os ingredientes estejam disponiveis; limpar a casa re-
quer produtos de limpeza em quantidade suficiente. Assim,
uma opcao de ordenacdo dessas tarefas inclui, primeiramen-
te, fazer a lista de compras, €, em seguida, ir ao mercado,
deixando para realizar as demais tarefas posteriormente.

Pensar acerca das tarefas que serao realizadas nos leva
a identificar e extrair informacdes relevantes, dividir o dia
em momentos oportunos e coerentes com os pré-requisi-
tos de cada tarefa e as ordenar para que tudo flua bem.

Esse raciocinio e essa organizacdo podem ser associa-
dos aos pilares do pensamento computacional, pois en-
volvem a abstracdo das situa¢des, a decomposicao das
tarefas e a criacdo de um algoritmo, isto é, praticamente
um passo a passo para realizar as tarefas.

Além disso, o reconheci- Decomposicio
mento de padrdoes pode ser |
identificado na realizacdo de
tarefas como lavar roupas e ‘

cozinhar um alimento.
Destaca-se, assim, o pen-
samento computacional como |

um conjunto de habilidades

que viabiliza a modelagem e \ ~

a automatizacdo de resolu- Algoritmo Abstracéo
¢des de problemas, podendo
ser estudado e aplicado sem,
necessariamente, envolver um
computador.

Reconhecimento
de padroes

Pilares do pensamento
computacional.

Pensamento computacional e a
Matematica

Em Matematica hd muitas situacdes em que se em-
prega um ou mais dos quatro pilares do pensamento
computacional. Nesta obra, vocé estudara diversas dessas
situagoes, inclusive algumas representadas com algorit-
mos. Um algoritmo é uma sequéncia finita e bem definida
de passos para se realizar uma tarefa. No caso do estudo
de Matematica, essa tarefa pode ser uma construcdo geomé-
trica, uma divisao, o calculo de uma expressao numérica etc.

Nesta obra, trabalharemos o fluxo da execucdo dessa
tarefa com algoritmos representados em linguagem
corrente (no caso, em portugués) ou esquematicamente.
E importante que o algoritmo seja escrito de maneira
precisa e clara, para que a sequéncia de passos possa ser
seguida e o resultado, alcancado.

Veja um exemplo de algoritmo que nos ajuda a decidir
se um numero natural qualquer é par.

10

Pensamento computacional

Considerando um numero natural n qualquer, sabemos
que o resto da divisdo inteira de n por 2 é 0 quando n é

par, ou 1 quando n é impar. Por exemplo: ~ Outra maneira de
decidir se um nimero

natural n qualquer é
31 IZ_ 26 Iz—par é verificar o Ultimo
- 13

-2 15 -2 algarismo desse
ndmero. Se o ultimo
1 06 algarismo for 0, 2, 4, 6
-10 - 6 ou 8, o numero é par;
1 0 caso contrario, ele é
impar.

Em linguagem corrente, podemos descrever os passos
desse algoritmo da seguinte maneira:

Passo 1. Dado n natural, calcula-se o resto r da divisao
de n por 2.

Passo 2. Verifica-se se r = 0. Se r for 0, va para o passo 3; se
nao, va para o passo 4.

Passo 3. O valor de r é 0, portanto n é par. Encerra-se o
algoritmo.

Passo 4. O valor de r é 1, portanto n é impar. Encerra-se
o algoritmo.

Também podemos utilizar simbolos para mostrar o
fluxo de execucdo de um algoritmo, chamado de fluxogra-
ma. Conheca os simbolos mais utilizados em fluxogramas.

Simbolos Simbolo de Simbolo de
terminais processo estrutura de decisdo

[ wee ) (Cemcebo | nao
()

O algoritmo para verificar se um nimero natural é
par ou impar também pode ser representado por um
fluxograma da seguinte maneira:

sim @ nio
-

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA

Passo 3 Passo 4

Repare que dentro de cada simbolo ha o passo corres-
pondente. Além disso, os simbolos estdo interligados por
setas para indicar a ordem que deve ser seguida, ou seja,
o fluxo do raciocinio ou da informacao.

Perceba que o passo 2 esta representado em uma
estrutura de decisdo e, a partir da analise do valor do nu-
mero natural r, decide-se o fluxo do algoritmo, realizando
calculos ou tarefas diferentes de acordo com o planejado.

Nesta obra vocé encontrara atividades que irdo favorecer
o desenvolvimento do pensamento computacional e das
habilidades necessarias para a construcdo de algoritmos.
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Organizacao da obra

'J Videotutorial

e Assista ao videotutorial com

orientacdes sobre o volume.

Abertura do capitulo

® Objetivos do capitulo.

® Situac¢do, traduzida por uma imagem, que
sugere conceitos abordados no capitulo.

Apresentacao
dos contetuidos

® Um tratamento visual
diferenciado organiza
o conteudo.

® Os exemplos e os
exercicios resolvidos
propiciam a aplicacdo
e a amplia¢do dos
conceitos.

® Os exercicios
propostos apresentam
grau crescente de
dificuldade. Alguns
deles podem ser
resolvidos em grupo.

ARy

Pensamento
computacional
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Exercicios
complementares

® Aplicacdo:
trabalham conceitos
e procedimentos
especificos.

® Aprofundamento:
exigem mais do que a
simples aplicacdo dos
conceitos e podem
envolver conteudos de
capitulos anteriores.

® Desafio: possibilitam
testar conhecimentos e
habilidades em situacdes
mais complexas.

® Alguns exercicios
dessa se¢do sao

Autoavaliacao

Propde
atividades

cujas solucdes

dependem
unicamente

da boa
compreensdo do
conteudo. Traz
um quadro que
relaciona cada
questao com o
objetivo listado

contextualizados.

ST e i e no inicio do

Sl capitulo, além
[ [ 1 da remissdo das
paginas em que

o conteudo foi

explorado.
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Textos variados, extraidos de varias
midias, e questoes que exploram
varios niveis de interpretacao

e compreensao sao recursos que

o livro oferece para o
desenvolvimento da competéncia
leitora.

Educacao financeira

Atividades que
desenvolvem o senso
critico e promovem
atitudes responsaveis
e conscientes no
planejamento e

uso de recursos
financeiros.
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‘A Pesquisa e acao

Atividade pratica
de realizacdo em
grupo relacionada
a algum contetdo
abordado no
volume, envolvendo
a pesquisa e a
elaboracdo de um
produto final, que
serd compartilhado
com a turma ou
com a escola.

Ampliando os conhecimentos

As sugestoes de livros, videos,
sites, softwares, visitas a museus,
entre outros recursos, propiciam o
enriquecimento e a amplia¢do do
conhecimento, além do incentivo a
leitura e consulta a outras

fontes de informacgéo.
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CAPITULO

O bjet|>vos do

capitulo

e |dentificar e classifi-
car uma matriz.

e Operar com matrizes.

e Calcular o determi-
nante de uma matriz
quadrada.

O tema de abertura deste capitulo
faz parte da cultura juvenil e,

consequentemente, do universo dos Apesar de nunca ter ganhado uma Copa, o Brasil tem jogadoras renomadas, como a
alunos. Se julgar oportuno, iniciar

uma conversa sobre o futebol. Muitos

Competéncias especificas e habilidade de Matematica e
suas Tecnologias da BNCC trabalhadas neste capitulo:
competéncias 1, 2 e 4; habilidade EM13MAT315.

Matrizes e
determinantes

A jogadora Marta comemora um
gol da selecdo brasileira na Copa
do Mundo de Futebol feminino, em
Valenciennes, Franca, 2019.

© Matriz

A Copa do Mundo de Futebol feminino é a competicdo mais importante dessa mo-
dalidade esportiva. Acontece de quatro em quatro anos e é realizada desde 1991 pela
Federagdo Internacional de Futebol (Fifa). A selecdo dos Estados Unidos é a primeira
colocada no ranking, com quatro titulos no total em oito edi¢des (1991, 1999, 2015 e
2019). Outras sele¢des ganhadoras foram a Noruega (1995) e o Japdo (2011), com um
titulo cada uma, e a Alemanha, que é bicampea (2003 e 2007).

atacante Marta, que foi eleita seis vezes a melhor jogadora do mundo; Formiga, que, em

assuntos dentro dessa discussdo podem 2019, aos 41 anos de idade, disputou, na Franca, sua sétima Copa; e Cristiane, considerada

ser abordados, como as diferengas de
tratamento entre o futebol profissional

a maior artilheira em Copas do Mundo, superando os artilheiros do futebol masculino.

feminino e o masculino, por exemplo.
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Mesmo com estatisticas favoraveis na Copa da Franca de 2019 em relacdo a quanti-
dade de publico, ao retorno publicitario e a premiacdo, a Copa do Mundo de Futebol
feminino estd longe dos nimeros do futebol masculino, que tem, principalmente,
salarios e premiacdes bem superiores. Por esse motivo, as atletas estadunidenses
ameacaram com um boicote o torneio olimpico na cidade do Rio de Janeiro em 2016 e,
pouco antes do inicio da Copa Mundial de 2019 na Franca, processaram a Federa¢édo de
Futebol dos Estados Unidos, exigindo equidade salarial entre géneros, além de igualda-
de no tratamento médico e nas condi¢des de transporte. A jogadora norueguesa Ada
Hegerberg, também insatisfeita com as diferencas, ndo joga mais pelo seu pais desde
agosto de 2017. Espera-se que as reivindicacdes das mulheres e as posicdes profissionais
conquistadas nos dias atuais ajudem a diminuir essas diferencas progressivamente.

MARCIO MACHADO/GETTY IMAGES

Selecdo feminina de futebol dos Estados Unidos, campea da
Copa do Mundo de Futebol feminino, Franga, 2019.
A seguir, observe a tabela de classificacdo do grupo da sele¢do brasileira na Copa

do Mundo de 2019 com 0 numero de vitorias, empates e derrotas de cada selecdo.

w de Futebol feminino 2019

Selecao Vitorias Empates Derrotas
]
]
17
&
: E
Italia 2 0 1 I
g
5
%
g
°
Australia 2 0 1
@
g
=
>
&
5] . N
T Brasil 2 0 1
<
P
=
I
3
2
o
e
Jamaica 0 0 3
Ada Hegerberg joga
profissionalmente no time Lyon. Dados obtidos em: <https://www.cbf.com.br/pelo-mundo/internacional/copa-do-
Foto da Champion’s League de 2019. mundo-feminina/copa-do-mundo-futebol-feminino-2019?phase=groups>

Acesso em: 6 jul. 2020.
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Em todo o capitulo os alunos
poderao usar diferentes registros
de representacdo matematicos,
na busca da resolucédo de
problemas, favorecendo, assim, o
desenvolvimento da competéncia
especifica 4 da BNCC.
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A organizac¢ado dos dados numéricos em tabelas facilita a leitura e a interpretacao
desses dados, bem como alguns calculos. Observe os exemplos da tabela do grupo C.

¢ Na coluna do numero de vitdrias, podemos verificar quantas vitérias cada selecdo
obteve.

¢ No cruzamento da coluna da quantidade de derrotas com a linha da Jamaica, temos
o numero 3, que indica a quantidade de derrotas dessa selecdo.

¢ Na terceira linha, vemos que a selecdo do Brasil obteve 2 vitérias, nenhum empate
e 1 derrota.

Na Matematica, as tabelas como a do grupo da selecdo brasileira podem ser simpli-
ficadas com apenas os dados numéricos dispostos em linhas (filas horizontais) e colunas
(filas verticais). A esse tipo de tabela damos o nome de matriz.

Uma matriz pode ser escrita entre colchetes ou entre parénteses, conforme repre-
sentado a seguir.

Observe a matriz que representa a tabela do grupo C da Copa do Mundo de Futebol
feminino de 2019, com o numero de vitérias, de empates e de derrotas de cada time.

ou

O NDNN
o O O o
w = = =

1
1
1
3

O NNN
o O O o

Define-se matriz m X n (lemos: “m por n") uma tabela com m - n elementos
dispostos em m linhas e n colunas.

Exemplos
[ 5 2
a)| —3 4 | é uma matriz do tipo 4 X 2 (lemos: “quatro por dois”), pois tem
4 0
0 5

4 linhas e 2 colunas.

V3 x4

b)| 2 —1 3|é uma matriz do tipo 3 X 3 (lemos: “trés por trés"), pois tem
0 \/§ X

3 linhas e 3 colunas.

1

¢) | 7 | éuma matriz do tipo 3 X 1 (lemos: “trés por um”). Essa matriz, por ter
6

uma so coluna, recebe o nome especial de matriz coluna.

d) (—8 % 0 5,1) é uma matriz do tipo 1 X 4 (lemos: “um por quatro”). Essa

matriz, por ter uma so linha, é chamada de matriz linha.

O tipo da matriz pode ser indicado ao seu lado, no canto inferior direito, como
nos exemplos a seguir.

Exemplos
6 0 -4 1
a) (matriz de 2 linhas e 4 colunas)
19 42 3
2x4
(s 4 3 2 1
b)|7 -1 2 7 4 (matriz de 3 linhas e 5 colunas)
9 045 30
L 3x5

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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1.1 Representacdo genérica de uma matriz

Os numeros que compdem uma matriz sdo chamados de elementos ou termos.

Em uma matriz, cada elemento ocupa uma posicdo definida por certa linha e por
certa coluna, nessa ordem.

12 coluna

22 coluna

17 3% coluna

1linha— (2 5 3
2linha— | 0 —1 21
3?linha —— \/§ 16 -8
#linha— (6 4 2

Observe, por exemplo, que o elemento 16 encontra-se no cruzamento da 32 linha
com a 2?2 coluna. Indicamos esse elemento por as,.

Portanto, a;, = 16 (lemos: “a trés dois é igual a dezesseis”).

Genericamente, cada elemento de uma matriz pode ser representado pelo simbolo
a; em que i indica a linha e j indica a coluna ocupadas por ele.

Exemplos
De acordo com a matriz acima:

a) o elemento que esta na 12 linha e na 22 coluna é o 5; assim, a,, = 5;
b) o elemento que esta na 22 linha e na 12 coluna é o 0; assim, a; = 0;
¢) o elemento que estd na 4% linha e na 32 coluna é 0 /2; assim, a,; = /2.

Uma matriz A é representada por A = (a,-j)m «memquel<ismel=<j<n, com
i, j € N. Assim, a matriz A, do tipo m X n, pode ser representada por:

dyp dip a3t dp
Ay Ay dyy o dyy
A=|ay azp a; - a
Am 9m2 Am3 " Amp mxn
4 4 )

Exercicio resolvido

R1.Escrever a matriz A = (a;;),«3 naquala; =1+ 2j.

» Resolugao
Uma matriz do tipo 2 X 3 é representada genericamente por:

Aplicando a “lei de formacao” dos elementos dessa matriz, temos:

ea,=1+2-1=3 °*a,,=2+2-1=4
ea,=1+2-2=5 ©a0,=2+2-2=6
*a;=1+2-3=7 ®0,,=2+2:-3=8
Portanto: A = [ g 2 7]
4 6 8
- J
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1.2 Igualdade de matrizes

Tomando-se matrizes de mesmo tipo, os elementos de mesmo indice, isto &, aqueles
que ocupam a mesma posi¢do, séo denominados elementos correspondentes.

Considere as matrizes A e B a seguir.

dpp ap apz by by, by
A=| ay ap axn B=| by by by
d3; dz as; by by, bs;

Como as matrizes A e B sdo do mesmo tipo (3 X 3), seus elementos correspon-
dentes sdo:

a; e by ap e by, a;; e by
ay e by a e by, ay e by
as e by as, € by as; e by

Duas matrizes, A e B, sdo matrizes iguais quando sdo de mesmo tipo e todos os
elementos correspondentes sdo iguais.

a 4 )
Exercicio resolvido

R2. Determinar os valores de x, y e z que tornam as matrizes A e B iguais.

2 y+z 1 50 1
A= 3 5 y-—z B=| 3 5 9
x| o 6 -0 6

» Resolucao

Para que as matrizes A e B sejam iguais, € necessario que os elementos
correspondentes sejam iguais. Assim, devemos ter:

o x| =4=x==+4

. {y+z=7
y—z=9

Resolvendo o sistema pelo método da adigcao, obtemos:

+{y+é—7(1)
y—#£=9(l)
2y=16=>y=38

Substituindo y por 8 em (I), obtemos:

8+z=7=z=-1

Portanto,x = =4,y =8ez = —1.
\_ _J

Reflita

Considere as matrizes A e B do exercicio R2. Caso mudassemos b,, para um numero
diferente de 2, mantendo valores de x, y e z, as matrizes ainda seriam iguais? Explique.

Nao; nesse caso, para quaisquer valores de x, y e z, as matrizes A e B ndo seriam iguais, pois a;; # b;.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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’
Exercicios propostos

1. Determine o tipo das matrizes abaixo.

c)[;sz

1

7 10

b)| 0 |3x1 d)[_1 5]2x2
=5

a) (% -2 J§) 1x3

1

3. Escreva a matriz B = (b); ., em que:

_{iZ —1,parai=j
i =

06
. S B=|3 3
3j, paral #j .

4. Identifique os elementos de A, em que i = j ou

2. Escreva amatriz A = (a;); x4, Naquala; = 3i + 2j.

Registre as respostas em seu caderno.

5. Obtenha uma lei de formacao que represente os

11 1 1
elementos damatriz A=| 2 4 8 16
Resposta possivel: 3 9 27 81

A= (a;);xsemaquea; =/

6. Considere as matrizes e(l 3 4 7 0).

O N & W

Nao, pois elas nao séo do
mesmo tipo. A primeira é
do tipo 5 X'1 e a segunda

RSP Ao
Elas sao iguais? Por qué? &0 tipo 1 X 5.

i+j=4. 7. Determine a, b, c e d para que as matrizes
an=|-6/=6 |-6] 0 3
A, =7
’ a+2b 3c-—2d 7 3 S
a, =9 A=(a = 8 7 |-4 e sejam iguais.
a5 =3 ()35 =4 [a+3b 2c+d] [8 —1} jam ig
ay =7 -7 5 9 a=1,b=3,
c=-1ed=-38
N _J
5 7 9 11
2.A=| 8 10 12 14
11 13 15 17
1.3 Algumas matrizes especiais
De acordo com algumas caracteristicas, certas matrizes recebem nomes especiais.
Observe os tipos de matriz a seguir.
Matriz quadrada
A matriz em que o numero de linhas é igual ao nimero de colunas é chamada de
matriz quadrada.
Exemplo
MY =1 . . .
A= 0 2 é uma matriz quadrada 2 X 2 ou, simplesmente, matriz de ordem 2.
As matrizes quadradas apresentam elementos que formam o que chamamos de
diagonais.
Considere uma matriz quadrada de ordem n.
Os elementos a; com i = j, isto &, a;;, @y, ..., @,,, formam a diagonal principal dessa
matriz. Os elementos a;;com i + j = n + 1 formam a diagonal secundaria dessa matriz.
Exemplo
Observacao

diagonal secundaria diagonal principal

Os elementos 1, 2 e 3 formam a diagonal principal e os elementos 5, 2 e —5 formam

a diagonal secundaria, conforme indicado na matriz.

Uma matriz quadrada que
tenha todos os elementos
ndo pertencentes a diago-
nal principal iguais a zero é
chamada de matriz diagonal.
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Matriz nula

A matriz em que todos os elementos sdo iguais a zero é denominada matriz nula.

Exemplo
00
A=
00

Observacao

Matriz identidade

Em qualquer matriz iden-
tidade de ordem n, vale a

relacao: o indicada por /,.
0 = 1,sei=j
Do 0sei#] Exemplos
10000
100 01000
a)h=1010 b)/s=| 00 10 0
0 0 1 00010
0 00 01
a4

0 O |é uma matriz nula do tipo 3 X 2, também indicada por 05, ,.

A matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos da diagonal principal
sdo iguais a 1 e os demais sdo iguais a zero é chamada de matriz identidade, também

Exercicios propostos

8. Determine a matriz quadrada A de ordem 2, na

7 1
qual aij = l . 1 2
J 2 1

9. Se A = (aj)s;x3 comay; = 2i+ j? determine a
diagonal principal e a diagonal secundaria de A.
i+j,sei=]j
10 Sendo B = (b;j)s x4, €M que bij =5 . Ny
i—j,sei#]j
calcule a diferencga entre o produto dos elementos
da diagonal principal e o produto dos elemen-
tos da diagonal secunddria, nessa ordem. 375

-

9. diagonal principal: 3, 8 e 15; diagonal secundaria: 11,8 e 7 . )
Registre as respostas em seu caderno.

11. Determine k, real, para que:
R k-1
=1,
-k+1 &k
12. Denomina-se trago de uma matriz quadrada a

soma dos elementos de sua diagonal principal.
Determine o trago da matriz A = (a;;); x5, com:

i-j,sei=j
a;; = .-J’l .J. 14
Pt sei #j

® Adicio e subtracdo de matrizes

O dono de uma rede de escolas de idiomas fez um levantamento para saber a
quantidade total de alunos matriculados nos meses de marco e abril de 2020.

20
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Primeiro, ele construiu duas tabelas com o total de alunos matriculados em cada més.

Alunos matriculados no més de marc¢o

Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 20 22 15
Vespertino 10 16 8
Noturno 15 21 13

Dados ficticios.
Alunos matriculados no més de abril

Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 28 20 14
Vespertino 15 15 10
Noturno 10 26 19

Dados ficticios.

Com os dados das tabelas, o dono da escola de idiomas construiu uma nova tabela
com o total de alunos matriculados nos dois meses em cada turno e em cada unidade.
Veja a seguir.

Alunos matriculados nos meses de marco e abril

Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 20 + 28 22 +20 15 + 14
Vespertino 10 + 15 16 + 15 8 + 10
Noturno 15+ 10 21 + 26 13+ 19

Assim, obteve:

Dados ficticios.

Alunos matriculados nos meses de marco e abril

Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 48 42 29
Vespertino 25 31 18
Noturno 25 47 32

Dados ficticios.

Ele também percebeu que poderia comparar o niumero de matriculados nos meses
de marco e abril, construindo uma nova tabela, mas com a diferenca entre eles.

Diferenca entre o total de alunos matriculados nos
meses de marco e abril
Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 28 -20 20-22 14-15
Vespertino 15-10 15-16 10-8
Noturno 10-15 26 - 21 19-13

Dados ficticios.
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Reflita

Que matriz vocé obtém
ao adicionar a uma matriz

A =(a;)n«,amatriz0,, ,?

A prépria matriz A, pois 0,,., é a
matriz nula, isto é, todos os seus
elementos correspondem ao nimero
real zero; portanto, ao adicionar cada
elemento (a;) da matriz A com zero,
obtemos o proprio elemento (a;).

Reflita

Que matriz vocé obtém ao

calcular a matriz oposta |

da matriz oposta de uma
matriz A?

A prépria matriz A, pois, ao calcular o

oposto do oposto de cada elemento a;,

isto é, —(—a;), obtemos o préprio a;.
Espera-se que os alunos percebam
que o oposto do oposto de um
ndmero é o préprio nimero; entéo,
a matriz oposta da matriz oposta é a
matriz dada.

Explore

Crie trés matrizes de mesmo
tipo e verifique a validade
das propriedades da adicao.

Assim, obteve a seguinte tabela:

Diferenca entre o total de alunos matriculados nos
meses de marco e abiril
Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 8 -2 -1
Vespertino 5 -1 2
Noturno -5 5 6

Dados ficticios.

O sinal negativo em alguns nimeros da tabela indica que o més de marco teve
maior quantidade de alunos matriculados do que o més de abril.

A ideia trabalhada nessa situacdo sera usada no estudo da adi¢do e da subtracdo
de matrizes.

2.1 Adicao de matrizes

Dadas duas matrizes de mesmo tipo, A = (a;),, x » € B = (bjj)yy x n» @ Matriz soma
A + B é amatriz C = (¢;),, x» Na qual ¢; = a; + b;; para todo i e todo j.

Exemplo

Sejam as matrizes A e B, tal que A= z 34 e B= - - .
01 4 -1 3 5

Para obter a matriz C = A + B, basta adicionar os elementos correspondentes de
AeB:

2+0 3+1 1+2
C=A+B=231+012= _| 2 43
01 4 -1 3 5 0+(=17 1+3 4+5 -1 4 9
Note que as matrizes A, B e C sdo do mesmo tipo.

Matriz oposta

Chama-se matriz oposta da matriz A do tipo m X n (e indica-se por —A) a matriz que
adicionada a matriz A resulta na matriz nula de mesmo tipo, isto é, A + (—A) = 0, sendo
0 a matriz nula 0, ,. Consequentemente, cada elemento da matriz —A é oposto do
elemento correspondente da matriz B.

Exemplo

Se A= T2 ,entdo —A = -2 , pois:
-3 5

3 -5
1 -2
-3 5

I e IR T+(=1) -2+2 | _ (00
3 -5 -3+3 5+ (-5) 00

Propriedades da adicao

Dadas as matrizes A, B, Ce 0, . , (matriz nula), todas de mesmo tipo, valem as
seguintes propriedades:

e comutativa:A+B =B+ A

e associativa:(A+B)+ C=A+ (B+ ()

e existéncia do elemento neutro: A+ 0,,,,=0,,, + A=A

e existéncia do elemento oposto: A + (-A) = (-A) + A=0,,,,

Espera-se que os alunos percebam que, independentemente dos valores atribuidos, as propriedades da adicdo de matrizes sédo validas.
Verificar a conveniéncia de aproveitar essa atividade para fazer analogia entre as propriedades da adigéo no conjunto R e as propriedades da adi¢cao

22 no conjunto das matrizes.
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2.2 Subtracao de matrizes

A diferenca entre duas matrizes A e B de mesmo tipo é obtida pela soma da
matriz A com a oposta de B, isto é, A — B = A + (—B).

Exemplo

|2 35 0 -2 1 . . . .
Se A_[ _4 OJeB:[ 4 s , entdo a matriz C = A — B é dada por:

-3
2 .35 (0-21_(2 35 (0 2-1_(2 5 4
-4 -2 0/ (-3 45 (-4 -20 3 -4 -5 (-1 -6 -5
(@ A
Exercicio resolvido
. - -3 1
R3.Dadas as matrizes A = 21 eB = L , Logo: X =
0 3 50 5 -3
obter X, , de modo que A + X = B. Outro modo:
> Resolugao Também poderiamos determinar a matriz X usan-
4 b do as propriedades da adicdo de matrizes:
Representando a matriz X por , temos:
c d A+X=B=(-A)+A+X=(-A)+B=
(2 1] [a b] [_1 2] = 0,5, +X=B—A=X=B+(—A)
—+ =]
v cd > b Assim:
2+a 1+Db J [ -1 2 ]
= -1 2 -2 -1
+ + 50 X= +
et FHEEE
Entao:
e2+a=-1=a=-3 s1+b=2=b=1 :(—3 1)
©0+c=5=c=5  e3+d=0=d=-3 > 3
- J
2 6 2 -2 1 1 -1 -2 1
13.a) | 1 3 b){o 61 14-3)[ 11]b)[_1 OJC)[ 171J
5 2 7.7
(& R
el propostos
13. Dadas as matrizes 15. Determine a matriz X em cada item.
2 ) 2 3 10 a)[Z 1]+X=[53][34]
A=|1 2 [ B=|01|c=|-13 |el, 4 -1 3.4 )71 58
4 0 12 25
1 2 2 4 -6 0 -3 6
; - b)[3 4J [—1 OJZX_[42][66J
efetue, quando possivel, as operacdes:
a)A+B b) A+ (B+C) ¢ (A+B)+I, | 16. Considerando as matrizes
Nao é possivel. P
a0 € possive A = (a;), <3 coma;; =1i” + j* para todo aj; e
14. Dadas as matrizes A = [ 4 -1 ]e B = [ 2 0 J’ B = (byj), « 3, com by; = 3i para todo b;;, determine:
calcule: 2.0 3 -1 a) o elemento c,, da matrizC = A + B; 14
a)B— A b) o termo de Ciguala 3. #
b) A— (B +1,) 17. Reescreva o enunciado do exercicio 13 de modo
) B—(A+0,.,) que a soma do item c possa ser obtida.
\_ resposta pessoal )

23



® Multiplicacio de um niimero real
por uma matriz

Sendo a matriz A = (a;),, x , € K um numero real, k - A € uma matriz do tipo
m X n obtida pela multiplicagdo de k por todos os elementos de A.

Exemplo
2 0

Reflita

e Verifique, para a matriz A
do exemplo, se é vdlida a

Se A=|3 —7 |ek =3, entdo:

Exercicios propostos

18.SendoA=| 1 3 | p=| 2 1
2 4 4 0

ec=| 9 6 , determine:
4 2 Ver resolu¢@o no Guia do professor.

a) 3A
b) %(A +B)

d)2A - (B + Q)
e) 2(A—C) + 3(B — A)

c)2'A—%°B fyB+C—-2-1,

19. Invente duas matrizes A e B de mesmo tipo e
verifique se a igualdade matricial é verdadeira
ou falsa em cada caso.

igualdade: 5 2
A+A+A=3-A 3
e Para uma matriz A qual-
quer, vale a igualdade 2 0 3:2 3:0 6 0
A+A+A=3-A? kK-A=3.| 3 -7 3:3 3-(-7) |=| 9 -21
2 15 2
2+2+2 0+0+0 5 3 3:5 3-%
A+ A+ A—|B3TB3+3 T-7-7
5+5+5 %+%+% a4 1\
Exercicio resolvido
6 0 R4. Determinar as matrizes X e Y tal que {X+Y=A+3B, em que:
A+A+A=| 9 -21 X-Y=A+B
15 2
] . A= 1 2 eB = 2 -2
0 -1 1 3
e€34=| 9 -21
o2 » Resolucdo
Logo: A + A+ A = 3A Adicionando as duas equagoes, temos:
e Considerando as matrizes A = (@;),, «, € X+X = A+3B
B = (b}« detalmodoque B =A + A + A, + X-X= A+ B
paracadapari,jcomil<is=smel<j=<n,
temos: 2X=2A+4B=>X=A + 2B
(b)) = (@y) + (@) + @) = b;) =3 @) C X+Y=A+3B .
Logo: B = 3+ A omo X +Y = A + 3B, temos:
ComoB=A+A+AeB=38-A, podemos _ _
concluirque:A+ A+ A=3-A A+2BLY=A+3B=Y=B
Assim:
1 2 2 -2 5 =2
= = + 2. —
Sy, ol Y-k Y
Y—B—(z -2
_ L 3 J
(& )

a)4+-A+4-B=4-(A + B) verdadeira
b)3:-A+2-A=(3+2)-A verdadeira
c) —2-(5+B)=(—2-5) "B verdadeira
d)6-(A+B)=6+A+Baisa

e) —1-(—B) = B verdadeira

20.Dadas A=| 2 3 |ep=| "2 6 , calcule
0 5 1 7

2X+Y=A-B

as matrizes X e Y tais que:
—3X -2Y=B—-2A

J
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A situag@o apresentada no
inicio desse topico trata o tema
contemporaneo educagao

© Multiplicacio de matrizes ambrentl S it aporc

propor uma discussdo com a turma
L, .. i sobre o tema do boxe Reflita e
A poluicdo é um grave problema para a existéncia da vida em nosso planeta. Resultado perguntar sobre atitudes que podem

da interacdo humana com os meios de producdo e de consumo, é produzida, com maior °°"°b°ra[‘3%m a SEJSte”E‘,bi”dade ea
intensidade, desde a Revolug¢do Industrial. Os danos irreparaveis causados pela poluicdo E;Z?;Ytiiz‘;o %U;?;:rg ente.

nos ecossistemas deixam como legado para as préximas geracoes a destruicdo da camada ~ desenvolvimento da competéncia

de ozobnio, o derretimento das calotas polares, presenca de gases toxicos na atmosfera e a gg“g'hfcec‘_’a competéncia especifica 2
contaminacdo de rios e mares, ocasionando extin¢do de espécies, diversos problemas de

saude para a raca humana e outros animais, além da escassez de recursos necessarios a

vida, como dgua potavel e ar limpo. Assim, é necessario pensar em a¢des para minimizar

os danos ao meio ambiente originados pela produgéo e pelo consumo.

Reflita

O que vocé faz, no dia a
dia, para minimizar danos
ao meio ambiente? Discuta
com seus colegas sobre suas
atitudes.

¥ Grande quantidade Esgera-segue os alun(;)s discutam
. . sobre atitudes que podem ser
d.e I'AXO no Rio 5 tomadas no dia a dia para proteger o
Tieté, em Salto, Séo meio ambiente e que essa discussdo
Paulo, 2019. promova a conscientizagéo sobre
os cuidados que devemos ter com o
planeta em que vivemos.

MATHEUS RECHE/FUTURA PRESS/FOLHAPRESS

Separagao de reciclaveis na
associacdo dos catadores
de materiais reciclaveis

| de Jequitinhonha, Minas
Gerais, 2019.

Uma cooperativa de reciclagem coletou e tratou, em maio de 2020, as seguintes
quantidades de materiais:

Quam materiais reciclados
ooz | peede | Plhsto | Embalgen
12 semana 15,5 9,2 8 6,4
2% semana 12,3 14 5,1 7
32 semana 13 15,7 10,3 8,5
42 semana 12,8 10 8,9 5,6

Dados ficticios.

O preco, por tonelada, de material reciclado estd indicado na tabela a seguir.

Preco (por tonelada)
Papelao R$ 380,00
Latas de aluminio R$ 3.200,00
Plastico rigido R$ 1.300,00
Embalagens longa vida R$ 290,00

Dados ficticios.
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Reflita

A quantidade de colunas
da matriz A poderia ser di-
ferente da quantidade de
linhas da matriz B? Por qué?

Nao. Se a quantidade de colunas

da matriz A fosse diferente da
quantidade de linhas da matriz B,
sobrariam elementos que nao teriam
correspondentes; portanto, néo seria
possivel calcular o produto entre as
matrizes.

26

Para determinar o total arrecadado por semana, fazemos:

12 semana: 15,5-380 + 9,2 -3.200 + 8- 1.300 + 6,4 - 290 = 47.586
2% semana: 12,3380 + 14 -3.200 + 5,1+ 1.300 + 7 - 290 = 58.134
3%semana: 13- 380 + 15,7 - 3.200 + 10,3 - 1.300 + 8,5+ 290 = 71.035
4° semana: 12,8380 + 10-3.200 + 8,9+ 1.300 + 5,6 - 290 = 50.058

Também podemos efetuar esse calculo utilizando matrizes. Observe as matrizes
A (quantidade, em tonelada, de cada material por semana) e B (preco, por tonelada,
de cada material).

155 92 8 6,4 380

4123 14 5010 7 5| 3-200

T| 13 157 103 85 ~11.300
128 10 89 56) 290 ),

Trabalhando a ideia de produto entre as matrizes, veremos como obter a matriz
C = A-B, sendo Camatriz que representa os valores em reais apurados semanalmente.

15,5 9,2 8 64 380 47.586
12,3 14 51 7] 13.200 | _[58.134

13 15,7 10,3 8,5 1.300| | 71.035
12,8 10 8,9 5,6 290 50.058

A-B=C=

Para determinar o valor obtido na 1% semana, elemento c¢;;, devemos efetuar a
soma dos seguintes produtos:

ap by +an by +an by +ay by =

=15,5-380 + 9,2-3.200 + 8-1.300 + 6,4 - 290 = 47.586

Note que multiplicamos o primeiro elemento da primeira linha de A com o primeiro
elemento da coluna de B. Depois, o segundo elemento da primeira linha de A com o
segundo elemento da coluna de B. Em seguida, o terceiro elemento da primeira linha
de A com o terceiro elemento da coluna de B e, finalmente, o quarto elemento da
primeira linha de A com o quarto elemento da coluna de B.

Para obter os valores ¢,,, ¢;; € ¢4y, procedemos de modo analogo ao da 12 semana (cy,):

Co1 =y * by + @y byy + 8y ° b3y + @y ° by =

=12,3-380 + 14-:3.200 + 5,1+ 1.300 + 7 - 290 = 58.134

C31=a31* by + a0 by + a3 b3y + @34 * by =

=13-380 + 15,7 - 3.200 + 10,3 - 1.300 + 8,5-290 = 71.035

Cpy=an by + @by +as by + an by =

=12,8-380 + 10-3.200 + 8,9 - 1.300 + 5,6 - 290 = 50.058

De modo geral:

Dadas as matrizes A = (a;)),, <, € B = (b;;), x,, © produto de A por B é a matriz
C = (¢;)m x p» Na qual cada elemento c;; é a soma dos produtos obtidos ao multiplicar
o 1° elemento da linha i de A pelo 1° elemento da coluna j de B, o 2° elemento da
linha i de A pelo 2° elemento da coluna j de B e, assim, sucessivamente.

Note que o produto das matrizes A e B, indicado por A - B, s6 é definido se o niUme-
ro de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B, e esse produto terd o mesmo
numero de linhas da matriz A e o mesmo nimero de colunas da matriz B.

Annt B, =Chx
L]
Exemplos

a)[-2 6]- [_2

6

b) ( 1 5)(; §]=(1-1+5-2 1-2+5-3 )= (11 17 )

] —1(-2)- (-2) + 6 - 6] = [40]
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a4

R5

Exercicios resolvidos

.Dadas as matrizes

01
= [ 201 ]G‘B =| 5 4 | determinar A-B.
1 3 4 31
» Resolucdo
Como a matriz A é do tipo 2 X 3 e a matriz B é
do tipo 3 X 2, existe o produto A - B (pois o nu-
mero de colunas da matriz A é igual ao namero
de linhas da matriz B). Entdo A - B = C, sendo
C = (Cijlax 2
Agxz*Byyy =

iguais

C2><2

Os elementos da matriz C sdo obtidos do seguinte
modo:

e c,,: é a soma dos produtos obtidos quando se
multiplica, ordenadamente, a 1% linha de A pela
12 coluna de B;

e c,,: é a soma dos produtos obtidos quando se
multiplica, ordenadamente, a 1% linha de A pela
22 coluna de B;

* ¢, é a soma dos produtos obtidos quando se
multiplica, ordenadamente, a 2% linha de A pela
12 coluna de B;

* c,,: é a soma dos produtos obtidos quando se
multiplica, ordenadamente, a 2* linha de A pela
2% coluna de B.

Assim, temos:

Ci1 Cypp 2 0 1 O
A-B=C= = 5 4
B Com 13 4 31

2-0+0-5+1-3
1-0+3:5+4-3

3 .3
27 17

2:1+0-4+1-1
1-1+3-4+4-1

8

Logo: C = (

R6. Resolver a equagao matricial:

(3 )-2¢)

» Resolucdo

Sao condicOes para a ocorréncia dessa multiplicagao:

e a matriz X ter 2 colunas, pois a matriz multiplicada tem 2 linhas;

¢ a matriz X ter 2 linhas, pois o produto das matrizes tem 2 linhas.

L)

N

X2

)

4;

Temos, entao:

e aF)- (N

a1+b-(-2) a+3+b-(-1) | [0 2
c+1+d-(-2) c-3+d-(-1) 15
Igualando as matrizes, obtemos os sistemas:
Lia—-2b=0 Ll c—2d=1

3a -b=2 3c-d=5

Resolvendo os sistemas, obtemos:

— 4 p-2.-9.4=2
a—S,b 5,c 5ed z
4 2
5 5

Logo: X =
& 9 2
5 5

_| ab
,em que x [C d)

\

J
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R7.Retomando a situacao da abertura deste capi-
tulo e usando o produto de matrizes, determi-
nar a quantidade de pontos de cada selecao
do Grupo C da Copa do Mundo de Futebol
feminina de 2019. No sistema de pontuacao
do campeonato, para cada vitéria, ganha-se
3 pontos, para cada empate, ganha-se 1 ponto
e, para a derrota, nao se ganha nem se perde
pontos.

» Resolugdo

A matriz P a seguir representa a quantidade
de vitérias, empates e derrotas dos times do
Grupo C. A matriz Q representa a pontuacao
obtida a cada vitéria, empate ou derrota.

2 0 1
3
2 0 1
P_Z 0 1 Q_é
0O 0 3

Para obter a pontuacao total de cada time, fazemos
o produto P - Q. S6 podemos fazer essa operagao
porque o numero de colunas da matriz P é igual
ao numero de linhas da matriz Q. A matriz pro-
duto P - Q deve ter o nimero de linhas de P e o
numero de colunas de Q.

2 0 1 3 2:3+40-1+1-0 6
2 0 1 1 =2-3+0-1+1-0=6
2 0 1 0 2:3+40-1+1-0 6
0O 0 3 0:3+0-1+3-0 0

Portanto, a pontuacao das sele¢oes do Grupo C foi:

Italia 6
Australia 6
Brasil 6
Jamaica 0

Propriedades da multiplicacao

Dadas as matrizes A, B e C, tais que as operac¢oes entre elas, indicadas abaixo, sejam
possiveis, valem as seguintes propriedades:

e associativa:(A*B):C=A:-(B:-C)
e distributiva a direita: (A + B):C=A-C+ B-C
e distributiva a esquerda: C-(A+B)=C-A+ C-B

2] ) ==

_[1 8] 2 4]_[-1 -2 . . _| 2 4 _|1 3 _13 1
B A_[s 4} [_1 _2} [2 4} Considere as matrizes A [71 _2},3 [3 4}eC [2 5}.

A+ B # B - A;logo, ndo vale a propriedade
comutativa.

wo-[ZCEH 2 ol 3

A-B=A-CeB # C;logo, ndo é uma
operagéo valida.

.A.B:[

e Calcule A-Be B-A eresponda se a propriedade comutativa na multiplicagdo de ma-
trizes é vélida.

e Verifique que A - B = A - C e depois responda se é possivel eliminar a matriz A nos
dois membros da igualdade.

e 4 i R
Exercicios propostos
21. Dadas as matrizes
-10 4 —24
21.a){ -5 2] d)(12] 2 4
3 —1 7
A=|1 2 |,B= 10 eC= 2 A
b) N&o é possivel 0 -3 1 -1
calcular. _24 -1
0 e 71? determine, caso exista:
¢ |0 a)A-B c)A-C e)A-(B-C)
! b)B-A d)(A-B)-C

22. Calcule o valor de x e de y de modo que:

[_i 5]'[5]—[§]X;ey_;

28
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23. Resolva a equagdo A-X + B = C, em que:

a=| 91 , B = >lec=| 3 |x-
3 1 1 0
. 1 3 2 .
24. Dada a matriz A = [ ] , determine a ma-

51
X[1 OJ/Q
0 1

trizX tal que X - A = A.
¢ O que pode ser dito a respeito da matriz X?
X € a matriz identidade de ordem 2.
25. Invente quatro matrizes quadradas:

A1x1Brx2 Csx3€Dyuy

a) Faca as multiplicacOes a seguir.
e A-lel,-AAeA
eB-l,el,*BBeB eD-I,el,*DbDeD

b) Compare os produtos obtidos com as respec-

tivas matrizes inventadas.
Os produtos sdo iguais, respectivamente, as matrizes inventadas.

26. (Ibmec-SP) Uma agéncia de propaganda utiliza nas
campanhas publicitarias que elabora para seus
clientes trés tipos de material para divulgacao
em papel:

-3
8

eC-Lel,-Ccec

e impresso tipo PB, em preto e branco no papel
simples;

e impresso tipo CK, colorido no papel simples;

=

e impresso tipo CKX, colorido no papel mais
grosso.

Para fazer esse tipo de trabalho, a agéncia contrata
normalmente trés graficas, que cobram pregos
unitarios diferentes para cada tipo de impresséao,
conforme a tabela abaixo.

Tabela 1
Tipo PB cK CKX
Grafica A R$ 2,00 R$ 3,00 R$ 4,00
Grafica B R$ 3,00 R$ 3,00 R$ 4,00
Grafica C R$ 1,00 R$ 2,00 R$ 6,00

a) Determine a grafica que, para fazer 300 im-
pressoes do tipo PB, 150 do tipo CK e 200 do
tipo CKX, apresentaria o menor custo. grafica C

b) No ultimo ano, a agéncia fez 25% dos seus im-
pressos com a grafica A, 45% com a graficaBeo
restante com a grafica C. Supondo que, em cada
campanha deste Gltimo ano, a agéncia sempre
tenha feito os trés tipos de impressao com a
mesma grafica e que os precos unitarios tenham
sido os valores dados na Tabela 1, determine o
custo unitdrio médio que a agéncia teve com

cada tipo de impressao.
PB: R$ 2,15; CK: R$ 2,70; CKX: R$ 4,60 /

®© Determinante de uma matriz

A toda matriz quadrada associa-se um numero, denominado determinante da
matriz, que é obtido por meio de operacdes entre os elementos da matriz.

Para representar o determinante de uma matriz A (indicado por det A), substituimos

os parénteses ou os colchetes da matriz por barras simples.

Exemplos
0 3 8 0 3 8
a) A=| 1 4 3 |edetA=| 1 4 3
6 1 7 6 1 7
b) B=[4] edetB = |4]
1 0 1 0
C _ detC =
)C{7—5}ee 7 =5

Determinante de matriz de ordem 1

O determinante de uma matriz quadrada A de ordem 1 é o préprio elemento de A.

Determinante de matriz de ordem 2

Dada uma matriz quadrada A de ordem 2, o determinante de A é a diferenca
entre o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos

da diagonal secundaria, nessa ordem.
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Os boxes pensamento
computacional, desta e da préxima
pagina, em conjunto com as
atividades propostas favorecem

o desenvolvimento da habilidade
EM13MAT315, uma vez que, além
do conceito de algoritmo, os alunos

lidam com os registros em linguagem

corrente e em fluxograma, refletindo
a respeito da possibilidade da
inversdo de um passo e a validade
do algoritmo. Ao transitar entre os
registros, também é favorecido o
desenvolvimento da competéncia
especifica 4 da BNCC.

Espera-se que os alunos percebam
que o passo 3 depende de

os passos 1 e 2 ja terem sido
executados; caso contrario, ndo é
possivel saber o valor correto de p
ou de s para determinar a diferenga
p —s.

Observacao

Pierre Frédéric Sarrus
(1798-1861) foi professor
na universidade francesa
de Strasbourg.

A regra de Sarrus foi escrita,
provavelmente, em 1833.
Os determinantes consti-
tuem uma ferramenta util
no estudo dos sistemas
lineares.

Observacao

E possivel calcular o determi-
nante de matrizes de ordem
maior que 3; porém, isso ndo
sera objeto de nosso estudo.

30

Exemplo

e I =(2-4)-[(-3)-(-1)]=8-3=5
o1 oa) T AT 4T - -

(‘ Q) Pensamento computacional]

Algoritmo

O algoritmo, um dos pilares do pensamento computacional, é uma sequéncia
finita de passos para resolver um problema ou realizar uma tarefa. Para escrever
um algoritmo, com inicio e fim, é preciso ter clareza e ordenar corretamente os
passos, a fim de que o objetivo seja atingido.

O célculo do determinante de uma matriz quadrada de ordem 2, por exemplo,
pode ser resolvido por meio de um algoritmo. Veja o algoritmo descrito a sequir
em linguagem corrente:

Passo 1. Determinar o produto da diagonal principal, a,; * a,,, € chamar de p.
Passo 2. Determinar o produto da diagonal secundaria, a;, * a,,, € chamar de s.

Passo 3. Determinar a diferenca p — s e encerrar o algoritmo.

Esse algoritmo também pode ser representado graficamente, por meio de um

fluxograma. Veja:
—PC FIM )

Passo 1 —>» | Passo2 |—>

([ weo )—

¢ A partir das representa¢des do algoritmo, reflita: é possivel executar o passo 3
antes do passo 1?

Passo 3

Determinante de matriz de ordem 3

O determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 pode ser calculado por um méto-
do chamado regra de Sarrus. Considere a matriz A e observe o procedimento a seguir.
12 3
A= 0 2 4
-1 3 5

1. Ao lado da representacdo para o calculo do determinante, copiam-se as duas
primeiras colunas da matriz.

\1 \2 \3 1 2
2. Multiplicam-se os elementos da diagonal princi- NN\
pal e, na mesma dire¢do da diagonal principal, 0 2\4 0\2
multiplicam-se os elementos das outras duas dia- |—1 3 5 —1\3
gonais a sua direita. 10 _8\0

3. Multiplicam-se os elementos da diagonal secundéria e, na mesma dire¢do da
diagonal secunddria, os elementos das outras duas diagonais a sua direita.

avd

7 e

_ O -

w NN
u b w
- O
w NN

v

-6 12 0

4. Subtraem-se as somas dos produtos obtidos nos passos 2 e 3, nessa ordem.
Entdo:detA=(10-8+0)—(—-6+12+0)=—-4

\\ J
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I J N\
Exercicios resolvidos

R8. Quais sao os valores de x para que o determinante da matriz A seja igual
a—6?

A= [ X =g J
X x+2
» Resolucao
Calculando det A e igualando a —6, temos:
X(x+2)—(=3)x=-6
X +2x+3x=-6
X +5x+6=0

x= 5 +tV5*-4-1-6

2
x=H>=+1
2
X=-2o0ux=—-3
Portanto,x = —2oux = —3.

R9. Determinar x para que seja verdadeira a igualdade:

2 =1 =%
3 2 1 1|=0
R =i =2

» Resolucao

Pela reg'ra de Sarrus, temos:
\ ) ;_1/

>l
NN

-2x* -2 -8 -x 3x

Assim, temos:

(-8 —x+3x)—(-2x>-2+6)=0

2%x? +2x =12 =0

x>+x-6=0

-1* 1> -4-1-(-6)

NELSON MATSUDA

X =
2.1
-1+5 Exemplo de fluxograma para o boxe pensamento computacional:
X = =
2 .

X=20ux=-3 ( INICIO )—» Passo 1 » Passo2 » Passo3 » Passo 4

k Portanto, x = 2 ou x = —3.
J \ 4

> C FIM )4— Passo 7 4—[ Passo 6 }4— Passo 5
®_9) pensamento computacional)
- N

Veja os primeiros passos da adaptacdo da regra de Sarrus para um algoritmo em
linguagem corrente. Complete os passos a seguir e, em seu caderno, desenhe um
fluxograma que represente esse algoritmo.

Passo 1. Determine o produto de va,; - a,, * a;; e chame de a.
Passo 2. Determine o produto de a,, * a,; * a5, e chame de b.
Passo 3. Determine o produto de a,; * a,, * a5, e chame de c.

Passo 4. Determine o produto de e chame de d. a5 " ax " as
Passo 5. Determine o produto de e chame de e. a;; - a, - ay
Passo 6. Determine o produto de e chamedef. 4, a, a,
Passo 7. Calcule o determinante por meio da expressdo (@ + b +¢)—(d + e + f).
g J
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Exercicios propostos

27.Dadas as matrizes A = (2),

1 9 1 2 -1
B=[_1 3JeC— 0 1 -2 |, calcule:
34 0
a) detA2 b) detB s c) det C -1

28. Aplicando a regra de Sarrus, calcule o valor dos
determinantes a seguir.

2 0 2 a 0 a
a)| 0200 b)| 0 c 00
2 0 2 b 0 b
29. Determine o valor da expressao:
21 53 7 2
12 8 2 51| °

30. Dadas as matrizes

A—[ 2_1]eB—[ 0
-3 4 -1

a) det (A-B) 20
b) det (B- A) 20

4
9 ], calcule:

c) det A-detB 20

31. Dadas as matrizes

-1 3 2 1
AI[ Je B=[ ], calcule:

7 4 -3 0
a) det (A + B) 12
b) 3-detA -75

c) det (3-A) —225
d) det A +detB 22

32. Em cada item, depois de calcular os determinantes,

responda as questoes.
Se julgar conveniente, pedir aos alunos que

000 realizem este exercicio em grupo.
a)| a b c|o
d e f

e O determinante de uma matriz de ordem 3

com uma linha de zeros sempre vale zero? sim

Registre as respostas em seu caderno.

a b c
b)| 2¢ 2p 2¢ |0
d e f

e O determinante de uma matriz de ordem 3

em que uma linha é “o dobro de outra linha”

. sim; também
sempre vale zero? E se fosse o triplo?eria zero

ad — bc; 3 - (ad — bc);
3a 3b 3-(ad — bo)

c d

a b
c d

a 3b

C
) c 3d

)

¢ Se o determinante de uma matriz de ordem 2
tem uma fila (ou linha, ou coluna) triplicada,
seu valor triplica? sim

d)

e ad — bc; ad — bc

a b
c d

a c
b d
e O determinante de uma matriz de ordem 2 e o

da matriz obtida desta, trocando-se as linhas

por colunas, sao iguais? sim

b a
d

ad — bc; —(ad — bc);
—(ad — bc)

e)ab,cde
c d a b

e Determinantes de matrizes de ordem 2 que
tém linhas (ou colunas) permutadas sdo iguais

ou 0postos? opostos

f)

o O 9
o S O

0
0 | abc
C

¢ O determinante de uma matriz diagonal de
ordem 3 é sempre igual ao produto dos ele-

mentos da diagonal principal? sim

33. Calcule os determinantes de I, I, e I,. Qual é o valor

que vocé imagina para o determinante de I,?

J

33. 1, 1, 1. Espera-se que os alunos respondam que o determinante de /, é igual a 1.

©® Matrizes e determinantes em
planilhas eletronicas

Este tépico favorece o
desenvolvimento da competéncia
geral 5 da BNCC, ao compreender,
utilizar e criar tecnologias digitais
de informagéao para produzir
conhecimentos, resolver problemas
e exercer protagonismo e autoria na
vida pessoal e coletiva.

32

Planilhas eletronicas ou planilhas de calculo sdo softwares usados para facilitar o
calculo em tabelas. Com esse tipo de software, podemos automatizar operagdes, além
de apresentar dados em tabelas e graficos.

Neste capitulo, vimos que matrizes sdo tabelas que apresentam dados numéricos
dispostos em linhas e em colunas. Assim, uma tabela de nimeros dispostos de maneira
retangular em uma planilha eletrénica é uma matriz.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Observe como a matriz - 1

N NN
- U1 w
H O O

eletronica.

Campo que mostra
a célula selecionada.

pode ser representada em uma planilha

Campo que mostra
o nimero ou, quando

for o caso, a formula

associada a célula.

—— Letras que indicam as

colunas da planilha.

Al | Férmula ‘ 2 ]
Ndmeros — ; B C—
que‘indicam 2 3 0
as I|nha§ da P ) 15 9
planilha.
3 7 1 4
4

Na planilha, cada elemento da matriz ocupa uma coluna (indicada por uma letra) e
uma linha (indicada por um niimero). Assim, o elemento indicado por A1 é o elemento

que estd na coluna A e na linha 1 (nesse caso, o nimero 2).

Usando planilhas eletronicas, é possivel calcular o determinante de uma matriz

quadrada, além do produto de duas matrizes.

Como exemplo, vamos considerar as matrizes A, ,, =

Se possivel, levar os alunos a
sala de informatica da escola ou
pedir que, em casa, reproduzam
esses procedimentos e explorem
outros recursos das planilhas
eletrénicas.

2 3 -1 4 10 Algumas planilhas podem
eB,, ;= ter comandos diferentes dos
57 2 3 0 apresentados.

Vamos, inicialmente, representar a matriz A na planilha eletrénica.

D2 | Férmula | =MATRIZ.DETERM(A1:82)
T — B
1 2 3 Determinante
2 G 7 1
)
||

Orientar os alunos caso a planilha
eletrénica que tenham disponivel
funcione de maneira diferente.

planilha, a formula:
S5MATRIZ.DETERM(A1:B2)

Para calcular o determinante, digitamos, em uma célula vazia da

(Calcula o determinante da matriz cujo primeiro elemento esta
em A1 e o Ultimo elementoesta em B2.)

Agora, vamos representar as matrizes A e B na planilha, deixando um espaco de

pelo menos uma coluna entre elas.

A5 Férmula | =MATRIZ.MULT(A1:B2;,D1:F2) Para calcular o produto A - B, digitamos, em uma célula
D E = vazia da planilha, a férmula:
1 5 3 ) 2 10 5MATRIZ.MULT(A1:B2;D1:F2)
B s 5 > = 7 (Determina o produto da matriz cujo primeiro elemento
> estd em A1 e o Ultimo esta em B2 pela matriz cujo
primeiro elemento estd em D1 e o Ultimo estd em F2.)
4 Produto de A por B
s
e Y
A A
"o
A5 Formula | {=MATRIZ.MULT(A1:B2;D1:F2)}
D E F A seguir, é necessario converter a formula em uma
1 2 3 1 4 10 formula de matriz.
> 5 7 > 3 0 Selecionamos na planilha o intervalo em que ficara a
3 matriz produto, iniciando pela célula em que a férmula
4 Produto de Apor B foi digitada. Nessse caso, o produto s_eré do )
7 = = tipo 2 X 3; entdo, selecionamos um intervalo com 2 linhas
> 5 " = e3 cglunas. )
Pressionamos F2 e, em seguida, CTRL+SHIFT+ENTER.
‘ Z ‘ Obtemos, assim, o produto A - B.
A4 Formula | =MATRIZ.DETERM(A1:C2)
[ 8 [ c [ o 1]
Nos dois casos, quando os alunos tentarem realizar os célculos na planilha, obterdo uma ; 21 i 1(?

Explore mensagem de erro.

Usando uma planilha eletrénica, calcule o determinante da matriz B e o produto B - A.

* Que resultado vocé obteve em cada caso?

e Compare as respostas que vocé obteve com as de seus colegas e discutam por que

vocés obtiveram esses resultados.

3

Um valor usado na formula tem
No caso do determinante, isso
ocorrera porque a matriz B ndo é
quadrada; no caso do produto B - A,

porque o numero de colunas de B é
diferente do nimero de linhas de A.

ADILSON SECCO
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b)

Exercicios complementares

0 7 14

L 2.X=| -6 1 8

Aplicacao 12 -5 o
1. Dadas as matrizes A = (a;j),«, €mquea; =1 —j, e

34
62
20

R )

B = (by), <, emque b; = ?’(:T_}]) construa as matri-

zes e verifique se A = B. A—B—[ ? 7; ]

. Dadas as matrizes A = (aj); <3 € B = (b;j); 3, €m que

a; =1+ 2jeb; =2i —j+ 1, determine a matriz
X =2A — 3B.

. (Vunesp) Considere trés lojas, L,, L, e L,, e trés tipos

de produto, P, P, e P,. A matriz a seguir descreve a
quantidade de cada produto vendido por loja na pri-
meira semana de dezembro. Cada elemento a;; da
matriz indica a quantidade do produto P; vendido
pelalojal;i,j=1,2,3.

)’ )
L1 L2 L3
41 49 44 38
73 87 78 68 | p
25 30 27 23 | 1 | 30 19 20
P, 15 10 8

total de pegas dos itens A,
B e C produzidas em cada P, 12 16 11
dia da semana.

34

Analisando a matriz, podemos afirmar que:
alternativa e

a) a quantidade de produto do tipo P, vendido pela
loja L, é 11.

b) a quantidade de produto do tipo P, vendido pela
loja L é 30.

c) a soma das quantidades de produtos do tipo P,
vendidos pelas trés lojas é 40.

d) a soma das quantidades de produtos do tipo P;
vendidos pela loja L;,i = 1, 2, 3, é 52.

e) a soma das quantidades dos produtos dos tipos P,
e P, vendidos pela loja L, é 45.

. Duas maquinas, [ e II, produzem trés itens, A, B e C,

de acordo com o nimero de pecas feitas por hora de
funcionamento apresentadas na matriz H. A matriz S,
por sua vez, apresenta o nimero de horas que cada
maquina trabalha por dia da semana.

—
—

- S
A
sl 5o
2 )G

jan)
I
AN

7 7 |1
9 11 10 8 ]II
Hs 2, Sz x50 (H* S)axcs
a) Determine os tipos das matrizes H, S e (H - S).

b) Calcule o produto H - S. Que informacao ele nos
fornece?

c) Quantos itens B sdao produzidos na segunda-
-feira? Quantos itens C sdo produzidos na
quinta-feira? 62 itens B; 27 itens C

Registre as respostas em seu caderno.

5. Determine o valor de x que satisfaz cada equacao.

x 3
a) 2 4 =5 % ou #
1 2 x
0 3
b)| x 2 ‘ 3’(; _2 —62
11 -1
6. Dada a matriz A = [ é 711 J , calcule (det A)",

sendon €7,.1

Aprofundamento

7. Considerando a matriz A = , encontre

3
2

WIN =

uma matriz B = [21( )57 ]talqueA-B=C,em

;
que C é a matriz nula de ordem 2. B=| 3
15

_5
3

8. Determine a matriz X tal que X — 3B = I, sendo:

1 50 4 15 0
a)p=|-1 -2 3 X=| -3 -5 9
7 0 2 21 0 7
-1 -5 0
-2 —-15 0
b)B=| 1 2 -3 o 3 7 -9
-7 0 -2 -21 0 -5
Desafio

9. (Uerj) Considere as matrizes A e B:

A = (ay) é quadrada de ordem n, em que

a 1, se x é par
¥ 7 -1, se x é impar

B = (b,) € de ordem n X p, em que b,; = j*.

O elemento da quarta linha e da segunda coluna da
matriz produto A -B é igual a 4.094. Calcule o nimero
de linhas da matriz B. alternativac

a) 9 b) 10 Q11 d) 12 e) 13

(Dica: a soma dos n primeiros termos de uma PG,
sendo conhecidos o primeiro termo a, e a razao q,

, a, *(q" -1
comq = 1,édadapor: S, = %]

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Autoavaliacao

Registre as respostas em seu caderno.

1. Uma matriz de ordem 2 é uma matriz: alternativa b
a) identidade.
b) quadrada.
c) nula.
d) linha.

2. S0 existe adicao ou subtracao de matrizes se elas
forem: alternativa c
a) opostas. 7.
b) nulas.
c) de mesmo tipo.
d) quadradas.

3. Sejam as matrizes A,, ;e B;,,. Os produtos 4- A+ B
e4-B- A sao: alternativa d
a) iguais. 8.
b) opostos.
c) respectivamente, dos tipos 3 X 3e 2 X 2.
d) respectivamente, dos tipos 2 X 2 e 3 X 3.

. -1 0 -1 0 ~
*oAs mamzes[ 0 2 ] ¢ ( 01 Jiﬁg';]ativad 9.
a) iguais.
b) opostas.
c) identidades.
d) diagonais.

primeira matriz deve ser igual ao nimero de linhas
da segunda. alternativa a

a) multiplicacao
b) adicao

c) subtracao

d) igualdade

5. Na mmmmm de matrizes, o nimero de colunas da | 10.

~\
3 5
Multiplicando-se as matrizes | 1 —1 |e
0 3

1234 , obtém-se uma matriz de ordem:
1212 alternativa a
a)3 x4 c)2x2

b)3 x5 d)3x3

Na multiplicacdo de matrizes, ndo é valida a
propn'edade: alternativa c

a) associativa.

b) distributiva a esquerda.

c) comutativa.

d) distributiva a direita.

O determinante da matriz | 2 > ] é: alternativa d

a) —10 N

b) 22

c) 10

d) —22

Se det A = 0, entao a matriz A, com certeza, é:
alternativa d

a) matriz linha.

b) nula.

c) diagonal.

d) nenhuma das anteriores.

Se det A = 5 e A é uma matriz de ordem 2, pode-
mos afirmar que: alternativa d

a) det (—A) = -5

A\ _
b) det (E) - 0,5

c) det (2A) = 10
d) det (2A) = 20

Retomada de conceitos

Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

Se vocé nao acertou alguma questao, consulte o quadro e verifique o que precisa estudar novamente.

Numero da questao

Objetivos do capitulo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ident_lflcar e classificar uma X X X X X X
matriz.
Operar com matrizes. X X X X X X
Calcular o-determlnante de X X X
uma matriz quadrada.
Paginas do livro referentes 14 a 20 a 24 a 19e | 24a 25a 25a 29 a 29a32 29 a
ao conceito 20 23 29 20 29 29 29 32 32
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| Cc eensao de texto [

Nesta secéo é favorecido o desenvolvimento da competéncia geral 1, da competéncia
especifica 1 e da habilidade EM13MAT315 da BNCC. No texto apresentado séo valorizados
os conhecimentos historicamente construidos para entender e explicar a realidade e também
sdo utilizados estratégias, conceitos e procedimentos matematicos na interpretagdo em
contextos do cotidiano e de questbes tecnoldgicas, contribuindo, assim, para uma formagéo

As cifras de Hill

A troca de mensagens ha muito tempo é utilizada pelos seres humanos. Para
maior seguranga, foi inventada a criptografia, que consiste em métodos para co-
dificar mensagens, ou seja, torna-las ilegiveis no caso de interceptacdes.

Um antigo exemplo de criptografia sdo as Cifras de César, que tém como base
o deslocamento do alfabeto em um nimero n de posi¢des. No quadro a seguir, a
letra A foi codificada como a letra D, a letra B, como E, e assim por diante.

A/B|C/ID|/E|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y | Z

DIE|FIGH|I|J|K/ILIM|IN/O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z|A|B|C

Observe a codificacdo de uma frase com o uso do quadro.
Texto comum: A RESPOSTA CORRETA E A LETRA D
Texto codificado: D UHVSRVWD FRUUHWD H D OHWUD G

Esse método é considerado facil de ser decifrado, pois, em um texto, a ocor-
réncia de determinadas letras é maior que outras, o que facilita a descoberta das
substituicoes feitas.

O matematico e professor estadunidense Lester Sanders Hill (1890-1961) inven-
tou outro método de cifragem chamado Cifras de Hill. Verifique como podemos
usa-lo para codificar a palavra “AURORA".

2 3 8 19
servirdo para codificar e decodificar a palavra, respectivamente.

Primeiro, escolnemos as matrizes A= [5 6} e B= [1 24] de ordem 2, que

A escolha das matrizes ndo foi aleatéria. Para que elas tenham funcionalidade no
método, sdo necessdrias algumas condi¢cdes matematicas ndo tratadas nesta colecao.
Agora, devemos numerar as letras do alfabeto. Observe o quadro ao lado.

Note que a letra Z foi numerada como 0.

Depois, agrupamos as letras da palavra, ordenadamente, em pares, numeramos
cada letra de acordo com o quadro de correspondentes numéricos e usamos esses
numeros para construir matrizes do tipo 2 X 1 (veja o quadro a seguir).

A U| R O /| R A
1 21118 15| 18 1

1 18 18
21 15 1
Se a quantidade de letras da mensagem for impar, adicionamos uma letra igual
a Ultima letra da mensagem para formar o ultimo par, pois, para codificar, neces-
sitamos de matrizes do tipo 2 X 1, o que s é possivel com pares de letras. Nesse

caso, quando o destinatario, conhecedor de seu idioma, for decodificar, percebera
que ha uma letra a mais na mensagem.

Em seguida, multiplicamos a matriz A pela matriz que representa cada par de
letras, obtendo como resultado em cada multiplicagdo uma nova matriz do tipo
2 X 1. Observe a multiplicagdo de A pela matriz que representa o primeiro par de

letras (AU).
S MW T (0 oA (R
2 3 21)  (2-1+3-21) | 65
Obtemos como resultado os elementos 131 e 65. Agora, substituimos esses nu-
meros pelas letras, conforme o quadro de correspondentes numéricos. Porém, os

elementos obtidos ndo estdo no quadro. Quando isso acontecer, trabalharemos com
o resto da divisdo desses nimeros por 26, que é a quantidade de letras do alfabeto.

\_

/WXGR WP

| XP TRPAER |
_PRGHR

{

Il

Quadro de
correspondentes numéricos
A 1 N 14
B 2 (0] 15
C 3 P 16
D 4 Q 17
E 5 R 18
F 6 S 19
G 7 T 20
H 8 U 21
| 9 \' 22
J 10 W 23
K 1 X 24
L 12 Y 25
M 13 Z 0

BIRY SARKIS
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Para a escolha das matrizes, deve-se usar a teoria de congruéncias, assunto que nao sera tratado nesta
colecdo. Para mais explicacdes, e se achar que é adequado trabalhar o tema com a turma, ha referéncias

bibliogréficas nas paginas finais deste volume.



Ao codificar e decodificar uma mensagem, o aluno esta lidando com um dos pilares do pensamento computacional: o algoritmo. Comentar com eles
que o matematico inglés Alan Turing (1912-1954), um dos principais cientistas da computagao, trabalhou na formalizagdo do conceito de algoritmo

e na criagdo da maquina de Turing. Se julgar oportuno, orientar a pesquisa a respeito de Alan e qual foi seu trabalho mais importante relacionado a
criptografia.

~N

Assim, os niUmeros obtidos sdo o 1 (resto da divisdo de 131 por 26) e o0 13 (resto
da divisdo de 65 por 26), que correspondem as letras A e M, respectivamente.

Procedendo da mesma maneira para os outros pares, obtemos as seguintes

matrizes produtos:
180 - 96
181 39

No quadro a seguir, temos os elementos das matrizes produtos, os restos e as
letras cifradas conforme o quadro de correspondentes numéricos da pagina anterior.

Elementos 131 65 180 81 96 39
Restos da divisao

por 26 1 13 24 3 18 13

Letras cifradas A M X C R M

Assim, a palavra AURORA codificada é AMXCRM.

Perceba que a facilidade para quebrar uma Cifra de César ndo ocorre no método
de Hill, pois, na palavra AURORA, as duas letras A aparecem na palavra codificada
como A e M. A letra R, que também aparece duas vezes, é codificada como X e R.

ROBSON90/SHUTTERSTOCK!

Como decodificar

O destinatario precisa ter a chave, que é a matriz B= (18 12;], para decodi-
ficar a palavra AMXCRM.

Devemos formar matrizes do tipo 2 X 1 com os correspondentes numéricos dos
pares das letras. Observe a seguir.
24 18
3 13

)

| &

AM XC RM . 1
Monumento The Enigma
Agora, fazemos as multiplicacdes da matriz B pelas matrizes obtidas. Code Breakers, Posnania,
Para as letras AM, temos: Polénia, 2018. Homenagem
aos matematicos poloneses
(1 24) . ( ! J = (31 3) Henryk Zygalski, Marian
8 19 13 255 Rejewski e Jerzy Rozycki,

os primeiros a quebrar

Fazendo as divisdes dos elementos por 26, obtemos restos 1 e 21, que corres- o 7
os codigos da maquina

pondem as letras A e U. criptogréafica alema Enigma,
Procedendo da mesma maneira para as matrizes obtidas pelos pares XC e RM, usada na Segunda Guerra
teremos as letras R, O, R e A, formando, assim, a palavra AURORA. Mundial.
e 4 ™\

Atividades Registre as respostas em seu caderno.

FAREMOS UMA FESTA SURPRESA PARA O JOAO.
1. Use as Cifras de César com deslocamento de trés posi¢oes para decodificar a mensagem a seguir.

IDUHPRV XPD IHVWD VXUSUHVD SDUD R MRDR.

2. Codifique a palavra SORRIA, por meio das cifras de Hill, usando a matriz A = 01 .
DGXFDM 7 2

3. Qual das matrizes é a chave para decodificar a palavra obtida como resposta da atividade 2?
alternativa c

a) (1 2 b (12 7 9 (12 7
3 4 23 14 23 15
4. Utilizando as cifras de Hill, decodifique a palavra AJJQWEEVER. Para isso, use a matriz (15 12) .
ESPIONAGEM 21 5
\§ J

37



CAPITULO

Competéncias especificas e habilidade de Matematica e suas Tecnologias da BNCC
trabalhadas neste capitulo: compet as 1, 3 e 4; habilidade EM13MAT301.

A abertura desse capitulo pode ser trabalhada interdisciplinarmente com a area de
Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, favorecendo, parcialmente, o desenvolvimento
da habilidade EM13CNT106 da BNCC. Se julgar oportuno, discutir a respeito de

Sistemas lineares

possiveis solugcdes para demandas que envolvem geragao e consumo de energia, i
considerando a disponibilidade de recursos, a eficiéncia energética, a relacdo custo-
-beneficio, as caracteristicas geograficas e ambientais, a produgéo de residuos e os impactos

- e
L -
:"{j 5 ~ .
. g gl Ll sy
el - " -
— P «
‘ . - B -~

NASA
*{.
e
.
'
¥

>
» - 4 ] Sl
-
7 ~ ' " «
e % - .
, - x,
»~ . r
J -, -
- - -

< - » : -

Z- - -

g & e, ¥

: ~ : & - -

© - g

f

S -+ y v

% 4 “’

Ed - L]

3 2
&
P

¥
s

Estacdo Espacial Internacional (EEI). Imagem
capturada em outubro de 2018.

Fotografia noturna do sul da Escandindvia, capturada pelos astronautas a bordo da Esta¢ao

Objetivos do . ' ¢
Espacial Internacional (EEI), em abril de 2015.

capitulo

e Representar e resol-
ver situacoes-proble-
ma usando sistemas
lineares.

socioambientais. Além disso, a situacao
apresentada também permite solicitar

© Introducio ao estudo de =i erici
g processos de energia, de locomogao,
° ° de abastecimento, de velocidade e de
Slstemas llneares armazenamento de suprimentos da EEI. Questdes como
“Qual é a velocidade da Estagédo Espacial?”; “Qual é
a distancia de sua 6rbita a Terra?” e “Como dormem
A fotografia tirada da Estacdo Espacial Internacional e compartilhada pela Nasa
mostra a visdo noturna do sul da Escandindvia. Os pontos em cor amarela mais forte
indicam as luzes das cidades. Os maiores aglomerados de luz na imagem acima séo as
capitais Oslo e Copenhagen.

Reconhecer e classifi-
car sistemas lineares.

Apresentar sistema
linear em forma de
equac¢ao matricial e

A energia que ilumina as cidades e coloca em funcionamento grandes redes de

vice-versa.

Aplicar o método do
escalonamento na
resolucdo de siste-
mas lineares.

computadores, industrias, eletrodomésticos, aparelhos hospitalares etc. foi obra de um
grande esforgo cientifico da humanidade. Nos dias atuais, as intrincadas relacdes do ser
humano com o mundo e com os modos de producdo sé sdo possiveis gracas a energia.

A Matematica auxilia nesse processo fornecendo muitas ferramentas. Um exemplo
sdo as equacoes lineares e os sistemas de equacoes lineares, usados para determinar
as correntes que fluem em um circuito elétrico. Com a lei de Ohm e as leis de corrente
e de voltagem de Kirchhoff, obtemos as equag¢des que regem um circuito.

e se alimentam os astronautas sem a forga da gravidade?” podem agucar a curiosidade e despertar o interesse pela pesquisa, favorecendo o

38 desenvolvimento da habilidade EM13CNT204 de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias.




Ao longo de todo o capitulo, a habilidade EM13MAT301 e a competéncia especifica 3 da BNCC seréo favorecidas, pois os
alunos deverao resolver e elaborar problemas que envolvam equagdes lineares usando técnicas algébricas e gréficas, com
ou sem o apoio de tecnologias digitais, empregando estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos.

J& conhecemos os métodos da adicdo e da substituicdo para a resolucdo de siste-
mas. Vamos estudar, neste capitulo, o método do escalonamento, também chamado
de método da eliminacao de Gauss-Jordan. Esse método tem semelhangas com o
método da adicdo e constitui uma poderosa ferramenta para a resolugdo, feita com
computadores, de problemas complexos.

® Equacdes lineares

Acompanhe a situagdo a seguir.
Uma loja de roupas vende meias, camisetas, camisas e calcas, cujos precos estdo es-
pecificados no quadro a seguir.

Produto Preco (em real)
Par de meias 20
Camiseta 45
Camisa 62
Calca 75

Julio gastou R$ 739,00 em roupas nessa loja. Qual é a quantidade de cada tipo de
roupa que Julio comprou?

Podemos representar esse problema matematicamente por meio de uma equagao.
Vamos representar a quantidade de meias, camisetas, camisas e calcas por x, y, w e z,
respectivamente. Agora, multiplicamos cada letra pelo preco do artigo que ela repre-
senta. A adicado dessas multiplicacdes deve resultar em 739. Observe:

20x + 45y + 62w + 75z = 739
Essa sentenca matematica é chamada de equacao linear.

Equacao linear é toda equacao do tipo a;x; + a,x, + ... + a,x, = b, comn € N,
em que X, X,, ..., X, S840 as incégnitas; os numeros reais a,, a,, ..., a, sao os coeficien-
tes das incognitas; b, real, é o termo independente.

Exemplos

a)x, +3x, —x3=7 b)x1—%x2:3 )2x+3y—z=0

Quando o termo independente é nulo, a equacdo linear é chamada de homogénea.

Observacao

As equacdes abaixo ndo sdo equacdes lineares.
e x” + 3y — z = 7 (incégnita x com expoente diferente de 1)

o x— & =3 (incégnita y no denominador)

e 2x + 3yz = 0 (termo 3yz com mais de uma incégnita)

2.1 Soluc¢ao de uma equacao linear

Acompanhe as afirmagdes a seguir.
e O par ordenado (3, 5) é solu¢do da equagdo —3x + 2y = 1, pois, substituindo x por
3 e y por 5, obtemos uma sentenca verdadeira: —3-3 +2-5=1
¢ O terno ordenado (1, 3, 5) ndo é solucdo da equacdo 3x — 2y — 3z = 14, pois
3:-1-2-3-3-5= 14 ndo é uma sentenca verdadeira.
e O terno ordenado (0, 0, 0) é solucdao da equacdo x + 2y — 3z = 0, pois
0+2-0—3-0=0¢&umasentenca verdadeira.
Note que essa equacdo é homogénea.

A solucdo de uma equacao linear é toda énupla ordenada de nimeros reais
(o, Oy ..., 00,) que torna a igualdade a,x; + a,x, + ... + a,x, = b verdadeira, isto
é, tal que a,o; + a,0, + ... + a,0, = b seja verdadeira.

Se julgar necessario, comentar com os alunos que uma énupla ordenada € o mesmo que uma
sequéncia numerada de n termos. 39



O desenvolvimento da competéncia
especifica 1 da BNCC é favorecido

na situagao inicial apresentada neste
topico porque os alunos deverdao
utilizar estratégias e procedimentos
matematicos para interpretar e

resolver problemas, inclusive os de
Ciéncias da Natureza. A utilizacdo de
diferentes linguagens nessa situacéo
também favorece o desenvolvimento
da competéncia geral 4, bem como da
habilidade EM13CNT101 ao propor a
analise da reacdo de combustdo do gas
metano, representada por uma equacao.

(W )
Exercicio resolvido
R1. Sabendo que o par ordenado (2a, a) é solucdo da equacao 4x + 3y = 10,
determinar o valor de a.
» Resolucao
Substituindo x por 2a e y por a, obtemos:
4-(2a) +3-(a)=10 = 8a +3a =10 = a=10

11
& J

. 4 )
Exercicios propostos

1. Verifique se os ternos ordenados a seguir sao solucdes da equacao linear
2x +y+ 3z =11

a) (1,3, 2) sim b) (2, 2, 2) nao
2. Determine k de modo que o par (3, k) seja solugao da equacao linear
2x+3y=12.2

3. Encontre duas solugdes para a equacgao 2a + 3b — ¢ = 0.
Respostas possiveis: (0, 0, 0), (1, =1, =1), (1, 1,5 e (-2, 2, 2)

4. Verifique se o par (3, §) é solucdo comum das equagoes lineares
Xx—3y=1ex+ 3y = 5.sim
5. Elabore uma equacao linear com trés incégnitas e determine duas de suas

solugdes. Depois, peca a um colega que determine duas solucdes para a
equacao elaborada por vocé; determine duas solucoes para a equagao

_ produzida por ele. resposta pessoal

® Sistema de equacdes lineares

Acompanhe a situacdo a seguir.

Em Quimica, uma equacao esta balanceada quando o nimero de a&tomos dos rea-
gentes é igual ao numero de atomos dos produtos. Podemos fazer o balanceamento
pelo método algébrico: resolvendo um sistema de equagdes lineares.

Considere a reacdo de combustao do gas metano, representada pela equagéo a seguir.

CH, + O CO, + H,0 Uma molécula Uma molécula Uma molécula Uma molécula
N B e y’ W7 de metano T de oxigénio de dioxido de T de dgua
reagentes produtos carbono

Numero de atomos Numero de atomos
carbono (C): 1 carbono (C): 1 & + “ - + ‘
hidrogénio (H): 4 hidrogénio (H): 2
oxigénio (0): 2 oxigénio (0): 3

40

CH, + (0] co + H,O

2 2 2

Para balancear essa equagdo, multiplicamos cada substancia por uma incégnita:
aCH, + bO, —» cCO, + dH,0
Com isso, construimos o seguinte sistema de equacdes lineares:

e carbono (Q)........... a=«c a=«c
¢ hidrogénio (H)...... 4a = 2d - 45 = 2d
e oxigénio (0,) ........ 2b=2c+d 2b=2c+d

Um sistema S de equacgoes lineares, ou sistema linear, de m equag¢des com n incég-
nitas € um conjunto de equagodes lineares do tipo:

ay X, +apXx, + ... +ax,=b,
Ay Xy F apX, + ... tayx,=b,
S =1 ayX, +apX, + ...+ ayXx,= b;

aX, + aXs+ ... +anx, =b,

NELSON MATSUDA
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Exemplos

—-X 4+ vy= i - . . .

a) s, = {2))((_ Z‘I/y :3_7 (sistema de duas equacdes com duas incognitas)
X, +0x, + X3 —3x,=-5

b) S, = 92x, + x; —0x; + 5x, =2
X+ X, +2x3 —3x, =1

(sistema de trés equagdes
com quatro incégnitas)

3.1 Solucao de um sistema linear
Veja as seguintes equacdes e algumas de suas solucdes:
e 2x+y=4 - (-1,6),(0,4),(1,2),(20), ..
e x+2y=5-(-1,3),(1,2),3,1),(5,0), ...
Observe que as duas equagdes tém o par ordenado (1, 2) como solugdo comum.

A énupla (a4, 0., ..., 0.,) é solucdo de um sistema linear de m equagdes com n incég-
nitas quando é solucdo de cada uma das equagdes do sistema.

Veja, no plano cartesiano ao lado, que os pares ordenados que sdo solu¢des da
equacgdo 2x + y = 4 representam pontos da reta r, e cada ponto da reta r, por sua vez,
representa uma solucdo da equag¢do 2x + y = 4. O mesmo ocorre para as solucdes da
equagdo x + 2y = 5 (reta s).

O par ordenado (1, 2) representa o ponto P, intersec¢do das retas r e s. O ponto P
é a solucdo grafica desse sistema.
2x +y=4

Portanto, o par ordenado (1, 2) é a Unica solucdo do sistema: {x Nl

Representamos a solucdo desse sistema como S = {(1, 2)}.

Exemplos
. . 2x +y =17
a) Vamos considerar o sistema:
3x—y=3
O par ordenado (2, 3) satisfaz as duas equagdes do sistema, pois2-2 +3 =7e

3.2 — 3 = 3. Assim, o par ordenado (2, 3) é solucao do sistema.

—X+y—-—z=-2

b) Seja o sistema: {4y —5,—-0

O terno ordenado (1, 3, 4) ndo é uma solucao do sistema, pois, substituindo esses
valores nas equacgdes, obtemos:

—1+3—4=-2 (sentenca verdadeira)
0:1+4-3—-2-4=0 (sentenca falsa)

X+y—2z2=-6
c) Seja osistema:<3x — 2y + z =15
—2x —y +3z=7
O terno ordenado (3, —1, 4) é a solucdo do sistema, pois, substituindo esses
valores nas equacdes, obtemos:
3—1-2-:4= -6 (sentenca verdadeira)

3:3-2-(=17 + 4 =15 (sentenca verdadeira)
—2-3—- (=17 + 34 =7 (sentenca verdadeira)

Observacao
A equacdo ax + by = ¢, com b # 0, também representa a expressado algébrica de uma
funcéo afim.

Explicitando a lei dessa funcdo como y = f(x), podemos escrever y = —%x + % com
b # 0. Seu grafico é uma reta néo vertical.

Observacao

O sistema S, também pode
ser escrito assim:

X, +Xx3—3x,=-5
S,=92x,+ x, +5x, =2
X, + X, +2x3 —3x, =1

11
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Explore

Use um software de constru-
¢do de graficos para deter-
minar a solucdo dos sistemas
a seguir. Depois escreva suas
observag¢des sobre a solucdo
determinada em cada um
dos sistemas.

x+y=1
a =
) S, {5x+2y=—1

_x+y=1
b) SZ_{2x+2y=2

ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO

A solucdo do sistema é S = {(—1, 2)}
b)

N W<

Espera-se que os alunos percebam
que as duas equagdes geraram
duas retas coincidentes. Se achar
conveniente, pedir que discutam
sobre a quantidade de solugdes
desse sistema. Comentar que as
solugdes sdo as coordenadas dos
pontos que as retas tém em comum.

c) X
4..
3

Nesse caso, espera-se que 0s alunos
percebam que ndo ha solugéo para
esse sistema, pois as retas séo
paralelas e, consequentemente, ndo
se cruzam.

ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO
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~ e O trabalho com software de
Solucdo de um sistema usando construgdo de graficos proposto

neste topico e no boxe Explore desta

um Software de Construgéo de gréficos pagina favorece o desenvolvimento da

competéncia geral 5 da BNCC.

Veja como determinar a solucdo do sistema do exemplo a, da pagina anterior, em

um software de construgdo de graficos.

1. Digitar a primeira equacdo do sistema (2x + y = 7) no campo de entrada de
fungdes. Depois, clicar em “ok” para que a reta apareca no plano cartesiano.

5

=
2x +y=17
ok cancelar ajuda

Ha varios softwares livres disponiveis
na internet para construcéao de
graficos. Dependendo do software
utilizado, deve-se selecionar o campo
de entrada “curva implicita” para
digitar a equagéo da forma como ela
aparece no sistema.

2. Digitar a segunda equacdo do sistema (3x — y = 3) no campo de entrada e clicar

em “ok".
y
7 |

6 3x—-y=3
ok cancelar ajuda

—4f3210/1 2 3 \4
71<>

3. Usar a ferramenta “interseccdo” para determinar a solucdo do sistema.
EEE

interseccao
2x+y=17 A
3x —y=3 hd
fechar marcar ponto

x = 2.00000
y = 3.00000

Os valores x e y que
aparecem na janela sdo -4 -3 -2 1 2 3 \4
a solucéo do sistema.

e Assim, o par ordenado (2, 3) do ponto de interseccdo entre as retas é a Unica
2x +y =17

solucado do sistema {3x —y=3

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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ADILSON SECCO

’
Exercicio resolvido

) x+4y =12
R2.Resolver o sistema de equagoes: 15y 1 2y = 24

» Resolugao

x+4y =12 (I
5x + 2y =24 (1)

bro a membro, a equacao (II), temos:

~5% — 20y = —60
{j;{oi 2§= 24

—18y=-36=y=2

Substituindo y por 2 em (II), obtemos x = 4.

Multiplicando a equacao (I) por —5 e adicionando a equagao obtida, mem-

Logo, o conjunto solucao do sistema é S = {(4, 2)}.
\10. Ao identificar as relagdes entre o nimero de meninas e meninos apresentadas no enunciado, os estudantes/colocam em pratica a abstragao, um dos

Observacgoes

* O método da adicdo para
a resolucdo de um sistema
consiste em multiplicar os
membros de uma ou mais
equacgdes por numeros
convenientes e, em segui-
da, adiciona-las membro
a membro.

O conjunto solugdo de um
sistema é formado por
todas as solucées comuns
a todas as equacdes do
sistema.

pilares do pensamento computacional. Para enriquecer a atividade, pedir que descrevam, oralmente, as sentencas que obtiveram e perguntar se havia
alguma informagao que néo era relevante a resolugé@o do problema. Espera-se que eles digam que o fato de os alunos da situagao estarem fazendo uma
prova ndo era relevante, mas apenas quantos sairam e quantos ficaram. Se julgar oportuno, ao finalizar a-atividade, pedir aos alunos que elaborem uma
situacdo-problema de maneira que o sistema linear que a modela seja 0 mesmo que resolveu a atividade.

4 .
Exercicios propostos 3 ;
a=-5¢€ b= >
3 1) e B(1, 2)sao solucoes da equa-

g¢aoy = ax + b. Calcule os valores de a e b.

6. Os pontos A(l

7.5ea-+b =0,entdaoa = 0oub = 0. Encontre a
solugao comum das duas equacoes lineares que
se podem obter de (2x + y)(—x + 3y) = 0.S = {0, 0}}

8. As retas r e s sdo, respectivamente, as repre-
sentacoes graficas das equagdes mx — 2y =2 e

X +ny = 6.
r
-
P_~
-1 2 6 X

m=1,n=6eP[3,i
2

e Determine m, n e as coordenadas de P.

X =y =0 resolugdo no

9. Considere o sistema: {x +y = 2 Guia do professor.

a) Dé trés solucdes para cada equagao.

Registre as respostas em seu caderno.

b) Em um mesmo plano cartesiano, represente
as solucgodes graficas de cada equagao.

c) Identifique a solucdo grafica do sistema.

10. Alguns alunos faziam prova em uma sala. Em

09 dado momento, 5 meninas terminaram e sairam
da sala, ficando o nimero de meninos igual ao
dobro do numero de meninas. Depois de alguns
minutos, 7 meninos terminaram a prova e sairam,
ficando na sala 0 mesmo nimero de meninas e
de meninos. Determine o namero total de alunos
que faziam a prova nessa sala. 26 alunos

11. Misturam-se dois tipos de leite - um com 2%
de gordura, que tem o custo de R$ 2,00 por litro
e outro com 4% de gordura, que tem custo de
R$ 1,25 por litro - para obter, ao todo, 80 litros de
leite com 2,5% de gordura. Quantos litros de leite
de cada tipo sao misturados?

12. Construa um sistema linear com duas equagoes
e duas incégnitas que tenha solugdo. Depois,
escreva uma situacao do cotidiano que se adapte
ao sistema elaborado. resposta pessoal

J

11. Sao misturados 60 { de leite com 2% de gordura e 20 ¢ de leite com 4% de gordura. Ha dados desnecessarios no enunciado; espera-se que os alunos fagcam o

tratamento da informacéo para identificacdo de quais dados podem ser descartados e quais séo relevantes para a resolucdo do problema.

3.2 Classificacao de um sistema linear

Observacao

Um sistema linear é classificado, de acordo com seu nimero de solu¢des, em:

¢ sistema possivel e determinado (SPD) — uma s6 solug¢do;
¢ sistema possivel e indeterminado (SPI) — infinitas solucdes;

¢ sistema impossivel (SI) - nenhuma solucao.

Se um sistema de equagdes
lineares tem mais de uma
solucdo, entdo ele tem infi-
nitas solucoes.

43
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a4

Exercicios resolvidos

R3. Em uma loja de tintas, uma mdaquina mistura latex e corante
conforme o pedido do consumidor. Calcular a quantidade
de litros de latex e de corante para que a maquina, preen-
chendo latas de 20 litros, obtenha latas de:

a) R$ 100,00, sendo o preco do litro de latex R$ 4,00 e o
do litro de corante R$ 8,00;

b) R$ 80,00, sendo o prego do litro de latex R$ 4,00 e o do
litro de corante R$ 4,00;

c) R$ 60,00, sendo o preco do litro de latex R$ 4,00 e o do
litro de corante R$ 4,00.

» Resolucao

a) Representando a quantidade, em litro, de latex e de corante por x e y,
respectivamente, e sabendo que sempre haverd mistura entre eles,
construimos o sistema:

+y =20
sl={x Y

4X+8y:100,comx>0ey>0

Y+ rns={p}=SPD
Resolvendo S;, obtemos x = 15ey = 5.
Logo, o conjunto solucao é S = {(15, 5)}, isto &, S, tem apenas uma solugao,
constituindo um sistema possivel e determinado (SPD).

Representando graficamente o sistema, obtemos segmentos de reta,
contidos nas retas r e s, conforme mostra a figura ao lado.

b) Nesse caso, construimos o sistema:

:{x+y=20

4X+4y280,comx>0ey>0

2

A segunda equacédo é, em ambos os membros, o quadruplo da primeira
equacao, representando, assim, a mesma informacao. Algumas das infi-
nitas solugoes de S, sao (1, 19), (2, 18), (3, 17) e (5,3; 14,7). Note que essas
solucgodes sao do tipo (20 — o, o), com 0 < & < 20 (a0 € R).

Logo,S={(20 —0,0) loa ER e 0 < o< 20} e S, é um sistema possivel e
indeterminado (SPI).

Representando graficamente o sistema, obtemos segmentos de reta, con-
tidos nas retas r e s, conforme mostra a figura abaixo.

y rns=r=s=SPl

[ 2\6 X
Note que os graficos que representam as duas equagoes sao segmentos de
reta contidos em retas coincidentes e apresentam infinitos pontos em comum.

c) Para essa situacao, construimos o sistema:

_{x+y—20

4X+4y:60,comx>0ey>0

3

Resolvendo S,, temos:

43— 45 = 80
45 + 4y = 60

0x + 0y = —20= 0 = —20 (sentenga falsa)

BALEIN/SHUTTERSTOCK
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Nao hé valores para x e y que tornem a sentenca verdadeira. Portanto,
S = Je S, é um sistema impossivel (SI).

Representando graficamente o sistema, obtemos segmentos de reta,
contidos nas retas r e s, conforme mostra a figura abaixo.

yT rNns=g=S5l
20

15 r
20
—
15 X
Note que os graficos que representam as duas equagoes sao segmentos de
reta contidos em retas paralelas distintas e ndo possuem pontos em comum.

R4.Balancear a seguinte equacao quimica pelo método algébrico:

Fe,O, +CO — FeO +CO,

» Resolucao

Para balancear a equacgao, o niumero de dtomos dos reagentes (primeiro
membro da equacao) deve ser igual ao nimero de atomos dos produtos
obtidos (segundo membro da equagao).

Assim, atribuimos as incégnitas a, b, c e d para as substéancias:
a Fe;0, + b CO - cFeO + d CO,

Agora, montamos o sistema de equagoes lineares:

Ferro:
No primeiro membro, temos 3 d&tomos de Fe para a incégnita a.
No segundo membro, temos 1 dtomo de Fe para a incégnita c.
Com esses dados, construimos a primeira equacgao do sistema:
3a=c
Oxigénio:
No primeiro membro, temos 4 d&tomos de oxigénio para a incégnita a e
1 atomo de oxigénio para a incégnita b.
No segundo membro, temos 1 &tomo de oxigénio para a incégnita c e
2 atomos de oxigénio para a incégnita d.
Com esses dados, construimos a segunda equacao do sistema:
4a+b=c+2d
Carbono:
No primeiro membro, temos 1 &tomo de carbono para a incégnita b.
No segundo membro, temos 1 d&tomo de carbono para a incégnita d.
Com esses dados, temos a terceira equacao do sistema:
b=d
Logo, obtemos:

3a=c(I)

4a+b=c+2d(II)

b=d (III)
Na equacao (II), vamos substituir ¢ por 3a e b por d. Assim, temos:
4da+d=3a+2d=a=d
Disso decorre quea =b =d e 3a =c.
O sistema é possivel e indeterminado, pois temos trés equagoes e quatro
incégnitas e admite, trivialmente, a solugdo em que os valores de a, b, ¢
e d sao todos nulos. Fazendo d = o, temos a solucao geral S = (o, o, 3a,
0) do sistema. Precisamos dos menores valores inteiros e positivos para
balancear a equacao. Assim, fazemos o. = 1 e obtemos a solugao (1, 1, 3, 1).
Agora, substituimos as incégnitas pelos valores obtidos:

1 Fe,0, + 1 CO — 3 FeO + 1 CO,
Portanto, a equagao balanceada é:
Fe,O, + CO —» 3 FeO + CO,

ADILSON SECCO

No exercicio R4, o desenvolvimento da
habilidade EM13CNT101 da BNCC,
de Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias, é favorecido ao propor

o balanceamento de uma equagao
quimica pelo metédo algébrico.

(‘ ) Pensamento ]
computacional

N
Abstracao
Ao analisar um problema
para determinar quais
informacoes sao relevan-
tes e estdo diretamente
relacionadas a resolu¢ado
desse problema, prati-
ca-se um dos pilares do
pensamento computa-
cional: a abstracao.
 Quais sdo as informagdes
relevantes para montar
o sistema linear que re-
solve o balanceamento
da equacao quimica
apresentada no exercicio
R4? Cite uma informa-
¢do que nao interfere
na resolucdo.

As informagbes importantes sdo

a quantidade de atomos de cada
elemento quimico e os coeficientes
de cada reagente. Uma informagéo
que nao interfere no balanceamento é
o nome de cada elemento quimico.
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No exercicio proposto 16, o
desenvolvimento da habilidade
EM13CNT101 da BNCC, de
Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias, é favorecido ao propor
o balanceamento de uma equacgéao
quimica pelo metédo algébrico.

Nao. Porque, pelo

menos, sempre ha

R a solugéo trivial ou
Reflita | infinitas solugdes.

Existe algum sistema linear
homogéneo que néo tenha,
pelo menos, uma solucéo?
Por qué?

46

(W )
Exercicios propostos

13. Classifique os sistemas em SPD, SPI ou SI.
xX—-y=3
a)&x+3y:6 SPD

x—y=3
b) {2x ~2y=6 °F

x—-y=3
diy+w=9$

x=3+
d) {y —x 7); SPI
x =2
14. Calcule k tal que o sistema <x + 2y = 8 seja:
3x =2y +kz=0

a) possivel e indeterminado; k=0
b) possivel e determinado. k = 0

6x+3y=a
4X+2y=5 a)sim,a= ﬁ;sz{( 5_2“,o<)lo< em}

15. Considere o sistema: {
2 4
a) Existe algum valor de a que torne o sistema possivel e indeterminado?
Caso exista, resolva o sistema para o valor encontrado.

b) Existe algum valor de a que torne o sistema possivel e determinado?
Caso exista, resolva o sistema para o valor encontrado. nao

16. Use o método algébrico para fazer o balanceamento da equagao quimica
a seguir. 2 H, + 0, » 2 H,0

H, + 0, - H,0

17. Reescreva o sistema do exercicio 15 com um valor para a, de modo que o
sistema seja impossivel. resposta pessoal

g J

3.3 Sistemas lineares homogéneos

Quando todos os termos independentes de um sistema linear sdo nulos, o sistema
é denominado homogéneo.

Exemplos

X+y+2z=0
a) ix+2y +2z=0
X+3y+z=0

b) 4x -6y +z—t=0
Ox+3y—z+5t=0

-x+8y=0
) 2x —4y =0
7x —2z=0

Todo sistema linear homogéneo com n incégnitas admite a énupla (0, 0, ..., 0) como
solucdo. Essa solu¢do é chamada de solucao nula, trivial ou imprépria.

Qualquer solucao diferente de (0, 0, ..., 0) para um sistema homogéneo é chamada
de nao nula, nao trivial ou prépria.
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(W )
Exercicio resolvido

3x+4y —-7z=c+a
R5.Determinar a, b e ¢ para que o sistema {—2x +y + 2z =1 — ¢ de incég-

nitas x, y e z seja homogéneo. x-y+tz=a-b

» Resolucdo
cta=0=a=—c

O sistema é homogéneose:{1-c=0=c=1
a-b=0=a=b

Comoc=1ea=—c,temosa=—1.E,comoa = b, temosb = —1.

Logo, para que o sistema seja homogéneo, devemos tera = —1,b = -1
ec=1

& J

(@ )
Exercicios propostos

18. Calcule m e n para que os sistemas abaixo, de incégnitas x e y, tenham a
mesma solugdo.m=1en=3
X +2y=5 o 3x —y=m
3y =6 X+y=n

19. Dado o sistema homogéneo de incégnitas x, y e z, determine a,b e c.
a=2,b=-3ec=—4
xty+z=a-2

Xx+2y+3z=2a+c
Xx—y+2z=a+2b-c

\ J

3.4 Matrizes associadas a um sistema

Todo sistema linear pode ser associado a matrizes cujos elementos sao os coeficientes
das equacbes que formam o sistema.

Exemplos
a) Vamos considerar o sistema: ¥+ A
2x — 7y =3

e Chamamos de matriz associada incompleta a matriz ( 3 2 ), formada apenas

2 -7
pelos coeficientes das incognitas.

3 2 5
2 -7 -3
coeficientes das incdgnitas e pelos termos independentes.

e Chamamos de matriz associada completa a matriz ( j formada pelos

X+2y—-—z=8
b) Para o sistema {2x + 3y + 5z = 10, definimos:

X —y=—
T 2 -1 1 2 -1 8
2 3 5 2 3 5 10

-1 -1 0 -1 -1 0 -5

matriz associada matriz associada

incompleta completa

Quando uma das incdégnitas do sistema ndo aparece em alguma das equacoes,
seu coeficiente é nulo.

O desenvolvimento da competéncia
especifica 4 da BNCC é favorecido
nesse tépico uma vez que os alunos
deverdo trabalhar diferentes registros
de representagdo matematica de um
sistema de equacdes lineares.
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Representacao matricial de um sistema

Aplicando a definicdo de multiplicagdo de matrizes e o conceito de matriz in-
completa associada a um sistema, é possivel representar um sistema em forma de
equacgao matricial.

Exemplos

. +3y =
a) Sistema: {X 3y =17

7x — 4y =—1

- . 1 3 X 7
Representacdo matricial: . =
7 —4 y —1

Podemos verificar essa representacdo matricial efetuando a multiplicacdo de matrizes:

6

1 3 X 5 Ix+3y=7
y
7 —4 X - 7x =4y = —1
y
. x=-2y+z=3
b) Sistema: {x t27—1
) (v =2 2] (3
Representacdo matricial: -ly|=
1 0 2 < 1

Podemos verificar essa representacdo matricial efetuando a multiplicacdo de matrizes:
X
1 =2 1}, yl= 3
1 0 2 1
z

- Ix—2y+1z=3

—_
|
N
=
<

- Ix+0y+2z=1

=
o
N
N <

I 4 )
Exercicio resolvido

R6. Resolver o sistema linear associado a equagao matricial:
2 -1 (xy_(0
3 1 y) |5
» Resolucao

2x -y =0

O sistema correspondente a equacao é:
p quag {3x +y=5

Pelo método da adicao, obtemos 5x = 5. Assim,x = ley = 2.

Logo, o conjunto solugdo do sistema é S = {(1, 2)}.
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3x -2y +2z=4 2x -3y =2

21.3){x+2y+52:71 b 2x +7y =—1
xX+y=5

(@
Exercicios propostos

20. Escreva a matriz incompleta N e a matriz completa
M para cada um dos sistemas.

3x—y+tz=7
a) {x +2z =10
Xx+y+z=3
21. Dadas as matrizes completas, escreva os sistemas
associados a elas.

—-2x +3y =5
b) {x+y22=2

1 2 5 -1 27 -
a) b)| 2 -3 2
3 -2 2 4 L1 .

22. Escreva o sistema correspondente a:

X
a) 32 -1], y|= 2 {3x+2y—z:2
5 4 -3 5 5x + 4y —3z=5

z
2 30 X “2) oy -2
b)| 1 -4 7 y|=| O|{x—4y+7z=0
5 0 -6 z 3 5x —6z=3

23. Verifique se (%, %) é solucdo da equacdo matricial:

HEINEREE

~
Registre as respostas em seu caderno.

24. Determine quais dos ternos ordenados sao solu-
coOes do sistema linear: alternativas b, ¢, d

1236

25. Elabore um sistema de equacdes lineares com
trés equacoes e trés incégnitas. Escreva a equacao
matricial associada a esse sistema. resposta pessoal

26. Escreva o sistema associado a cada equacao
matricial. Em seguida, resolva-o.

11 x| | 10 x+y=10 _
o 1] YJ_[ 8 j i

111 X 6) [x+y+z-6
b)| 011 y = AR
001 , 3| Ss=(1.23)

O Escalonamento de sistemas lineares

4.1 Sistemas lineares equivalentes

3 -1 1
20.a) N=|1 0 2
111

pN=[23 0)gpy_[23 5
11 -2 11 -2 2

Dois sistemas lineares sdo equivalentes quando tém o mesmo conjunto solucdo.

Indica-se que o sistema S, é equivalente ao sistema S, por: S, ~ S,

Exemplo
Sejam os sistemas:

=+ =
51:{2x W =7

s — 3x +y=9
X+y=5 2

7x —3y =5
Resolvendo o sistema S,, temos:

2x + y =7 2x + y=17
{ xX—y=5 - {—x— =-5

xX=2

Como x = 2, obtemos y = 3.
Logo, o conjunto solucdo de S, é S = {(2, 3)}.
Resolvendo o sistema S,, temos:

3x — y=9 9 + 3y =27
{7x—3y—5 = {7x—3«y/—5
16x =32 = x=2

Como x = 2, obtemos y = 3.
Logo, o conjunto solucdo de S, é S = {(2, 3)}.

Como os dois sistemas tém a mesma solucao, eles sdo equivalentes.
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Reflita -

e Resolva o sistema:
g X~ 2y=—14
' ]2x -3y = -3

e Siga os passos para obter
um novo sistema, que cha-
maremos de S,.

a) Mantenha uma das
equacdes de S,.

» Resolucao

b) Multiplique por um
numero real ndo nulo
a equacao que foi
mantida.

c) Adicione a equacédo
obtida em b a outra
equacao de S,.

d) A equacdo obtida
em c serd a segunda
equacao de S.,.

e Verifique que S, ~ S..

Resolvendo pelo método da adicéo,
obtemos:

J,% +4y =8
=>y=5ex=6
lex—3y=-3
Logo, S = {(6, 5)}.
¢ Resposta possivel:

Multiplicando a primeira equagéo de
S, por —1 e adicionando a segunda,

Exercicio resolvido

R7. Verificar se os sistemas sdo equivalentes.<2x +y +2z =4 e<2x —3y —6z =4

Resolvendo cada um os sistemas, temos:
x+y+2z=2

o 2x +y+2z=4
3x +2y +4z=6

M

(I

(I

Da equagao (I), temos: x =2 —y — 2z

Substituindo na equacao (II), temos:

20—y —22)+y+2z2=4=2y - 2z2=0=>y = -2z
Substituindo em x = 2 — y — 2z, temos:
X=2-(-2z) - 2z=x=2

Substituindo x = 2 e y = —2z na equacao (III), temos:
3:2+2(-22)+4z=6=0z=0

A equacado 0z = 0 admite solugdo z = o, sendo o real.
Substituindo em y = —2z, temos: y = —2a.

Logo, o conjunto solucdo é S = {(2, — 2a, o) | o€ R}.
M

(1D

(11

Da equacao (I), temos: x =2 + y + 2z

Substituindo na equacao (II), temos:
22-y—2z)+3y—6z=4=>y-2z2=0=y = -2z
Substituindo em x = 2 + y + 2z, temos:
X=2-22+22=x=2

Substituindo x =2 e y = —2z na equacao (III), temos:
2+2(-22)+4z=2=0z=0

A equacao 0z = 0 admite solugdo z = o, sendo o real.

xX—y—2z=2
o 2x —3y—6z=4
x+2y+4z=2

~

x+y+2z=2 XxX—y—2z=2

3x +2y +4z=6 x+2y+t4z=2

obtemos: Substituindo emy = —2z, temos: y = —2o
{;{‘ jg; :fs Logo, o conjunto solucdo é S = {(2, — 20, o) | o€ R}.
Tx—y=1 Como os dois sistemas tém a mesma solugao, eles sdo equivalentes.
*Szz{xﬂy:*‘l Y Yy,
x—y=1
(W ™

Exercicios propostos

27. Determine a e b de modo que sejam equivalentes
0s sistemas: a=0eb = 1
_jx—-y=0 Siax—#by:l
T x+y=2 2 lbx—ay=1
28. Calcule m e n tal que as equagoes matriciais re-
presentem sistemas lineares equivalentes.
2 5] [x|_[9](m 5).[x|_[0
3 -2 y 4 4 —n y 5
m=23 en=3

29. Nos sistemas possiveis e determinados S;, S, e S,
a seguir, observe que:
e asegunda equacgao de S, foi obtida pela adicao
da segunda equacao de S, com a primeira equa-
cao de S; multiplicada por 2 (E =B + 2 - A);
e a terceira equacao de S, foi obtida pela adicao
da terceira equacao de S, com a primeira equa-
¢ao de S; multiplicada por 3 (F = C + 3+ A);

Registre as respostas em seu caderno.

e a terceira equacgao de S, foi obtida pela adigao
da terceira equagao de S, com a segunda equa-
¢ao de S, multiplicada por4 (I =F + 4 - E).

vy — _ — O objetivo
X 2)’ z 1 (A)deste
S, =42x +5y +4z=-2 B) exercicio é
3x + 2}7 + z=3 (C)fazercom
que os alunos
comecem a
—x-2y—z=1 (D) se familiarizar
— — com a forma
Sy = y+2z=0 (E) escalonada
—4y — 2z =6 (F) dos sistemas.
Esse
iy — _ — assunto sera
X 2y z 1 (G)abordado
S; = y+2z=0 (H)no proximo
6z =6 (I) topico.

Determine a solucao de S; e verifique se ela tam-
bém é solugdo de S, e de S,, isto §é, verifique se S,

S, e S; sao sistemas equivalentes. 2, -2, 1); sim

J

¢ Resolvendo pelo método da adi¢do, obtemos:

x-2y=-4_ [-x+2y=4 _ _
50 {xfy=1 = x—y =1 =>y=5ex=6

Assim, S = {(6, 5)}.
Portanto, S; ~ S..
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4.2 Sistema escalonado

Para resolver e classificar sistemas lineares, podemos recorrer ao processo do esca-
lonamento, ou método da elimina¢do de Gauss-Jordan.

Antes de estudar o método, veremos o que sdo sistemas escalonados e o modo de
resolvé-los e classifica-los.

Um sistema em que todas as equacdes apresentam as incognitas na mesma ordem
é dito escalonado quando, de cada equacdo para a seguinte, aumenta a quanti-
dade de coeficientes nulos antes do primeiro coeficiente ndo nulo.

Exemplos
2X— y+z=2 2x— y+3z=17
+ y+2z-3t=
a)\0x +2y—z=3 b) 10x + 3y + 22 =5 c){0§+oy+§§+3:—;
0x +0y +2z=5 0x + 0y + 0z =0 y
(o )

Exercicio resolvido
R8. Resolver e classificar os sistemas lineares a seguir.

2x -y +z=2 X+6y—3z=5

x+2y— z=4
a) 2y —z =3 b){ 2;—62=0 C) y —3z =38
z =5 0z =2

» Resolugao
a) Como o sistema ja estd escalonado, temos z = 5.
Substituindo z por 5 na segunda equacao, obtemos:

2y -5=3=y=4
Substituindo z por 5 e y por 4 na primeira equagao, obtemaos:

H—4+5=2¢x=%

1

Logo, hd uma sé solugao (f’ 4, 5).

Portanto, o sistema é possivel e determinado (SPD).

X+2y— z=4

b) O sistema { 2y — 62 =0 possui duas equacdes e trés incdgnitas.

Se o sistema admite solu¢ao com z = ¢, sendo o real, temos:
x+2y— a=4
2y —6a =0
Resolvendo esse novo sistema, encontramos y = 3o.e x = 4 — 5o
Atribuindo valores reais a o, obtemos solucdes do sistema. Por exemplo,
fazendo oo = —6, obtemos o terno (34, —18, —6), que satisfaz o sistema.
Como o é um numero real qualquer, o sistema tem infinitas solucgoes,
ou seja, € um sistema possivel e indeterminado (SPI).
Portanto, a solugao do sistema sera do tipo (4 — 5o, 30, ), em que o € real.
X +6y —3z=5
c) Na equagdo 0z = 2, do sistema y — 3z = 8, ndo ha valores para z
0z =2
que tornem a igualdade verdadeira, pois toda multiplicacao por zero
resulta em zero. Sem solucao, o sistema é impossivel (SI).

Observacao

Quando um sistema admi-
te infinitas solucdes (SPI),
chamamos a variavel que
assume o valor «, real, de
variavel livre. No item b, z
é a variavel livre.

Ha sistemas com mais de
uma variavel livre.
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Observacao

Se todos os termos de uma
equacao linear forem multi-
plicados por um mesmo nu-
mero nao nulo, a solucdo da
equacao ndo sera alterada.

4.3 O processo do escalonamento

Para escalonar um sistema linear, escrevemos sistemas equivalentes a ele, adotando,
quantas vezes for necessario, total ou parcialmente, o seguinte procedimento:
[) invertemos a ordem das equagdes;
II) multiplicamos ambos os membros de uma equacédo por um mesmo nimero, real
e ndo nulo;

1) substituimos uma equac¢do pela adi¢do dela com outra multiplicada por um
numero real ndo nulo.

Exemplos
X—2y—z=3
a) Para escalonar o sistema <2x — 3y — 3z = 5, adotamos os seguintes passos:
3x —y —5z=10

1°) Anulamos os coeficientes da 12 incognita da 22 e da 32 equacoes.

Adicionamos, membro a membro, Adicionamos, membro a mem- Substituindo a 2% e a 3% equacdes
a 1% equagao multiplicada por —2 bro, a 1 equagdo multiplicada pelas novas equagdes, temos:
com a 2% equacgdo, gerando uma por —3 com a 3? equacéo,
nova 22 equacao: gerando uma nova 32 equacao: xX—2y -z =3
-z =-1
—2X +4y +2z=-6 —3x +6y +3z =-9 yf _
5y —2z=1
2x —3y —3z=5 3— y—5z=10
y—z=-1 S5y —2z =1

52

2°) Para anular o coeficiente da incégnita y da nova 32 equacdo, multiplicamos
a nova 2% equagdo por —5 e adicionamos o produto obtido com a nova

3% equacao:
-5y +5z =5
57 —2z =1
3z=6

39 Apods substituir a 32 equagao pela soma obtida, temos um sistema escalonado
equivalente ao sistema original:

X—2y—z=3
y—z=-1
3z=6

Agora, podemos obter a solucado do sistema:

¢ Da 3% equacdo, obtemos z = 2.

e Substituindo z por 2 na 2% equacdo, obtemos y = 1.

e Substituindo z por 2 e y por 1 na 1? equacdo, obtemos x = 7.
Portanto, o conjunto solucdo do sistema é S = {(7, 1, 2)}.

3x —y+z=5
b) Para escalonar o sistema {x + y —2z = 3 , adotamos os seguintes passos:
2x +3y —z=17

1°) Como 1% equacdo, escolhemos aquela cuja 1% incégnita tenha coeficiente
ndo nulo e, se possivel, igual a 1 ou a —1, o que simplifica o processo. Assim,
invertemos a posi¢do da 1% e da 22 equagao:
x+ y—2z=3 (2%equagdo no sistema original)
3x— y+ z=5 (1% equacdo no sistema original)
2x+ 3y — z=7 (3% equagdo no sistema original)
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2°%) Anulamos os coeficientes da 1% incégnita da 2% e da 3% equacdes.

Adicionamos, membro a membro,
a 1% equacao multiplicada por —3
com a 2% equagéo, gerando uma

Adicionamos, membro a mem-
bro, a 12 equacado multiplicada
por —2 com a 3? equacao,

Substituindo a 2° e a 3% equacdes
pelas novas equacgdes, temos:

nova 2% equagao: gerando uma nova 32 equacao: xty—-2z=3
-4y +7z =—4
—3x—-3y+6z2=-9 —2X—2y +4z =— 3 1
3K -y +z =5 2K +3y— z=17 y
-4y +7z =—-4 y+3z =1

3% No sistema obtido, invertemos a posicdo entre a 2% e a 3% equacdes:

xX+ty—2z= 3
y+ 3z= 1 (3%equacdo no sistema anterior)
-4y +7z=— (22 equagao no sistema anterior)

4°) Para anular o coeficiente da incognita y da nova 32 equacao, multiplicamos a
nova 22 equagao por 4 e adicionamos o produto obtido com a nova 3% equagéao:

4y +12z = 4
4y + 7z =-4
19z= 0

5°) Ap0s substituir a 32 equacdo pela soma obtida, temos um sistema escalonado
equivalente ao sistema original:

X+y—2z =3
y+3z =1
19z =0

A resolucdo do sistema fica, entdo, facilitada:

e Da 3% equacdo, obtemos z = 0.

e Substituindo z por 0 na 2% equacdo, obtemos y = 1.

e Substituindo z por 0 e y por 1 na 1? equacdo, obtemos x = 2.

Portanto, o conjunto solucdo do sistema é S = {(2, 1, 0)}.
3x +2y +2z=-1

¢) Para escalonar o sistema <2x —y —z =-3 , adotamos os seguintes passos:

X+ty+z=0

1°) Invertemos a ordem das equacdes: passamos a 3% equac¢do para o lugar da
1? equacao e vice-versa, o que simplifica o processo, conforme foi visto no
exemplo b.

x+ y+ z= 0
2x— y— z=-3
3x +2y +2z =—

(32 equacao do sistema original)
(22 equagdo do sistema original)
(1% equagao do sistema original)

2°) Anulamos os coeficientes da 1% incégnita nas demais equacgdes.

Adicionamos, membro a membro,
a 1% equacao multiplicada por —2
com a 2% equagao, gerando uma
nova 2¢ equagao:
—2£—2y—2z= 0
2%x— y— z=-3
—3y—3z=-3

Adicionamos, membro a membro,
a 1% equacgao multiplicada por —3
com a 3% equacgdo, gerando uma
nova 3% equacao:
—3%—3y—3z= 0
3K+ 2y +2z= -1
-y - z=-1

Substituindo a 22 e a 3% equacdes
pelas novas equagdes, temos:
X+y+z=0
—3y—3z=-3
—y—z=-1

3°%) Para anular o coeficiente da incdgnita y da 32 equacdo no sistema obtido,

dividindo a 22 equacdo por —3 e adicionando, membro a membro, a nova
2% equagdo com a 3% equacdo, podemos escrever:

x+y+z=0

y+z= 1 e y+z=1

x+y+z=0

—y—z=- 0z=0

Este ultimo é um sistema escalonado equivalente ao sistema original.
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Reforcar com os estudantes que
a decomposicao, um dos pilares
do pensamento computacional,

é aplicada ao escalonarmos um

A equacdo 0z = 0 admite a solu¢do z = 0, em que o. € um nUmero real.
Admitindo a solucdo z = ¢, sendo o real, obtemos o seguinte sistema:

sistema linear, pois a resolug@o do X+ty+o= 0

sistema se da em funcgao de suas y+o= 1

partes (cada uma das equacdes) de

modo que, ao encontrar a solugéo .

de cada uma delas, encontra-se Resolvendo esse novo sistema, encontramosy =1 - aex = —1.

a solucdo que satisfaz o sistema
como um todo. Além disso, o proprio
escalonamento é um padrdo de
resolucdo de sistemas lineares,
portanto, pode-se citar que o
reconhecimento de padrées também
se faz presente.

Atribuindo valores reais a o, obtemos solu¢des do sistema. Por exemplo,
fazendo o = 3, obtemos o terno (—1, —2, 3), que satisfaz o sistema.

Como o representa um numero real qualquer, o sistema tem infinitas solu-
¢oes, ou seja, é um sistema possivel e indeterminado (SPI). Entdo, a solucdo

do sistema é do tipo (—1, 1

— 0, 0), em que o é um numero real.

Portanto, S = {(—1, 1-0o, o)ae IR} é o conjunto solucdo do sistema.

(@ )
Exercicio resolvido
XxX—2y+z=3
R9. Escalonar e resolver o sistema: | ¥ — 6y + 82 =16
4x — 7y + 6z =15
» Resolucao
Multiplicamos a 12 equacdo por —4 e a | Dividimos a 22 equagéo por 2: Multiplicamos a 2® equagao
adicionamos a 2% gerando uma nova por —1 e a adicionamos a 3%,
22 equacao. Multiplicamos a x—-2y+ z=3 gerando uma nova 32 equacao:
12 equacdo por —4 e a adicionamos y+2z=2 oy -3
a 3%, gerando uma nova 3* equagao: y+2z=3 D 4 z=
5 3 y+2z=2
— + =
N i 0z =1
2y +4z=4
y+2z=3
A nova 3% equacao nao admite solucao.
Logo, o sistema é impossivel (SI) e, portanto, S = &.
- J
32. a)S={2,3} «¢)S={8 —1)
b)S={B, -1} d)S={-1,-3)}

. d )
ExerdffiO® prastos
30. Elabore um sistema de equagdes escalonado | 32.Escalone e resolva os sistemas a seguir.

com trés equacoes e trés incognitas e peca a um X+y=5 4x — 2y =34
colega que o resolva. Vocé também deve resolver a) 2x-y=1 < Vx + 6y =2
o sistema escalonado elaborado pelo seu colega.
resposta pessoal 2x +2y =4 x+ty=-4
31. Resolva e classifique os sistemas escalonados. X—-3y=6 d) 13, 2y =3
—3x + 5y = —-11 33. Escalone, resolva e classifique os sistemas.
a) 9y — —2 S = {(2, —1)}; SPD
Y = xty=4 x+y+z=1
3x-y+z=3 a){x-—y=-2 d2x+y+2z=0
b) y_z:oS:{“!“'“)'“E‘R}?SP' 5x +2y =11 X+2y+2z=1
X+}7*Z:2 2X+y=3 e){—x+2y—z=—2
_ [ 2xXxX+y+z=1
Q) | “2y+z=35-(8 -2 -1;sPD b) | x+2y=-3 Xty +z=13
-4z =4 x-y=1 x+y+z=4
— f 5x +2y +z =3
X+2y— z=-2 xty+z=0 ) b
d) y+3z-1 S = {(7o.— 4,1 — 3a, o)| & € R}; SPI €) 12x +3y +3z=3 6x +3y +2z =7
3x +4y + 4z =4
N _J
33. a)S={(1,3)}5SPD ¢)S=g;sl
54 b)S = @; SI d)S={1,2-25SPD e S= {(@ Q*T‘x,a)m e \R}; SPl f)S= {(% %, (x]|a e \R};SPI

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
ADILSON SECCO

ercicios complementares

Registre as respostas em seu caderno.

Essa secao favorece o desenvolvimento da habilidade EM13MAT301 e das competéncias especificas 3 e 4 da BNCC,
pois os alunos deverdo resolver problemas que envolvam equacdes lineares simultaneas usando técnicas algébricas e

gréficas, empregando diferentes registros de representacao.
Aplicacao

1. Determine o valor da constante k € R de modo que
(2, k) seja solucao da equacdo 3kx — ky + 40 = 0, de
incégnitas x e y. 10ou —4

2. (Unicamp-SP) O IBGE contratou um certo nimero de
entrevistadores para realizar o recenseamento em
uma cidade. Se cada um deles recenseasse 100 resi-
déncias, 60 delas ndo seriam visitadas. Como, no
entanto, todas as residéncias foram visitadas e cada
recenseador visitou 102, quantas residéncias tem
a cidade? 3.060 residéncias

3. Determine o valor de m, € R, de modo que (2m, —m)
seja solucao do sistema:
2X =Y =75 e incégnitas x e y. 1
3mx —y =5’ & y:
4. Em determinada regiao da cidade, existem trés dele-
gacias de policia (A, B e C). O raio de atuagdo de cada
delegacia varia de acordo com sua quantidade de
funcionérios (conforme mostra a figura).

oC

Ae B

A distancia entre as delegacias A e B é 18 km, entre
AeCé16 km e entre Be C é 12 km. Determine o
raio de atendimento de cada delegacia, admitindo
que as circunferéncias sejam tangentes entre si.
rpa=11km,rg =7kmerg=5km
5. Dadas as equagoesy = 2x — 6ey = 2x — 4:
a) represente, em um mesmo sistema de coorde-

nadas, as funcoes dadas por essas expressoes;
y , . Verresolugég no Guia do, professor.
b) interprete os graficos construidos no item a e

dé o conjunto solucao do sistema formado pelas
equacoes. S =9

6. (Mackenzie-SP) Um supermercado vende trés mar-
cas diferentes, A, B e C, de sabao em pé embalados
em caixas de 1 kg. O preco da marca A é igual a
metade da soma dos precos das marcas B e C. Se um
cliente paga R$ 14,00 pela compra de dois pacotes do
sabao A, mais um pacote do sabdo B e mais um
do sabao C, o preco que ele pagaria por trés paco-
tes do sabao A seria: alternativa b
a) R$ 12,00
b) R$ 10,50
) R$ 13,40
d) R$ 11,50
€) R$ 13,00

8. O sistema linear {

7. Determine k € R de modo que o sistema abaixo

tenha soluc¢do tnica. 9

6x +2y =4
3x +5y =6
kx +2y =5

(A+1)x+y=0

X +2y =3 , de incégnitas x

ey, admite solugdo (x, 0). Determine o valor de _7u1

9. (Fuvest-SP) Um caminhao transporta macas, peras e

laranjas, num total de 10.000 frutas. As frutas estao
condicionadas em caixas (cada caixa s6 contém um
tipo de fruta), sendo que cada caixa de magas, peras
e laranjas tem, respectivamente, 50 macas, 60 peras e
100 laranjas e custa, respectivamente, 20, 40 e 10 reais.
Se a carga do caminhao tem 140 caixas e custa
3.300 reais, calcule quantas magas, peras e laranjas

estdo sendo transportadas. 2000 macas, 3.000 peras
e 5.000 laranjas

10. Classifique os sistemas lineares abaixo e determine

o correspondente conjunto solucao.

4 1
+ 5y = Zy =
a) >2<X _Sgy _35 b) x+2y 2
- 34 1 2X+y:4
SPD; S =4[22 L
{(13 13)} SPI; S = {(o, 4 — 20) | o € R}

(Fuvest-SP) Durante uma viagem, choveu 5 vezes.
A chuva caia pela manha ou a tarde, nunca o dia
todo. Houve 6 manhas e 3 tardes sem chuva. Quantos
dias durou a viagem? alternativa b

a) 6 b) 7 c) 8 d)o9 e) 10

(UFJF-MG) A tabela abaixo fornece a quantidade de
proteina, carboidrato e gordura, contida em cada
grama dos alimentos A, B, C e D.

Almentos | Uidades de Urdadesde | Unidadesde
A 4 4 2
B 6 1 3
C 6 2 3
D 2 3 1

Um nutricionista deseja preparar uma refei¢ao, com-
posta somente por esses alimentos, que contenha
exatamente 50 unidades de proteinas, 21 unidades de
carboidrato e 24 unidades de gordura. Entdo, quanto
as maneiras de se combinarem quantidades desses
quatro alimentos, em numeros inteiros de gramas,
para compor tal refeicao, é correto afirmar que:

~ . . alternativa a
a) ndo existe tal maneira.

b) existe uma Unica maneira.

) existem exatamente duas maneiras.
d) existem exatamente trés maneiras.

e) existem infinitas maneiras.

Nesse bloco de exercicios os estudantes vao se deparar com situagdes a partir das quais devem montar sistemas lineares e, para isso, precisam extrair
informagdes relevantes, colocando em pratica habilidades de um dos pilares do pensamento computacional: a abstragao. Se julgar oportuno, para 55

enriquecer a segdo, solicitar aos estudantes que, a partir do sistema do exercicio 2, criem outra situagéo cuja abstragdo resulte no mesmo sistema linear.



Exercicios complementares

13. (Enem) A expressao “Férmula de Young” é utilizada
para calcular a dose infantil de um medicamento,
dada a dose do adulto:

idade da crianga (em ano)

dose da crianga = [ J - dose do adulto

idade da crianga (em ano) + 12

Uma enfermeira deve administrar um medicamen-
to X a uma crianga inconsciente, cuja dosagem
de adulto é de 60 mg. A enfermeira ndo consegue
descobrir onde estd registrada a idade da crianga no
prontudrio, mas identifica que algumas horas antes
foi administrada a ela uma dose de 14 mg de um
medicamento Y, cuja dosagem de adulto é 42 mg.
Sabe-se que a dose da medicacgao Y administrada
a criancga estava correta.

Entdo, a enfermeira deverd ministrar uma dosagem

do medicamento X, em miligramas, igual a:
alternativa b

a) 15

b) 20

c) 30

d) 36

e) 40

14. Resolva o sistema abaixo.

3x +2y =12z =0
x—y+z=0
2x =3y +5z=0

S = {(2a, 30, 0) a0 ER}

x+2y+3z=1
15. (Unipar-PR) Sobre o sistema linear {2x+4y+6z=2
é correto afirmar que é: aternativac  [3X+6y+9z=4

a) possivel e determinado.
b) possivel e indeterminado.
c) impossivel.

d) homogéneo.

e) inclassificavel.

16. Resolva os sistemas lineares a seguir.

[1 20 x 1

a)| 0 3 3 y =] -1 s:{(s,—z,%)}
0 -1 0 . 2
1 1 1 1 u 6

Bo o Y= Y scernew
0 0 -1 1 y 1 1.2,
0 0 0 -1 2 -3
1 2 1 a 10

|1 1 -1 | b |=|-1]s={15)
2 -3 2 13
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17. a) Sendo x a quantidade de amendoim, y a quantidade de castanha de caju e z a quantidade

e e R (1M de castanha-do-para, |5x + 20y + 16z = 575

todas em quilograma: 2x + 2y + 2z =1
x—3y+z=0

17. (Unicamp-SP) Uma empresa deve enlatar uma mis-
tura de amendoim, castanha de caju e castanha-
-do-para. Sabe-se que o quilo do amendoim custa
R$ 5,00, o quilo da castanha de caju, R$ 20,00, e o
quilo da castanha-do-pard, R$ 16,00. Cada lata deve
conter meio quilo da mistura, e o custo total dos
ingredientes de cada lata deve ser R$ 5,75.

Além disso, a quantidade de castanha de caju em
cada lata deve ser igual a um terco da soma das
quantidades das outras duas.

a) Escreva o sistema linear que representa a situa-
cao descrita.

b) Resolva o referido sistema e determine as quan-

tidades, em grama, de cada ingrediente por lata.
amendoim: 250 g; castanha de caju: 125 g; castanha-do-para: 125 g

18. Resolva, por escalonamento, o sistema linear a seguir.

2Xx+3y+z+t=4
3x —3y+z—-t=5
2y +z=0
-X—-y+2t=6

S={(1,-1,2,3)}

Aprofundamento

19. Resolva o sistema abaixo.

{zx =& 1 s-(ene)

Y =3 °
20. Resolva o sistema abaixo.

+

NI N
|l clw
|
[EnY
%)
Il
—_—
T
[N
N—
—

21. Sabendo que o sistema é possivel e ndo admite solu-
cao trivial, determine k.

2x +y +4z =k
3x +2y +5z =k %

y _ 1,2
x+2+2z k

Desafio

22. (Fuvest-SP) Considere o sistema:

x—-my=1-m
1+mx+y=1

a) Prove que o sistema admite solugdo Unica para
cada numero real m. Ver resolugdo no Guia do professor.

b) Determine m de modo que o valor de x seja o
maior possivel. f%

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Autoavaliacao

Registre as respostas em seu caderno.

1. A equagao que, com 2x + 2y = 2, compoe um
sistema linear 2 X 3 é: alternativa a

d)yx*+y*=8

e) xyz=0

a)y—-z=0
b) 3x + 3y = 3
) xy+xz+yz=3

2. Em um plano cartesiano, a intersecgao de duas
retas concorrentes necessariamente representa
a solucao de um sistema linear 2 X 2: alternativa e
a) possivel e indeterminado.
b) indeterminado.
c) homogéneo.
d) escalonado.
e) possivel e determinado.
X+y=5 {2x+y—a
x-y=3%)3x-2y=10
sejam equivalentes, o valor de a deve ser:

alternativa c
a)5 b) 4 c)9 d) 12 e) 10

3. Para que os sistemas {

4. Um sistema linear homogéneo nao pode ser:
alternativa a
a) SI c) SPI e)3x2
b) SPD d)2x3
2x +y=7

a+3)x+y=5 seja um sistema

5.Para que { (

escalonado, o valor de a deve ser: alternativa d
a) 2 b) 3 )0 d) -3 e) -5

23\ (x)_(2 :
: (14)()7] (1)corres
ponde ao sistema: alternativa b

6. A equagao matricial

2x +ty=2 2x+y=1
) 3x+4y =1 <) 4x + 3y =2
2x +3y =2 3x +2y =2
x+4y =1 4x +y =1

‘
7. Dos sistemas

2x+y—z=3 x+y+2z2=10
4x —2y =5 e y+5z=17
x+y+2z2=10 22z =67

pode-se dizer que: alternativa b
a) ndo tém solugao.

b) sdo equivalentes.

c) tém infinitas solugoes.

d) sao homogéneos.

e) sao indeterminados.

8.Em uma loja, os artigos A e B, custam jun-
tos R$ 55,00, os artigos A e C, custam juntos
R$ 50,00 e os artigos B e C custam juntos R$ 45,00.
A soma dos pregos dos artigos A, B e C &:
a) R$ 85,00 alternativa ¢
b) R$ 80,00
c) R$ 75,00
d) R$ 70,00
e) R$ 65,00

9. Uma loja ofereceu a seus clientes a possibilidade
de comprar lencéis, fronhas e colchas agrupados
nos seguintes jogos:

(I) 2 lengdis e 2 fronhas;

(I) 2 lencdis e 2 colchas;
(1) 1 lencol, 1 fronha e 1 colcha.
O preco de cada peca é o mesmo em qualquer um
dos jogos, I, Il e 111, que sdo vendidos por R$ 130,00,
R$ 256,00 e R$ 143,00, respectivamente. O preco
unitario da colcha é: alternativa c
a) R$ 85,00 c) R$ 78,00
b) R$ 80,00 d) R$ 70,00

€) R$ 65,00

Retomada de conceitos

Se vocé nao acertou alguma questao, consulte o quadro e verifique o que precisa estudar novamente.

Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

Numero da questao
Objetivos do capitulo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Representar e resolver situacoes-
. . X X
-problema usando sistemas lineares.
Reconhecer e classificar sistemas X X X X X
lineares.
Apresentar sistema linear em forma X
de equacdo matricial e vice-versa.
Aplicar o método do escalonamento
= . . X X X X
na resolu¢ao de sistemas lineares.
Paginas do livro referentes ao 39a41e|39a4dle
conceito 38a40/40e4149e 5043 a4749a5447 a49| 43a50 51 a 54 51a54
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Essa segéo favorece o desenvolvimento da habilidade EM13MAT301 da BNCC, pois os alunos deverao resolver
problemas do cotidiano que envolvam equagdes lineares simultaneas usando técnicas algébricas e graficas.

Compreensao de texto

Montando uma dieta alimentar com sistemas lineares

Neste artigo, vamos mostrar que o estudo de sistemas lineares indeterminados
pode ser util para abordar um problema nutricional.

O leitor ja deve ter reparado que as embalagens de alimentos trazem infor-
macodes sobre o valor energético, as quantidades de carboidratos, de gorduras, de
soédio, proteinas etc. contidas nos produtos e quanto cada uma dessas quantidades
representa percentualmente nos Valores Diarios de Referéncia (VDR) para uma
alimenta¢do adequada.

Apo6s vasculhar a geladeira e os armérios da cozinha, montamos o quadro a
seguir, que mostra os valores nutricionais de alguns alimentos encontrados: arroz
e feijdo in natura*, peito de frango, suco de laranja pasteurizado e adogado, pdo
tipo francés e margarina sem sal.

Principais nutrientes de alguns alimentos
Arroz | Feijao | Frango | Suco Pao | Margarina VDR
(50g) | 30g) | (80g) |(200me) | (509g) | (149)
Energia (kcal) 190 100 150 120 130 45 2.000
Carboidratos (g) 37 16 8 30 28 0 300
Proteinas (g) 3 7 13 1 4 0 75
Gorduras totais (g) 0 0 6 0 1,5 5 55 Suco (200 mL)
Energia ...
Carboidratos.
Sistema linear Proteinas....
Gorduras totais..... 0g

Para montar uma dieta, é preciso determinar as quantidades xi, ..., X; (€m por-
¢oes) de cada alimento necessarias para compor o VDR. Isso corresponde a resolver
o sistema linear a seguir.

190x, + 100x, + 150x; + 120x, + 130xs + 45x = 2.000
37x,+ 16x, + 8x;+ 30x, + 28x; = 300

3x,+  7x,+ 13x; + Xyt  AXs =175 0
6x; + 1,55 + 5x4 =55
Observe que o sistema (I) possui quatro equagdes correspondentes ao nimero Eigf?a(so 9 100 keal
de nutrientes, e seis incoégnitas, correspondentes ao numero de alimentos. A melhor Carb?)ldratos 169
maneira de resolver o sistema é por escalonamento [...], transformando o sistema (1) P S e 79
na forma escalonada reduzida, [sistema (II)]. Gorduras totais.... 0g
X, —0,33x5 +0,17x, = 0,19
X, +0,07x; — 1,68x, = —8,05
X, +025x,+083x. = 916 W
X, +1,24x5 + 0,45x¢ = 11,60
[...] nem toda solucdo matematica é utilizavel na situacdo pratica, ja que numa dieta Frango (80 g)
é necessario escolher x; = 0 e x, = 0 de modo que também tenhamos x, = 0, ..., x, = 0. ENErgia .o 150 keal
Carboidratos.......... 8¢
[..] Proteinas.......coo... 139
Fonte: DORNELLES FILHO, Adalberto A. Montando uma dieta com sistemas lineares. Gorduras totais.... 69

Revista do Professor de Matematica, n. 59, p. 27-28, 2006.
A contextualizagdo dessa secdo remete aos temas contemporaneos relacionados a satde e & educacgao alimentar e nutricional. Chamar a atencéo dos alunos para a
importancia dos nutrientes na alimentagao e os cuidados que devemos ter com nosso corpo, como a ingestao didria de 4gua, habitos alimentares saudaveis e pratica de
atividade fisica. O trabalho em grupo exercita a empatia, o dialogo, a resolugao de conflitos e a cooperacédo. Dessa forma, é favorecido o desenvolvimento das competéncias
gerais 8 e 9 da BNCC. O desenvolvimento das competéncias especificas 3 e 4 da BNCC também é favorecido nessa secdo porque os alunos deverdo utilizar estratégias e
trabalhar conceitos, definicdes e procedimentos matematicos na resolugdo de problemas, além de usar diferentes registros de representagdo matematicos.

* In natura: no estado natural, sem ter passado por processamento industrial.

\_
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Margarina (14 g)
Energia ....cooveveunnee
Carboidratos
Proteinas

Gorduras totais........ 59

\ P&o (50 g)
Energia
Carboidratos
Proteinas.......ccceeee..
Gorduras totai

FOTOS: PAULO MANZI

Arroz (50 g)

Energia ....cccveeveunee
Carboidratos...
Proteinas
Gorduras totais........ 0g
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Atividades

1. No texto da pagina ao lado, quais elementos foram considerados

Registre as respostas em seu caderno.

para o estudo dos valores nutricionais dos alimentos escolhidos?
energia, carboidratos, proteinas e gorduras totais

2. Observe, no texto, o sistema (I), obtido com base na tabela dos

principais nutrientes. 4 equagoes; 6 incognitas
a) O sistema tem quantas equacgoes? E quantas incdgnitas?

b) No sistema, a que correspondem cada equagéo e cada incognita?
No sistema, cada equagao corresponde a um nutriente, e cada incognita, a um alimento.

3. Podemos dizer que o sistema é: alternativa b

a) possivel e determinado.
b) possivel e indeterminado.

c) impossivel.
d) homogéneo.

4. Partindo da forma escalonada reduzida, escreva o sistema de

modo que x4, X,, X5 € X, Sejam expressos em funcao de x; € X;.
Ver resolucéo no Guia do professor.

5. Com base no sistema obtido na questao 4, determine as inequagoes

que relacionam x4 com x; de modo que tenhamos x; =0, ..., x, = 0.

6. Cada inequagao obtida na questao 5 corresponde a um semiplano no

sistema de eixos x; e X, € 0s valores de x; e x; que satisfazem todas
as inequacoes pertencem a regido de interseccao dos semiplanos.
Sabendo disso, verifique qual dos graficos a seguir melhor representa

o conjunto solugao do sistema formado por essas inequacoes.
alternativa d

a)

2 46 81012%
d)

2 46 81012 % 0l 2 4681012%

7. De acordo com o grafico, uma possivel dieta composta apenas

desses alimentos pode ser obtida escolhendo-se x; = 5 (250 g
de pao) e x¢ = 6 (84 g de margarina). Substituindo esses valores
no sistema da questao 4, determine x,, X,, X5 € X,.

8. Em grupos, facam uma pesquisa levando em consideracdo estas e/ou

outras questoes que julgarem interessantes: ‘éﬁ;’r'e”‘gﬁgg’eﬁigf

e Qual é a importéancia dos nutrientes con51deraaos no texto?

¢ Qual é a diferenca entre gorduras saturadas e gorduras trans,
ingredientes informados na embalagem de alguns alimentos?

e Quais sao as funcoes das fibras alimentares e do sédio no
organismo humano?

¢ O que seria uma dieta saudavel em termos de porcentagem de
VD (valores didrios), isto é, de quais grupos as porcentagens
de VD devem ser maiores e de quais grupos devem ser menores?

¢ Que atitudes vocés podem tomar para ter uma alimentacao
mais saudével?

Preparem uma apresentagao oral para a turma com os resultados

encontrados. Para auxiliar na apresentagdo, vocés podem fazer

cartazes ou usar recursos multimidia.

N

_J

J
7. x, = 0,82 (41 g de arroz)
X, = 1,68 (50,4 g de feijao)
X5 = 2,93 (234,4 g de frango)
X, = 2,7 (540 mt de suco)
0,33 0,19. 0,07 805, __ 0025 9,16 . 124 1160
S X =gq7 Xt 077 T 488 T 168 = 083 *° 083 °~ 045 " 045
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CAPITULO

Competéncias especificas e habilidades de Matematica e suas Tecnologias da
BNCC trabalhadas neste capitulo: competéncias 3 e 4; habilidades EM13MAT307,
EM13MAT315 e EM13MAT401.

Objetivos do
capitulo

Representar pontos,
segmentos e retas no
plano cartesiano.

Calcular a distancia
entre dois pontos.

Escrever as equacgoes
de uma reta e de
uma circunferéncia.
Discutir posicdes re-
lativas entre: duas
retas; ponto e cir-
cunferéncia; reta e
circunferéncia; duas
circunferéncias.

Calcular a distancia
entre ponto e reta.

Resolver inequacgdes
do 1° grau com duas
incégnitas e siste-
mas, graficamente.

Calcular a area de um
triangulo.

© Ponto

O corpo de bombeiros de certa cidade litoranea recebeu o chamado de um grupo
de pessoas em uma embarcacdo avariada. Para o resgate, hd um helicéptero, que esté
posicionado a 8 km ao norte do posto de bombeiros local, conforme indica o esquema
da pagina ao lado. Qual é a menor distancia que o helicéptero deve percorrer até
encontrar a embarcacdo?

Essa distancia é dada pela distancia entre o ponto A (localizacdo do helicéptero) e
o ponto B (localizagdo da embarcacdo), indicados no esquema. Sabemos que a menor
distancia entre esses pontos é a medida do segmento de extremidades A e B.

Neste capitulo, veremos como calcular essa distancia e resolveremos esse e outros
problemas relacionados a Geometria analitica.

A Geometria analitica fundamenta-se no estudo de pontos, retas e curvas, por
meio do qual é possivel transpor inUmeros problemas geométricos para a linguagem
algébrica.



L pos'to de bombeiros

Plano cartesiano

A Geometria analitica estuda curvas e figuras por meio de equacdes, bem
como analisa essas equacdes por meio de graficos, estabelecendo relagdes com a
Algebra e a Geometria, plana e espacial. Assim, uma figura geométrica pode ter
suas propriedades analisadas e estudadas por processos algébricos, o que facilita
a resolucao de varios problemas.

A seguir, faremos um estudo do ponto com base no enfoque da Geometria
analitica.

Como ja estudamos, o plano cartesiano, ou sistema cartesiano ortogonal,
é formado por dois eixos perpendiculares entre si. O eixo x (horizontal) é denomi-
nado eixo das abscissas, e o eixo y (vertical) é denominado eixo das ordenadas.
Os eixos se cruzam no ponto O(0, 0), indicado por origem das coordenadas do
plano cartesiano.

Podemos associar qualquer ponto P do plano cartesiano a um Unico par orde-
nado (x,, y,) de nimeros reais e, reciprocamente, dado um par ordenado (x,, y,)
de numeros reais, a ele fica associado um Unico ponto P pertencente ao plano.
Dizemos que x; e y, sdo as coordenadas de P.

ILUSTRAGOES: EBER EVANGELISTA

Bussola de latao.

MUSEU DO LOUVRE, PARIS

A palavra cartesiano tem origem
no nome do criador desse sistema
de localizag¢do de pontos no plano,
René Descartes (1596-1650).
BOURDON, Sébastien. Suposto
retrato de René Descartes. 1645.
Oleo sobre tela, 88 cm X 71 cm.
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O livro O caderno secreto de
Descartes (ver na segdo Ampliando
os conhecimentos, na pagina 153)
pode ampliar o conhecimento dos
alunos em relagéo ao assunto;
porém, convém lembrar que, como
toda obra literaria, baseia-se no
ponto de vista do autor, constituindo
apenas uma referéncia entre outras.

Observacgoes

e Se um ponto P pertence
ao eixo das abscissas, suas
coordenadas sao (x,, 0).

e Se um ponto P pertence ao
eixo das ordenadas, suas
coordenadas séo (0, y,).

Reflita

Qual é a relagdo entre a abs-
cissa x, e a ordenada y, de
qualquer ponto P da bisse-
triz dos quadrantes impares?

Para todo ponto da bissetriz dos
quadrantes impares, e so6 para eles,
a abscissa é igual a ordenada, ou
seja, Xp = Yp.

Reflita

Qual é a relacdo entre a abs-
cissa x, e a ordenada y, de
qualquer ponto P da bisse-
triz dos quadrantes pares?

Para todo ponto da bissetriz dos
quadrantes pares, e s6 para eles,
a abscissa é igual ao oposto da
ordenada, ou seja, Xp = —Yp.
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Exemplo
Considerando o problema da abertura do capitulo, podemos associar na figura:
¢ 0 ponto O (localizagdo do posto de bombeiros) a origem das coordenadas do
plano cartesiano (0, 0);

¢ 0 ponto A (localizacdo do helicéptero) ao par ordenado (0, 8);
¢ 0 ponto B (localizacdo da embarcacdo) ao par ordenado (12, 13).

Quadrantes

Os eixos do plano cartesiano dividem esse plano em quatro regides, denominadas
quadrantes, que sdo numeradas no sentido anti-horario conforme indicado abaixo.
Observe as condi¢des para que um ponto P(x,, ¥,) pertenca a cada quadrante.

2° quadrante
Xxp<0ey,=0

12 quadrante
x,=0ey,=0

N W

N I R
71..

_2..
3% quadrante _3l 4° quadrante
Xp<0ey,<0 X,=0ey,<0
_4..

No plano cartesiano, a bissetriz do 1° e do 3° quadrantes é chamada de bissetriz
dos quadrantes impares.

y
<— bissetriz dos
3t : quadrantes
| impares
177 |
i ; l

! ! 1 3 x

Y

o 4

y
. N2 GEEEEEE T 4
bissetriz dos /! |
quadrantes : 1
pares : " - 2
: ! 1 3
-4 -2 ! LoX
-11-- 1
Y . :

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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(W )

Exercicios resolvidos y
R1.Determinar as coordenadas dos pontos Co-------- 4 .
. . | Reflita
indicados no plano cartesiano. !
- 2l A Em seu caderno, localize no
» Resolucdo : ! plano cartesiano os pontos
Observando a figura, percebemos que A D(0, 0), E(=3, —6) e F(2, 4).
o ponto A esté associado ao par orde- 3 Lo 2 3 X ;Ijrsf‘;;’f:“:gide um trian-
I - H H
nado (3, 2); o ponto B, ao par (1, —1); 1%
|
o ponto C, ao par (—3, 4); o ponto D, ao : y -
par (—1, —3); e o ponto E, ao par (2, 0). pé--1-3 B R ;
3 |
R2.Representar no plano cartesiano os pontos y 2
A(1,5),B(4,1) e C(1, 1) e tragar os segmentos com 5| __ 4 5 1D A
extremidades nesses pontos. 3 5 2
» Resolugdo ! 2
As coordenadas do ponto Asaox, = 1ley, = 5. ! <
| o
As coordenadas do ponto Bsao x; =4 ey; = 1. i g
. 14-- -4 B : -5 2
As coordenadas do ponto Csao x. = ley. = 1. c : : g
! I SR - -6 =
Note que os pontos A, B e C determinam o AABC. 0] 1 4 X K <
Nao, porque os pontos D, E e F estao
2 alinhados.
R3. Obter os valores de a e de b para que os pontos A(a” — 8, 1) e B(4,b — 4) Comentario: Nesse momento,
pertencam, respectivamente, ao eixo das ordenadas e ao eixo das os alunos ainda ndo dispbem de
. instrumento tedrico para demonstrar
abscissas. que os trés pontos sdo colineares. No
entanto, ao representa-los no plano
= cartesiano, espera-se que percebam
< Resolugao . 5 que os tridngulos AFD e BED sao
Se o ponto A pertence ao eixo das ordenadas, entao x, = 0. semelhantes e que isso implica a
. 2 igualdade das inclinacées das retas
Assim:a’-8=0=a=2J2 oua=—-22 ED e DF, fato que leva a conclusdo
Se o ponto B pertence ao eixo das abscissas, entdo y; = 0. de que D, E e F estio alinhados.
Assim:b-4=0=>b=4
g J
(& )

ExcudPh propdatos

1. Construa um plano cartesiano e localize os pontos A(—-1, —4), B(7, 1),
C(2, -2), D(~6, 0), E(—%, 2) e F(4;'6), Ver resolugdo no

Guia do professor.

2. Observe as coordenadas dos pontos e determine a que quadrante cada
um deles pertence.

a) (3, ~V2) b) (-7, —4) ) (@ n) d) (-1,1)

4° quadrante 32 quadrante 2° quadrante
. . 1° quadrante .
3. Considere o poligono representado no plano cartesiano a seguir.

y
3
| V2l i
\ N E /
| o |
-3 /—2 =1 1 2Y X
\ -4 \
| | 2] | |
-3 0,9),(1,2),3,2),2,0), @3, -2, (1, -2), (0, -3),

(-1, -2), (-3, -2), (-2,0), (-3,2) e (-1, 2)
a) Determine as coordenadas dos vértices do poligono.

b) Algum desses vértices pertence a bissetriz dos quadrantes impares ou
a bissetriz dos quadrantes pares? nio

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

63



\§

4. Para que valores de m e n o ponto A(m — 8,n — 5)
pertence ao 2° quadrante? Explique como vocé
obteve esses valores. m,ncRtalquem<8en=5

5. Resolva os itens a seguir.

a) Construa um plano cartesiano e represente
nele os pontos P(8, 0) e Q(0, 6). \éiﬁ;ejg'gf;‘;s”s%h

b) Calcule a distancia entre o ponto P e a origem
do plano cartesiano. 8

c) Calcule a distancia entre o ponto Q e a origem
do plano cartesiano. 6

d) Elabore uma estratégia para determinar a
medida do segmento determinado pelos pon-
tos P e Q representados no plano cartesiano.
Vocé pode resolver este item com um colega.

e) Calcule a distancia entre os pontos P e Q usan-
do a estratégia elaborada no item anterior. 10

f) Escreva, em funcao de a e b, a medida de um
segmento que tem como extremidades os

pontos A(a, 0) e B(O, b). Ja* + b°

6. Use um papel quadriculado para representar um
plano cartesiano. Nele, faca um esboco e, com base
nesse esboco, cite uma caracteristica geométrica

do conjunto dos pontos com:

Os pontos pertencem a uma reta:
a) vertical por (4, 0);

b) horizontal por (0, —3);

c) horizontal por (0, 5);

d) vertical por (—4, 0).

a) abscissa 4;

b) ordenada —3;
c) ordenada 5;
d) abscissa —4.

5. d) Espera-se que os alunos percebam que basta aplicar o teorema de Pitdgoras no triangulo

cujos vértices sé@o os pontos P e Q e a origem do plano cartesiano.

()

Pensamento
computacional

1.1 Distancia entre dois pontos

N\ Ha situacdes cotidianas em que é importante determinar a distancia entre dois

Reconhecimento de
padroes

Durante a resolucdo de
um problema pode-se
identificar caracteristi-
cas que remetem a um
problema semelhante
ou, até mesmo, padrdes
dentro do mesmo pro-
blema. Essa percepg¢ao
permite a utilizacdo ou o
reaproveitamento de uma
técnica para resolver cada
instancia desse padrao.
* Qual o padrdo que
pode ser reconhecido
quando pretende-se
determinar a distan-
cia entre dois pontos
cujas abcissas e orde-
nadas sao diferentes
entre si?

pontos. Retomando o problema apresentado no inicio deste capitulo, no qual foram
fornecidas as localiza¢des de um grupo de pessoas em uma embarcacdo no mar (ponto
B) e de um helicéptero que fard o resgate (ponto A), pergunta-se: a que distancia o

helicoptero esta da embarcacdo?

Transportando os dados para o plano cartesiano, temos:

y

|

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

.

J

Espera-se que os alunos mencionem
a utilizagdo de um triangulo
retangulo, em que a hipotenusa é a
distancia procurada e a solucédo pode
ser generalizada a partir do teorema
de Pitagoras, valendo, inclusive,
quando os pontos estdo alinhados
vertical ou horizontalmente.

Reflita

-
N b omm .

[
[

Para responder a questdo, vamos considerar no plano cartesiano o ponto
auxiliar C(12, 8). Assim:

e adistancia do ponto A ao ponto C(d, () € 12 km;
e adistancia do ponto B ao ponto C(d; () é 5 km;
e adistancia do ponto A ao ponto B(d,, 5) é d km.

localizado no ponto O de coordenadas (0,

Qual seria a distancia percor-
rida pelo helicéptero da sua
localizagdo inicial ao posto
de bombeiros, passando
pelo ponto de resgate das
pessoas?

Como o posto de bombeiros esta

Pitagoras, temos:

temos d = 13 km.

0), temos de calcular a distancia BO (dg, ):

(d,
64 ,

dy of = 122 + 132 = 313

(da g =(ds )+ Y=2d’=122+5=d’=169=d=130ud = —13
Como a distancia entre dois pontos é, por definicdo, um numero ndo negativo,

Logo, o helicoptero estd a 13 km de distancia da embarcacdo.

Logo, o helicéptero percorreria uma distancia equivalente a
= {313 =177 — d, 5 + dg, 0, OU Seja, aproximadamente 30,7 km (13 + 17,7).

Os pontos A, B e C sdo os vértices de um tridangulo retdngulo. Pelo teorema de

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Agora, vamos determinar a distancia d, ; entre dois pontos quaisquer y
A(X,, ¥a) € B(xg, ¥5). Para isso, vamos representa-los no plano cartesiano ao

lado, incluindo um ponto C(x., ¥o), em que Xc = Xz € Yc = Ya. Ve 1

Repare que temos um tridngulo ABC, retangulo em C.
Pelo teorema de Pitagoras: (d, 5)* = (AC)* + (BC)’

Sabemos que AC = |xB—xA| e que BC = |yB —yA|.

Ya=VYc
|2 |2 = (v — ya)’, temos:

Como |xB—xA =(xs — x,)’ € |yB_yA

(da5)’ = (X5 = X2)° + (V5 — Ya)*

Portanto, a distancia entre os pontos A(x,, y.) € B(xs, yz) do plano

cartesiano é dada por: -
Sim. Observacao

Alinhados horizontalmente: .
C=B,ys — ¥, = 0; logo: O médulo, ou valor abso- |

dys= \/(XB - XA)Z + (YB - ,VA)Z luto, de um numero real x,

indicado por | x|, € definido
Alinhados verticalmente: como:
C=A xg — x, = 0; logo:

i [ =
Reﬂlta dA,B: 02+(,V5—,\/A)2:|y5—yA| | |X|= X,Se X 0

—-x,se x <0

das = ( B*XA)Z+02 =|xs — x4

A férmula acima também é valida quando A e B estdo L
alinhados horizontal ou verticalmente? Justifique.

" 4 X N\
Exercicios resolvidos

R4.Determinar o perimetro do tridngulo cujos =25=(1+2+B3-m)Y’=

vértices sdo os pontos A(1, 1), B(2, 3) e C(5, —1). @ 25-040<6m+mleml—6m—7 =0

> Resolucao Resolvendo a equacao do 2° grau, obtemos dois

y valores de m que tornam a distancia entre A e
3f--------- Bigual a 5 unidades:m=7oum = -1

R6.Determinar o ponto C(m, 2m) equidistante dos

) S pontos A(—7, 0) e B(3, 0).
. 7 > » Resolugdo
Como o ponto C é equidistante dos pontos A e

- C B, a distancia entre C e A é a mesma que entre
Vamos calcular as medidas dos lados do trian- e s
gulo ABC: dea=des=(m + 77 + (2m — 0) =

- . 2 _ 2 _

dypy =217 +(3-17 =5 _ Jim =37 ¥ @m - 0F = (m + 7 + 4m? =
dB,C:\/(5_2)2+(_1_3)2 =425 =5 =(m -3+ 4m’=
d, ¢ =\/(5_1)2 T (-1- 1P =20 = 2.5 =>m>+14m+49=m>-6m+ 9=
Portanto, o perimetro do tridngulo ABC é =20m =—40=m = -2
(3V5 + 5) unidades de comprimento. Substituindo m por —2, obtemos C(~2, —4).

R5. Dados os pontos A(—2, m) e B(1, 3), determinar m
para que a distancia entre A e B seja 5 unidades.

» Resolucdo

Como a distancia entre A e B deve ser 5 uni-
dades, temos:

(das)’ = (s = %2)* + (5 — Ya)* =

g J
R5. Pedir aos alunos que fagam um esbogo, em um mesmo plano cartesiano, de todos os pontos que repres